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Tor  wort. 


Der  vorliegende  zweite  und  letzte  Band  meiner  ^^Vorlesungen  über 
Algebra^  umfasst  zwei  getrennte,  yon  einander  weit  verschiedene  Stoffe, 
die  Theorie  der  Elimination  und  diejenige  der  höheren  Gleichungen  einer 
unbekannten.  Ein  Abschluss  konnte,  wie  dies  ja  für  ein  wissenschaftliches 
Werk  naturgemäss  ist,  in  keinem  der  beiden  Abschnitte  erreicht  werden; 
aber  bei  der  Behandlung  der  Elimination  liess  sich  nach  der  Richtung 
eine  gewisse  Vollständigkeit  erreichen,  als  die  hauptsächlichsten  Resultate 
der  bisherigen  auf  diesem  Gebiete  angestellten  Untersuchungen  besprochen 
und  verwerthet  wurden;  es  sind  wohl  kaum  wichtigere  Forschungen 
über  die  Elimination  unerwähnt  geblieben.  Eine  kurze  Theorie  der 
ganzen  Functionen  mehrerer  Veränderlichen  musste  vorausgehen,  in 
welcher  die  Grundeigenschaffcen,  die  Irreductibilitäts&agen,  die  Wui*zeln 
ganzer  Functionen  besprochen  wurden.  Hierher  hätte  wohl  auch  eine 
eingehende  Darstellimg  der  Modulsjsteme  gehört;  doch  glaubte  ich 
yon  dieser  absehen  zu  müssen,  da  die  schwierigen  Fragen,  welche  dabei 
auftauchen,  noch  nicht  hinlänglich  ihre  Beantwortung  gefunden  haben. 
Bei  der  Theorie  der  Elimination  wurden  die  Hauptmethoden  behandelt. 
In  der  Bezeichnung  folgte  ich  den  englischen  Forschem,  indem  ich 
zwischen  „Resultante'^  und  „Eliminante^^  sorgfältig  unterschied. 

Lässt  es  sich  auch  nicht  durchaus  rechtfertigen,  diesen  Abschnitt 
an  die  Stelle  gesetzt  zu  haben,  an  welcher  er  steht,  so  blieb  doch 
kaum  eine  Wahl,  da  seine  Resultate  sich  auf  das  Vorhergehende  stützen 
und  beim  Nachfolgenden  benutzt  werden. 

Bei  der  Besprechung  der  höheren  Gleichungen  einer  Unbekannten 
musste,  aus  Gründen  des  Raumes,  sowohl  auf  eine  Berücksichtigung 
aller  werthvollen  Forschungen  in  den  behandelten  Gebieten,  als  auch 
auf  eine  Darlegung  aller  ihrem  Wesen  nach  hergehöriger  Gebiete  ver- 
zichtet werden.  Es  war  dies  dem  Verfasser  um  so  weniger  angenehm, 
als  dadurch  die  Behandlung  von  Fragen  bei  Seite  geschoben  werden 
musste,  die  in  neuester  Zeit  wesentlich  gefördert  wurde  und  eine  ab- 
geschlossene Darstellung  erlaubt  hätte.    Vielleicht  wird  es  ihm  möglich 
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IV  Vorwort. 

sein^  in  anderer  Weise  die  gebliebenen  Lücken  auszuMlen.  Dass  bei 
dieser  Lage  der  Abscfaluss  des  ganzen  Werkes  etwas  Willkürliches  auf- 
weist^ ist  nur  zu  erklärlich;  aber  ein  genaues  Eingehen  zeigt^  dass 
dieser  Mangel  auch  beim  Weiterschreiten  sich  nicht  hätte  beseitigen 
lassen^  da  aller  Orten  am  Ausbau  der  Theorien  gearbeitet  wird. 

Das  Heranziehen  der  Gruppen-  und  der  Substitutionentheorie^ 
welches  im  ersten  Bande  und  auch  im  ersten  Abschnitte  des  zweiten 
Bandes  vermieden  werden  konnte^  war  hier  eine  Nothwendigkeit.  Ich 
habe  versucht^  Alles  was  von  dieser  Theorie  gebracht  werden  musste, 
in  unmittelbare  Beziehung  zu  den  algebraischen  Gleichungen  zu  setzen^ 
selbst  wenn  dabei  manches  interessante  und  für  andere  Zweige  der 
Wissenschaft  durchaus  wichtige  Theorem  unberücksichtigt  bleiben  musste. 
Mit  einigem  Widerstreben  habe  ich  in  diesem  Abschnitte  eine  viel- 
fach neue  Nomenclatur  benutzt;  es  galt  den  Versuch;  etwas  schwer- 
fällige Bezeichnungen  durch  bequemere  zu  ersetzen;  und  leider  ist  die 
Mannigfaltigkeit  in  den  Benennungen  zur  Zeit  noch  eine  so  grosse,  es 
haben  sich  einheitliche  Bmuche  so  wenig  ausgebildet,  dass  der  Versuch 
wenigstens  nicht  als  etwas  ganz  Besonderes  bezeichnet  werden  kann. 

Auch  in  diesem  Bande  habe  ich  die  Literaturangaben  möglichst 
vollständig  zu  liefern  gesucht. 

Giessen. 

Engen  Netto. 
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§  327.  Die  Behandlung  yon  Gleichungen  höherer  Grade  hat  uns 
von  selbst  auf  Functionen  mehrerer  Variablen^  nämlich  auf  solche  der 
verschiedenen  Wurzeln  dieser  Gleichungen  geführt.  Wir  kommen  jetzt 
zunächst  zu  einer  systematischen  Untersuchung  der  Eigenschafben  von 
ganzen  Functionen  beliebig  vieler  Veränderlichen  und  dann  zur  Be- 
handlung von  Gleichungssjstemen  beliebig  vieler  Unbekannten. 

Ein  Ausdruck  von  der  Form 

(1)  fi^y  ^2;  hy  •  *  0  =  2^^«,/?,y,   •^^^?  •  '  ' 

(a  =  0,  1,  ...ri;    /S  =  0,  1,  •  •  •  r^;    y  =  0, 1,  •  •  •  rj-,  •    •), 

in  welchem  die  t^j,  rj,  r^,  ■  •  •  ganze  positive  Zahlen,  und  die  Ca^ß^yr- 
Grossen  eines  gegebenen  Rationalitätsbereiches  bezeichnen,  soll  eine 
ganze  rationale  Function  der  Veränderlichen  Zi,  z^y  B^y  --- 
innerhalb  des  festgesetzten  Rationalitätsbereiches  heissen.  Die 
einzelnen  Tenne  js^is^js^  •■•  nennen  wir  Potenzproducte  der  Va- 
riablen. 

Je  nach  der  Anzahl  der  Veränderlichen  unterscheiden  wir  ganze 
Functionen  von  einer,  zwei,  drei,  •  •  •  Variabein.  Eine  ganze  Function 
von  m  Variablen  kann  in  die  Form  einer  ganzen  Function  einer  ein- 
zigen dieser.  Variablen  gebracht  werden,  deren  Coefßcienten  ganze  Func- 
tionen der  (m  —  1)  anderen  Variablen  sind, 

(1')     f(^U  ^i>  ^8;  •  •  0  =2va(B2,  ^8;  •  •  0^.         («  =  0,  1,  •  •  •  rj ; 

a 

ebenso  in  die  Form  einer  ganzen  Function  von  zwei  dieser  Variablen, 
deren  Goefficienten  ganze  Functionen  der  übrigen  sind, 

and  in  gleicher  Weise  weiter. 

I  Netto,  Algebra,  ü.  1 


2  Dreissigste  Vorlesung  §  328—330. 

§  828.  Die  höchste  Potenz,  zu  welcher  eine  Variable  in  f  auf- 
steigt, giebt  den  Grad  der  Function  nach  dieser  Variablen  an.  So  ist 
in  (1)  der  Grad  von  f  nach  z^  gleich  r^,  nach  z^  gleich  r,,  u.  s.  f. 

Unter  der  Dimension  der  ganzen  Function  f  verstehen  wir  den 
höchsten  Werth,  welchen  die  Suname  -  («  +  ^  +  y  -|-  •  •  •)  der  Grade  in 
den  einzelnen  Potenzproducten  annimmt.  Die  Dimension  kann  die 
Summe  der  Grade  nicht  übertreffen. 

Haben  die  Summen  («  +  /S  +  y  +  •  •  •)  in  allen  einzelnen  Potenz- 
producten denselben  Wert  w,  so  heisst  die  Function  homogen  von 
der  Dimension  w.  Für  eine  homogene  Function  (1)  der  Dimension  n 
gilt  bekanntlich  der  Euler 'sehe  Satz 

§  329.  Kommen  alle  überhaupt  bei  einer  ganzen  Function  n^**  Di- 
mension von  m  Variablen  möglichen  Glieder  in  f  vor,  so  nennen  wir  / 
eine  vollständige  ganze  Function.  Eine  solche  Function  hat  für 
w  =  1  gerade  (n  -f-  1)  Glieder.  Bei  zwei  Variablen  z^,  z^  kommen 
als  mit  z'l~^  multiplicirt  (a  +  1)  Glieder  vor;  da  nun  a  von  0  bis  n 

gehen  kann,  so  beträgt  die  gesamte  Anzahl  der  Glieder  .    »         ' 

In  derselben  Art  kann  man  schrittweise  fortgehen  und  findet  durch 
Induction,  wenn  N  (n,  m)  die  Anzahl  der  möglichen  Potenzproducte 
w*®'  Dimension  von  m  Variablen  bedeutet,  die  Formel 

jV^fn   ni)  ^  (^+^)(^  +  2)  •••  (n  +  m)  ^  /n  +  m\ 
/o\  \  f     /  1  •  2  •  •  ■  w  \     m    / 

=  (w  +  1)  (^>^- +  2)  •••  (w  +  n)  ^  An  +  n\ 
1  -2    ■•  n  \     n     )' 

Es  ist  N(nyO)  =  N(Ojm)  =  1.  Für  negative  Werte  eines  oder  beider 
Argumente  wollen  wir  die  Verabredung  treffen,  dem  N  den  Wert  0 
beizulegen,  weil  dadurch  die  Formeln  sich  einfacher  gestalten. 

§  330.  Jetzt  untersuchen  wir,  wieviele  der  Potenzproducte  einer 
vollständigen  Function  n^'  Dimension  der  w  Variablen  z^y  z^j  •  ■  •  Zm, 
durch  jS^'  teübar  sind  (a^  ^  n).  Man  erkennt  sofort,  dass,*  wenn  man 
aus  allen  diesen  Gliedern  z°^  herauszieht,  die  zurückbleibenden  Potenz- 
producte alle  Glieder  einer  vollständigen  ganzen  Function  derselben 
Variablen  von  der  Dimension  (n  —  a^)  bilden  müssen.  Die  Anzahl  der 
gesuchten  Glieder  beträgt  demnach  N{n  —  a^yW). 

Ebenso  findet  man  für  die  Anzahl  der  Potenzproducte,  welche  als 
Factor  js^«  z^  enthalten  («i  +  Og  ^  w),  den  Wert  N{n  —  a^  —  a^,  w),  u.  s.  f. 
Die  Bedingungen  a^^n,  »i  +  Oj  ^  w^,  •  •  •  können  gemäss  der  letzten 
Festsetzung  des  vorigen  Paragraphen  unterdrückt  werden. 
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Aus  diesen  Resultaten  kann  man  ohne  Schwierigkeit  entnehmen, 
wieviel  Glieder  von  /"(^i,  ^2^  *  '  *  ^»n)  der  w**°  Dimension  durch 
keins  der  Monome 


theilbar  sind,  oder,  wieviele  Glieder  in  js^  höchstens  bis  zum 
Grade  (a^  —  1),  in  £^  höchstens  bis  zum  Grade  (05^  —  1),  •  •  •  auf- 
steigen. Ist  ein  a  gleich  1,  dann  darf  also  die  entsprechende  Va- 
riable überhaupt  nicht  vorkommen.  —  Subtrahirt  man  von  der  Anzahl 
A^(n,  w)  aller  in  f  auftretenden  Potenzproducte  die  Summe  aus  der 
Anzahl  derer,  die  0^  enthalten,  derer  die  sf^  enthalten,  u.  s.  w.  und  be- 
zeichnet man  diese  Summe 

(3)  N{n  —  a^^m)  -{-  N(n  —  Og;  ^)  H h  -^(^  —  «m,  w)  =  S^ , 

so  bleibt  in  der  Zahl 

(4)  N(n,fn)-S, 

der  restirenden  Glieder  keins  der  auszuschliessenden  zurück.  Jedoch  sind 
dabei  die  durch  i^*  z^  theilbaren  Potenzproducte  zweimal  fortgenommen 
worden,  einmal  unter  den  durch  j?*»  theilbaren  und  einmal  unter  den 
durch  ^  theilbaren.  Alle  diese  Glieder,  deren  Zahl  N(n  —  % — <h>^) 
betragt,  sind  daher  einmal  zu  addiren.    Das  Gleiche  gilt  von  den  Gom- 

binationen  sf^^.  •  •  •  ^'^~}  Z'".     Die  obiire  Differenz  ist  also  um 

1      j  7  m  —  Im  o 

(5)  ^  N(n  —  aa  —  a^,m)  =  S^ 

zu  erhöhen,  wobei  die  Summe  sich  auf  alle  Combinationen  a,  ß  ohne 
Wiederholung  der  Zahlen  1,2,  •■•tw  bezieht.  Jetzt  sind  alle,  nur 
zwei  Variable  enthaltenden  Potenzproducte  richtig  gestellt.  Hingegen 
sind  z.  B.  die  durch  zf^^  zf^  i^  theilbaren  in  ^(n,  in)  einmal  enthalten 
gewesen,  durch  S^  dreimal  in  Fortfall  gekommen,  durch  S^  dann 
wieder  dreimal  zugefügt,  so  dass  sie  also  schliesslich  noch  einmal  weg- 
genommen werden  müssen.  Das  sind  also  "Nin  —  a^  —  o^  —  0^3,^) 
Glieder.     So  sind  im  Ganzen  noch 

(6)  ^  -N^Cw  —  aa  —  a^  —  «y,  m)  =  S^ 

Glieder  zu  subtrahiren,  u.  s.  w. 

Man  erkennt,  dass  die  benutzten  Schlüsse  genau  dieselben  sind, 
wie  die,  welche  wir  §  302,  Bd.  I  verwendet  haben,  um  die  Form  der 
Ereistheilungsgleichung  zu  bestimmen.  Die  hier  gesuchte  Anzahl  er- 
ergiebt  sich  auf  gleichem  Wege  als 

(7)  l<{{n,  m)  -  5i  +  5,  -  S3  +  • .  •  +  (-  1)'»S„.. 


4  Dreissigsie  Yorleaung  §  330—532. 

Nimmt  man  sammtliche  a  gleich  1^  so  entsteht  hieraus 

jV(„^w)_l=wi^(w~l,m)— (^)iV^(n— 2,m)+(^)iV^(n— 3,m) . 

§  331«  Wir  bezeichnen^  wie  dies  in  der  Differenzenrechnung  ge- 
bräuchlich ist;  für  ein  positives  oder  yerschwindendes  a 

(8)  N(n,  m)  —  N(n  —  a,  w)  =  JaN(n,  m) . 

Dann  ist 

N(n,  m)  —  [N(n  —  a,  m)  +  N{n  —  ß,  m)]  +  N(n  —  a  —  ß,m) 

=  JaN(n,  m)  —  JaN(n  —  /J,  m)  =  Ja,ßN(n,  m) 

=  ^ßN{n,  m)  —  JfiN{n  —  a,  m)  «=  J^^aN{n^  m). 

Statt  ^a,ß  oder  dß^a  werden  wir  auch  ^'^^  oder  zi^%  schrei ben^  um 
anzudeuten,  falls  dies  nöthig  ist,  dass  zwei  untere  Indices  vorkommen; 
und  das  soll  in  gleicher  Weise  allgemein  gemacht  werden. 

Diese  Einführungen  ermöglichen  es,  den  Ausdruck  (7)  kurz 

zu  schreiben.  Die  unteren  Indices  a  können  dabei  willkürlich  permu- 
tirt  werden. 

§  332.  Für  die  eingeführten  Symbole  besteht  eine  bemerkens- 
werthe  Beziehung,  die  jetzt  abgeleitet  werden  soll.  Die  Addition  der 
bekannten  Formeln 

N{n,m)  — N{n  —  l,w)  =^(w,  w — 1), 

N{n  —  1,  w)  —  N{n  —  2,  m)  =  N{n  —  1,  m  —  1), 

N(n  —  a^  +  1 7  '^)  —  -^(^  —  «1 ,  w)  =  ^(n  —  ttj  +  1;  *^  —  1) 
liefert  die  Summe 

Ja,  N(ny  m)  =  ^^  N(n  —  rj,  tn  —  1) . 

Hierbei  braucht  a^  nicht  der  Beschränkung  a^  ^  n  unterworfen  zu 
werden. 

Durch  die  Anwendung  der  Operation  z/^^  entsteht  hieraus  für  be- 
liebige a^,  o^ 


=;2N(n-n-x,fn-2)  Ci:;;;;::^!:). 


»?l« 
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Ebenso  erhält  man  aus  dieser  Formel  durch  die  Anwendung  der  Ope- 
ration Ja^  weiter 

(i?=0,  1,-   -ai  — 1;  x  =  0,l,    .0^  — 1;   A  =  0,  1,  •••  ag  —  1), 
und  in  derselben  Weise  kann  man  fortfahren,  so  dass  aUgemein  entsteht 

(9)    ^IS!«.,...a^  N(n,  m)  =^  N{n  —  ni—% na,  m  —  Q) 

(i7i  =  o>i,  •••  «1—1;  •••  '^(^  =  0,1,  •••  «e— !)• 

In  diese  Formel  tragen  wir  jetzt  q  =  m  ein,  wodurch  das  zweite 
Argument  von  N  zu  Null  gemacht  wird.  So  oft  dann  das  erste  Ar- 
gument nicht  negativ  ist,  so  oft  wird  der  entsprechende  Summand  den 
Wert  1  annehmen,  während  er  sonst  gleich  Null  wird.    Ist  also 

(«1  —  1)  +  («2  —  i)  H h  K  —  1)  =2^^  -  w  <  n, 

so  ist  jeder  Summand  gleich  1 ,  und  da  a^-  a^-  -  -  am  Summanden  be- 
stehen, 

(9»)      J!!!^,a^,...a^  N{n,  m)-=ai'a^"am         \2^^  —  m£nj. 
Ist    ^,  ai  —  w  =  w  -j-  1 ,    dann  liefert  der  eine  auf 

^1  =  ^1  —  1;      %  =  «ä{  —  l,--12TO  =  am  —  1 

bezügliche  Summand  den  Wert  0,  die  anderen  stets  den  Wert  1  und 
daher  ist 

(9')  ^iT,^a„...«,JV^(n,tn)  =  a,.a,...a;„-l      [^ax  —  m  =  n  +  \). 
Bei  ^^  ax  —  m  =  w  +  2   liefern  die  (w  +  1)  Summanden 

^1  =  «1  —  1^       %  =  »2  "~   1;       •  •  •       Vm=(^m 1  ; 

^1  =  «1  —  1;     •  •  V^-1  =  ^^-i  ~  1;    ^ü  =  «>l  —  2,    rji^i  =  ax^i  —  1,  •  •  • 

(A  =  1,  2,  • . .  m) 
den  Wert  Null,  so  dass  entsteht 

.Ebenso  erhält  man 

und  in  ähnlicher  Weise  weiter.  Zu  beachten  ist  aber  bei  diesen  Rech- 
nungen, dass  in  (9*^)  z.  B.  keins  der  a  kleiner  als  2,  in  (9*^)  keins 
kleiner  als  3  vorausgesetzt  ist. 


6  Dreissigste  Vorlesung  §  333—334. 

§  333.    Es  seien  wie  oben 

««1  .  sf^  ^  ...   «**»" 

gegebene  Monome,  und  %y  bezeichne  die  Anzahl  der  Potenzproducte 
aus  /",  welche  durch  v  und  auch  nur  durch  v  dieser  Monome  teilbar  sind. 
Nun  umfasst  5^  die  Zahl  aller  Potenzproducte ,  die  durch  eins  der 
Monome  teilbar  sind,  und  ausserdem  alle,  die  durch  zwei  unter  ihnen 
theilbar  sind,  doppelt;  alle,  die  durch  drei  unter  ihnen  theilbar  sind, 
dreifach  u.  s.  w.     Es  ist  daher 

und  ebenso  folgt 

Ä.  =  e,  +  3e,  +  6g,  +  ...+(^)&„, 
(10)  -».=        s,  +  4g,  +  --.  +  (7)g„., 


Hieraus  ergiebt  sich 

'Sl-S,  +  S,-S,  +  Ä5---  =  gl  +  g,+     g.+     g4+--+g™, 

(10.)  Ä,-S,  +  Ä5 g,+3g^  +  ...  +  («-i)g,„^ 

S,_S,  +  ...=  g^  +  ...  +  («-i)g„, 

SO    dass   also   sämmtliche   links   stehende  Differenzen   positive  Werthe 
haben.     Weiter  liefert  das  erste  System  auch  umgekehrt 

g,  =  S,  -  25,  +  3Ä,  -  4Ä,  +  •  •  •  +  (-  l)-»-* m5„, 

(10")    J,=  S,-3Ä,  +  6S, +  (_i)«(«)5„., 

g,  =  s,  _  4Ä,  +  • . .  +  (-  1)'»-'(^)S„, 

Die  Formeln  (7)  und  (7*)  zeigten,  dass 

2^(n,  m)  -  z^t'«..  •  s.-N'K  »»)  = 'S.  -  S,  +  5, +(_i)...-is„ 

ist.    Aus  (10*)  folgt,  dass   {ß^  —  "^s  "H  *  • ')   positiv  sein   mass;   dem- 
nach wird 
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(11)  S,>iV(n,m)-<;...«^J«^(n,m). 

Als  besonderer  Fall  ergiebt  sich  hieraus  vermittels  (9*) 


m 


(11*)  ^  N{n  —  axy  m)  >  iV(n,  m)  —  ay-a^"  a„,       (^  a  ^  w  +  wj  . 

Diese  letzte  Bedingung  ist  für  n  =  a^  -  a^  -  •  um  erfüllt,  sobald  die  a 
wenigstens  zum  Theil  grösser  als  1  sind. 

§  334.  Wir  betrachten  jetzt  wieder  eine  vollständige  Function 
der  m  Variablen  Zy^z^j"-  Zm  von  der  Dimension  w;  sie  hat  N(n,m)  Terme. 
Aus  ihnen  wollen  wir  alle  diejenigen  hin  wegstreichen,  die  durch  eins 
der  Monome 

^■,  ^,  ^,  •  •  •  ^^ 

theilbar  sind,  und  aus  den  zurückbleibenden  noch  alle  diejenigen,  welche 
von  der  (w  —  am^if^  oder  von  einer  geringeren  Dimension  sind.  Die 
Bestimmung  der  Anzahl  der  restirenden  Potenzproducte  geschieht  ge- 
nau  nach  der  Methode  des  §  330.  Zunächst  nämlich  erkennt  man, 
dass  in  f  gerade  N {n  —  ai„^_i,  w)  Glieder  von  geringerer  als  der 
(w  —  0,114.1  +  l)**'"  Dimension  sind.  Femer  ist  die  Anzahl  der  Glieder 
von  geringerer  als  der  (w  —  «m-fi  +  1)*®"  Dimension,  welche  durch  z^ 
theilbar  sind,  gleich  N(n  —  a^  —  a^+i,  w),  u.  s.  f.  Es  sind  also  die 
Voraussetzungen,  auf  welche  die  Schlüsse  von  §  330  beruhten,  hier 
gewahrt    Bezeichnen  wir  daher 

m-fl 

^i  =^  N{n  —  axy  m) , 

2^  =^  N(n  —  ax  —  a,,,  m) , 


so  folgt  für  die  gesuchte  Anzahl  der  Wert 

(12)         N(n,  m)  -  27^  +  2:^-  2:3  +  . . .  +  (-  l)-+i2;,„+i. 

Die  Verschiedenheit  zwischen  (7)  und  (12)  liegt  zu  Tage. 
Gesetzt  es  wäre 

(ai  —  1)  +  (ttjj  —  1)  H [-  (arn  —  l)£n  —  am-\-i, 

dann  bleiben  in  f{Zj^,  . . .)  überhaupt  keine  Terme  zurück.  Denn  das 
Glied  höchster  Dimension,  welches  durch  keins  der  festgelegten  Monome 
theilbar  ist,  lautet  z^,^-~-^ z^,^-^  •  ■  /'""'^  und  fällt  also  bereits  unter 
diejenigen,  welche  ihrer  Dimensionszahl  wegen  zu  streichen  sind. 


8  Dreissiggte  Vorlesung  §  884—336. 

Das  zeigt:  Der  Werth  von  (12)  ist  gleich  Null,  wenn 

Falls  dagegen 

ö^i  +  0»  H f-  «m+l  =  n  +  w  +  1 

ist,  beträgt  der  Werth  von  (12)  Eins,  da  dann  ofiFenbar  jer^i— ^  x^— ^  •  •  • 
jE?^"*^  von  der  Dimension  n+  1  —  «m+i  das  einzige  zurückbleibende 
Glied  ist. 

Ist  weiter 

«1  +  «2  H \-  Om^i  =  n  +  w  +  2, 

dann  ist  der  Werth  von  (12)  gleich  (w  +  1),  dönn  jetzt  bleiben 
ausser  j?*J^""*  jß^~*  •  •  •  ^^~  noch  die  Glieder  zurück,  die  aus  ihm  durch 
Division  mit  z^,  oder  jet^,  . . .  oder  Zm  entstehen.  Natürlich  ist  hierbei 
die  Voraussetzung  zu  machen,  dass  jedes  der  a  mindestens  gleich  1  ist. 
Die  weiteren  hierher  gehörenden  Schlüsse  übergehen  wir. 

§  335«  Wir  bezeichnen  nun  mit  |y  die  Anzahl  derjenigen  Glie- 
der unseres  Polynoms  /*,  welche  genau  v  und  nur  v  der  im  vorigen 
Paragraphen  aufgestellten  (m  +  1)  Bedingungen  erfüllen.  So  ist  z.  B. 
Si  die  Anzahl  der  Potenzproducte,  welche  nur  durch  eins  der  Monome 
theilbar  und  zugleich  von  höherer  als  der  (n  —  am+i)*®**  Dimension 
sind,  vermehrt  um  die  Anzahl  derjenigen,  die  von  niederer  als  der 
(n  —  Om+i)*®*^  Dimension,  aber  durch  keins  der  Monome  theilbar  sind. 

Entsprechend  den  Formeln  (10)  aus  §  333  gilt  hier 

^1  =  6i  +  2g,  +  3^3  +  46,  +  . . .  +  (m  +  1)6«+,, 

^=  6,  +  35,  +  6g,  +  . . .  +  (^*  +  ')  g.+x. 

Daraus  folgt  dann  weiter 

(13»)  -^2  ~  -?8  +  -^4 =  fe  +  2^3  H h  mg;n  +  l  9 

»i-fl 
Da  nun  nach  dem  vorigen  Paragraphen  (12)  für  ^  «i  ^  w  +  m  den 
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Werth  0  hat,  so  folgt,  weil  die  Ausdrücke  (13*)  nicht  negativ  sind,  wie 
aus  den  rechten  Seiten  ersichtlich  ist,  in  diesem  Falle 

£,  -  N{n,  m)  =  27^  -£,  +  ...  ^  0, 

(14)  ii:,-N(n,m))-i:, ^,  +  ^, <  0 , 

i2:,-N(n,m))  -  U,  +  £,  =  ZJ^ -^  £,  +  •  •  -^0, 

Das  untere  Zeichen  kann  dabei  nur  auftreten,  wenn  beim  Abschlüsse 
auf  der  linken  Seite  mit  +  £„  alle  5:,-j.i,  5a+2,  •••  verschwinden. 
Aus  der  Bedeutung  der  |  folgt  dann,  dass  jeder  der  Ausdrücke  in  (14) 
mit  Ausnahme  des  letzten  unter  ihnen  das  obere  Vorzeichen  erhalten 
muss-  der  letzte  dagegen  das  untere. 

§  836,    Aus  (13)  folgt,  ähnlich  wie  früher, 

271- 22:,+ 3273- 42;, +  ... +(-1)- 2:^+1  =  gl . 
Wir  wollen  den  Werth  von  g^  unter  der  Voraussetzung  bestimmen,  dass 

8ei.  Dazu  bringen  wir  alle  Glieder  von  /*,  so  weit  dies  nöthig  ist, 
unter  Einführung  einer  neuen  Variablen  u,  durch  Multiplication  mit 
einer  passenden  Potenz  von  u  auf  die  Dimension  n.  Dann  wird  jedes 
Glied,  welches  vorher  von  der  (n  —  06«+ 1)*®"  oder  von  einer  niedrigeren 
Dimension  war,  jetzt  durch  u^"^"^^  theilbar  geworden  sein.  Folglich 
umfasst  in  der  umgeänderten  Function  die  Zahl  g^  alle  diejenigen  Glie- 
der, welche  durch  eins  und  auch  nur  durch  eins  der  Monome 

theilbar  sind.  Um  zunächst  zu  finden,  wieviele  durch  0^  allein  theil- 
bar sind,  aber  durch  keins  der  anderen  Monome,  bilden  wir  die 
Producte  aus  je  einer  Potenz  von  iSf,,  von  ^2^3,...  und  von  u  aus 
den  Reihen 

Jedes  so  erhaltene  Product  hat  eine  Dimension  kleiner  oder  gleich 

multiplicirt  man  es  also  mit  einer  Potenz  von  jEf^,  die  es  auf  die  w*®  Di- 
mension bringt,  so  hat  diese  einen  Exponenten  ^  a^,  d.  h.  wir  haben 
eins  der  gewünschten  Glieder  erhalten.  Es  giebt  also  a^  -  a^-  -  •  0^+1 
solche,  den  verschiedenen  Combinationen  entsprechend.  Ebenso  finden 
wir  für  alle  durch  z^  und  durch  keins  der  anderen  Monome  theilbaren 
Potenzproducte  die  Zahl  a^ .  ag  •  •  -am+i,  u.  s.  w.    Das  ergiebt  also 


10       Dreissigste  Vorlesung  §  336.   Einuuddreissigste  Vorlesung  §  337—338. 


(15)   2;, -  22:^  +  3ij, +  (-  i-rE^+i^^y"' '  "•  "'""■+' 


Auf  weitere  Formeln  wollen  wir  nicht  eingehen;  (15)  ist  lediglich 
zu  späterem  Gebrauche  abgeleitet  worden.  Es  mag  nur  noch  erwähnt 
werden,  dass  sich  die  an  (7)  und  (12)  anknüpfenden  Untersuchungen 
verallgemeinem  lassen  und  so  zu  interessanten  Ergebnissen  führen. 


Einunddreissigste  Vorlesung. 

Fandamentaleigenschaften  ganzer  Fnnctionen  von  mehreren  unab- 
hängigen Variablen.    Rednctibilität.    Zerlegung. 

§  337.  Die  bisherigen  Untersuchungen  bezogen  sich  auf  den 
formalen  Aufbau  der  ganzen  Functionen  mehrerer  Veränderlichen;  jetzt 
kommen  wir  zu  ihren  Fundamentaleigenschaften. 

Verschwindet  die  ganze  Function 

(1)  f(ßl7^i7    •••    ^fn)  =2  Ca,  fi,Y.-' ^1^2  ^^3    "' 

(«  =  0,  1,  .-.  r^;     /J  =  0,  1,  ...  r,;     y  =  0,  1,  •  • .  r,;  •  • .) 

für  jedes  beliebige  Werthsystem  (^^,0^,  "  -  ^m)  ^  (SnSar  •?»»), 
dann  sind  alle  Goefficienten  c  gleich  Null^  und  umgekehrt. 
Der  zweite  Teil  des  Satzes  ist  selbstverstöndlich.     Den  ersten  be- 
weisen wir  zunächst  durch  strenge  Induction.     Wir  setzen 

fi^i7  Hy  "  •  ^m)  =^  V^i^i,  hy  •  •  •  ^m)^i 

a 

und  nehmen  an,  der  zu  beweisende  Satz  gelte  für  Functionen  von  (m  —  1) 
Variablen  j?,,  z^y  •  •  •  z^-  Legen  wir  nun  den  z^^  •  •  •  Zm  ein  ganz  be- 
liebiges Werthsystem  5j,  •  •  •  5m  bei  und  dem  z^  dann  mehr  als  r,  Werthe 
Si;  Si,  •  •  •,  80  müssen  alle  Goefficienten  9«  (?i,  Ss>  •  •  •  ?m)  verschwinden, 
da  /"(^ij  S27  •  •  •  Swi)  =  0  mehr  als  r^  Wurzeln  gi,  gi',  •  •  •  besitzt.  Das 
Gleiche  gilt  für  alle  Werthsysteme  £2,  Sis,  •  •  •  5m;  d.  h.  die  9^0(^27  ^3;  *  * '  ^w) 
verschwinden  für  jedes  willkürliche  System  der  ^2?  ^3; '  * '  ^rn-  Gemäss 
der  angenommenen  Gültigkeit  des  Satzes  sind  dann  alle  Goefficienten 


Fundamentaleigenschafben  ganzer  Functionen.   Redactibilitö,t.   Zerlegung.     H 

der  9,  d.  h.  auch  die  von  f  gleich  Null.     Für   »» =  1    ist  der  Satz 
richtig;  demnach  gilt  er  aUgemein. 

Aus  dem  Gange  des  Beweises  folgt  die  Erweiterung:  Ist  (1)  für 
jede  der  (r^  +  1)(''2  +  1)  *  ••  (**»»  +  1)  Combinationen  von 


e, 


m 


"~~  fem;     bmy     '  '  '     9ff. 


m 


gleich  Null,  so  verschwinden  in  /"alle  Coefficienten  Ca,/j,y,... 

§  338.  Wir  wollen  für  den  ersten  dieser  Sätze  einen  weiteren 
Beweis  geben,  der  sich  auf  eine  Bemerkung  von  L.  Eronecker*) 
stützt.  Wir  setzen,  indem  wir  unter  q  eine  noch  zu  bestimmende  ganze 
positive  Zahl  verstehen, 

(2)  0,  =  t,    g^^t^,    ^8  — <«•,    /?,  =  ^«%...; 

dadurch  geht  das  Potenzproduct 

^ir^jefy-.-     in     t^'+ß^^-r^- 

über.  Es  handelt  sich  jetzt  zunächst  darum,  Fürsorge  dafür  zu  treffeu, 
dass  zu  verschiedenen  Systemen  a,  /3, 7/,  *  •  •  auch  verschiedene  Zahlen- 
werthe  des  Exponenten  von  tj  nämlich  «  +  /3gr  +  yq^  -{-...  gehören. 
Ist  r  die  grösste  der  Zahlen  r^,  r,,  •  •  •  r^,  welche  die  Grade  von  f 
in  z^j  j?j,  •  •  •  Zm  angeben,  dann  wählen  wir  g  >  r  +  1 .  Daraus  folgt 
der  Reihe  nach 

q^>qr  +  q>qr  +  f  =r{€i  +  1), 

g8  >  gV  +  g«  >  4V  +  gr  +  r  =  r  (g*  +  gr  +  1), 

Gesetzt  nun,  man  hätte  die  Gleichheit  zweier  Ausdrücke 

«  +  /'s  +  ys'  H h  ««"•  =  «1  +  A«  +  yi«*  H h  «i«*", 

und  es  wäre  etwa  £  ^  £1,  dann  er^be  sich  daraus 

(a  -  B,)r  =  («1  -  «)  +  (Ä  -  ß)q  +  (yi  -  y)(Z*  +  •  •  •. 
Nun  sind  (o^  —  a),  (j8^  —  /S),  •  •  •  nicht  grosser  als  r,  und  folglich 
(f  -  B,)q-^  <r(l+g  +  3«  +  ...+  g— ^  <  (T, 


*)  Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Grössen  §  4. 
J.  f.  M.  92  (1882).    p.  1. 
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d.  h.  €  =  Sy  Aehnlich  folgert  man  dann  weiter  und  erkennt^  dass  aus 
der  angenommenen  Gleichheit  der  beiden  Ausdrücke  in  q  die  Gleich- 
heit aller  Exponenten  folgt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  auf  den  zu  beweisenden 
Satz  zurück.  Die  Substitution  (2)  verwandelt  (1)  in  eine  ganze  Func- 
tion g)(t)  von  tj  welche  nicht  identisch  verschwindet,  wenn  dies  nicht 
bei  (1)  der  Fall  ist.  Denn  nach  unseren  Vorbereitungen  können  nicht 
mehrere  Glieder  von  (1)  denselben  Exponenten  in  t  erlangen.  Die 
umgewandelte  Function  kann  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen 
verschwinden,  wenn  sie  nicht  identisch  Null  ist.  Nach  der  Voraus- 
setzung des  Satzes  ist  aber  (1)  gleich  Null  für  Za-^i  =  ^",  wo  r  be- 
liebig genommen  werden  kann;  also  ist  die  Gleichung  (p(t)^=0  in  t 
für  jedes  t  =  r  erfüllt,  d.  h.  sämmtliche  Coefficienten  von  (p  (t)  und 
also  auch  von  f{t)  sind  gleich  Null. 

Der  hier  benutzte  Uebergang  von  Functionen  mit  mehreren  zu 
solchen  mit  einer  Variablen  wird  sich  uns  auch  noch  in  der  Folge  als 
nützlich  erweisen. 

§  339.  Wenn  ein  Product  aus  ganzen,  rationalen  Func- 
tionen mehrerer  Veränderlichen  für  jedes  beliebige  System 
^1)^2)' ''^m  der  m  Variablen  verschwindet,  dann  verschwindet 
einer  seiner  Factoren  identisch. 

Wir  führen  die  Kronecker'sche  Substitution  (2)  durch,  sorgen 
bei  ihr  aber  auch  dafür,  dass  in  dem  Producte  selbst  keine  gleichen 
Exponenten  von  t  auftreten,  was  ja  für  hinlänglich  grosse  q  leicht  zu 
erreichen  ist.  Verschwindet  nun  das  ursprüngliche  Product  für  jede 
Wahl  der  Variablen,  dann  verschwindet  auch  das  umgewandelte,  in  dem 
nur  eine  Veränderliche  t  auftritt,  für  jeden  Wert  dieses  t  Das  ist 
allein  dann  möglich,  wenn  einer  der  Factoren  in  t  identisch  ver- 
schwindet, da  andernfalls  jeder  derselben  nur  für  eine  endliche  Anzahl 
von  Werthen  t  zu  Null  würde.  Ist  aber  ein  Factor  in  t  identisch  Null, 
dann  ist  es  auch  die  Function,  aus  welcher  er  hervorgegangen  war. 

§  340,  Wir  müssen  noch  eine  Substitution  besprechen,  durch 
welche  (1)  in  eine  neue  Form  übergeht,  in  der  sie  nun  von  gewissen 
Zufälligkeiten  frei  wird,  die  aus  den  Werthen  der  Constanten  entspringen 
können. 

Wir  setzen  die  linearen  Gleichungen  an 

^1  =  Wn  yi  +  ^12^2  H h  wimy,«, 

/ßx  ^2    =  W'ai  Vi  +  «^2ä  y2  H 1-  "^mifm, 

t 
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wobei  vorläufig  über  die  Wahl  der  Goefficienten  u  nur  die  Bestimmung 
getroffen  werden  soll,  dass  die  Determinante  -J  =  |  w^^  |  von  Null  ver- 
schieden sei,  damit  auch  umgekehrt 

Vi    =  ^n  ^1  +  %^«  H h  Vml  ^m  , 

/^N  Vi    =  ^12  ^1  +  ^22^2  H h  ^m2^m, 

gesetzt  werden  kann.     Durch  diese  Substitution  möge 

fi^U  ^2;  •  •  •  ^m)  =  9(yu  ^2;  •  •  •  Vm) 

werden,  d.  h.  es  ist  zu  setzen 

9>  =2^ca,/*,y.-(%iyi  H h  ^mymYiu^tyi  H 1-  u^mymy  •  •  • . 

Hier  bilden  die  Glieder,  welche  in  yiy  y^  •  -  -  den  höchsten,  näm- 
lich den  n*^  Grad  besitzen,  die  Summen 

wobei  die  Summation  über  alle  Glieder  erstreckt  werden  muss,  für 
welche  die  Summe  der  Exponenten  a,  /),  •  •  •  den  Werth  n  besitzt. 
Diese  c  können  nicht  sammtlich  verschwinden,  denn  sonst  wäre  f  nicht 
von  der  n*®*^  Dimension.  Man  kann  daher  (§337)  beliebig  viele  Werth- 
systeme  thay  "fha,  '  • '  Uma  bestimmen,  für  welche  das  Product 

nicht  verschwindet.  Dadurch  haben  wir  eine  umkehrbare  lineare  Sub- 
stitution (2)  erhalten,  durch  deren  Yermittelung  aus  f  eine  Function 
^^iyiyVi)' ' '  Vm)  hervorgeht,  welche  sicher  alle  Glieder  yj,  yj,  •  •  •  yj; 
mit  nicht  verschwindenden  Goefficienten  multiplicirt  enthlUt.  Der 
Grad  in  jeder  der  Variablen  ist  gleich  der  Dimension  der 
Function  geworden. 

Liegen  mehrere  Functionen  /"(^i;  •  •  •  ^m),  ff(/i7"'  ^m),  -  -  -  vor,  und 
wendet  man  auf  ihr  Product  fg-"  unsere  Transformation  an,  so  ent- 
steht ein  Product  9  (yi,  •  •  •  y»»)  '  i^iVif' ' '  ym)  •  •  • ,  in  welchem  jedes  y« 
die  Dimension  des  Productes  hat.  Dies  ist  natürlich  nur  dann  mög- 
lich, wenn  die  gleiche  Eigenschaft  schon  bei  jeder  einzelnen  der  Func- 
tionen vorhanden  ist.  Man  kann  also  eine  umkehrbare  Substitution 
finden,  durch  welche  beliebig  viele  Functionen  gleichzeitig  in  der  an- 
gegebenen Weise  zubereitet  werden. 

§  341«    Ist  die  Function  (1)  in  der  Form  eines  I^roductes 
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darstellbar^  wobei  g^  h  gleichfalls  ganze  Functionen  aber  von  geringeren 
Dimensionen  bedeuten,  deren  Goef&cienten  genau  wie  die  von  f  einem 
vorgegebenen  Uationalitätsbereiche  angehören,  dann  heisst  (1)  reduc- 
tibel  oder  zerlegbar  in  die  Factoren  g  und  h,  Ist  eine  Function  f 
nicht  reductibel,  dann  heisst  sie  irreductibel  oder  unzerlegbar. 

Es  ist  hier  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  im  Gegensatze  zu 
Functionen  mit  einer  Veränderlichen  jetzt  auch  bei  beliebiger  Erwei- 
terung des  Rationalitatsbereiches  eine  Zerfällung  in  lineare  Factoren 
nicht  nothwendig  eintreten  muss,  sondern  dass  eine  solche  nur  nach 
Ei-fällung  von  gewissen  Bedingungen  zwischen  den  Goefficienten  ein- 
treten kann.     So  ist  z.  B. 

nur  dann  in  lineare  Factoren  zerfällbar,  wenn 


=  0 


«11  (hi  ^8 

Oij    0^2    ^3 
»13    «»8    «83 

ist.     Auf  diese  Frage  wollen  wir  aber  hier  nicht  eingehen*). 

Wir  geben  zunächst  eine  Methode  an,  wie  eine  Function  f  darauf 
hin  geprüft  werden  kann,  ob  sie  reductibel  oder  irreductibel  ist,  und 
wie  man  im  ersten  Falle  ihre  Factoren  finden  kann. 

Fähren  wir  die'Kronecker'sche  Substitution  (2)  in  f  durch,  dann 
erhalten  wir  dadurch  eine  Function  F(t)  einer  Variablen  t,  welche  sicher 
reductibel  wird,  falls  f  es  ist,  während  das  Umgekehrte  nicht  richtig 
zu  sein  braucht.  F(t)  kann  nun  nach  früher  angegebenen  Methoden 
auf  alle  Arten  in  zwei  Factoren  zerlegt  werden.  Ist  f  reductibel,  dann 
muss  einer  Zerlegung  von  f  eine  solche  von  F  derart  entsprechen, 
dass  die  Factoren  von  f  durch  (2)  in  die  von  F  übergeführt  werden. 
Bei  Irreductibilität  von  F  steht  also  die  Irreductibilität  von  f  gleich- 
falls fest.     Hat  dagegen  F(t)  den  Theiler 

dann  fragt  es  sich,  ob  dieses  %  (t)  durch  (2)  überhaupt  aus  einer  ganzen 
Function  gi^iye^,-  -  -  J^m)  hervorgehen  kann.  Dazu  müsste  es  möglich 
sein,  jeden  Exponenten  ^x  in  die  Form 

tfi  =  «2  +  ßiq  +  yxq^  H 1-  fi?"*""^        («2  ^  r^ ,     ßx<r^r' ') 

zu  setzen.     Wir  wissen  (§  338),  dass  dies  höchstens  auf  eine  Weise 

•)  Ueber  die  Zerfällung  von  Temärformen  vgl.  Aronhold:  J.  f.  M.  66  (1858), 
p.  97.  Brioschi:  Ann.  d.  M.  (2)  7  (1876—76),  p.  189.  Thaer:  Math.  Ann.  14 
(1879),  p.  646.     Brill:  Math.  Ann.  60  (1898),  p.  167. 
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möglich  ist,  so  dass  %{()  höchstens  aus  einer  einzigen  Function  g 
entstanden  sein  kann.     Diese  Function  wird  dann 

sein.  Man  hat  demnach  nur  noch  die  einzelnen  so  erhaltenen  Func- 
tionen g  darauf  hin  zu  prüfen,  ob  sie  Theiler  von  f  sind;  denn  ausser 
ihnen  kann  es  keine  Theiler  von  f  geben.  Dadurch  wird  die  Ent- 
scheidung über  die  Irreductibilität  geliefert,  und  zugleich  wird  eine  Zer- 
legung bestimmt,  falls  eine  solche  überhaupt  vorhanden  ist.  Die  Prü- 
fung geht  theoretisch  am  einfachsten  derart  vor  sich,  dass  man  zuerst 
alle  g  bestimmt  und  dann  je  zwei,  die  passende  Dimensionen  besitzen, 
zur  Probe  mit  einander  multiplicirt.  Die  Prüfung  durch  directe  Divi- 
sion ist  an  dieser  Stelle  aus  theoretischen  Gründen  noch  nicht  an^ngig. 

§  342.  Dass  die  Zerlegung  einer  Function  f  in  irreductible  Fac- 
toren  wesentlich  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  ist,  können  wir  auf 
dem  betretenen  Wege  nicht  beweisen.  Zu  diesem  Fundamentalsatze 
gelangen  wir  durch  eingehendere  Betrachtungen.  Wir  werden  ihn  als 
CoroUar  aus  dem  folgenden  Theoreme  ableiten:  Ist  das  Product 
f\{hy  ^2r")f2(^i>^27"')  durch  eine  irreductible  Function  ^(ißri,^?^,---) 
theilbar,  dann  ist  einer  der  Factoren  /"^  oder  f^  durch  g  theilbar. 

Für  m=l  steht  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  fest  (§  68,  Bd.  I); 
seine  allgemeine  Gültigkeit  kann  also  durch  Induction  bewiesen  werden. 
Wir  wollen  deshalb  annehmen,  er  sei  schon  für  (m  —  1)  Veränderliche 
als  richtig  erkaimt.  Daraus  wollen  wir  einige  Folgerungen  ziehen, 
die  uns  dann  zum  Beweise  desselben  Satzes  für  m  Veranderliche  führen 
werden. 

Zunächst  ziehen  wir  aus  der  Annahme  den  Schluss,  dass  Func- 
tionen von  (m  —  1)  Veränderlichen  nur  auf  wesentlich  eine 
Art  in  irreductible  Factoren  zerlegt  werden  können. 

Denn  wäre 

fQfu  •  • '  ^m~i)  =^  ffi  '  ffi  "  '  9fi  "^  K  '  f^  '  -  ^> 

wobei  die  g  und  die  h  ganze  irreductible  Functionen  von  z^,  0^)  " '  ^m—i 
bedeuten,  so  ist  h^'  Qi^  •  -  -  h^)  durch  g^  theilbar,  und  also  der  Annahme 
nach  auch  entweder  h^  oder  (Ag  •  •  •  Äy).  Sollte  es  (ä^  ■  •  •  K)  sein,  so 
wiederholen  wir  den  gleichen  Schluss  bei  Ji^  •  (A^  •  •  ■  Äy)  u.  s.  f.  Es  ist 
also  ein  h  durch  g^  theilbar,  und  da  dies  h  selbst  irreductibel  ist,  so 
muss  es  mit  g^^  bis  auf  einen  constanten  Factor  übereinstimmen.  Es 
wird  demnach  etwa  \  =  c^gi)  und  durch  Division  erhält  man 
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Fährt  man  in  derselben  Weise  fort^  dann  überzeugt  man  sich  von  der 
Richtigkeit  des  Satzes. 

§  343.     Jetzt  beweisen  wir  die  folgenden  Sätze: 

(I)  Ist  fijs^y  ^i)  "  '  ^m)  durch  ^(jefj,  e^y  -  -  -  0m)  theilbar,  so 
ist  jeder  Goefficient  der  nach  Potenzen  von  g^  geordneten 
Function  f 

durch  q){02f  ' ' '  ^m)  theilbar.  Denn  der  Voraussetzung  gemäss  be- 
steht eine  ganze  Function  g(0i,  •  -  -  0n^,  für  welche  die  Gleichung 

gilt.  Entwickelt  man  g  nach  Potenzen  von  z^  und  führt  die  Multipli- 
cation  durch,  so  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  Satzes,  da  eine 
Function  f  von  z^  nur  auf  eine  Art  nach  Potenzen  von  z^  entwickelt 
werden  kann. 

(II)  Ist  das  Product  fi{0iy  •••  0m)  -  f^i^i,  "•  0m)  durch  die 
irreductible  Function  (p(z^,  •  •  •  Zm)  theilbar,  dann  sind  minde- 
stens bei  einem  der  Factoren  /^  oder  f^  alle  Coefficienten  der 
nach  5?!  geordneten  Function  durch  (p  theilbar. 

Denn  setzen  wir 

fi=^Xo{^27'"^fn)  +  Xi(0ir"^m)-0i+xA^ir-^fn)^l^  +  '", 

so  wollen  wir  annehmen,  dass  ^q,  ^i,  •  •  •  ipa—i  und  ;jrQ,  Xd  •  *  *  Xfi—i 
durch  qp  theilbar  seien,  dagegen  ^^  und  X{i  nicht.  Nun  müsste  mit 
/i  •  fi   ftnch 

(fi-to iPa-i0^r')(f,  -xo Z/^-1^-') 

durch  (p  theilbar  sein,  und  somit  nach  (I)  auch  ifa'  Xß-  Nach  dem  für 
{m  —  1)  Variable  als  richtig  vorausgesetzten  Theorem  geht  das  nicht, 
wenn  ^^  und  Xß  durch  q)  nicht  theilbar  sind.  Die  Existenz  eines 
durch  q>  nicht  theilbaren  Coefficientenproducts  ^a  •  Xi^  ^^*  ^^^  nicht 
möglich,  d.  h.  alle  Coefficienten  einer  der  Functionen  /i,  f^  sind  durch 
ff  theilbar. 

(III)  Ist  fi{0iy  •••  0„)  *  fi{0iy  '  '  '  0m)  durch  die  Function 
(p(02,  •  •  •  0m)  theilbar,  so  ist  jeder  irreductible  Factor  von  <p 
entweder  ein  Theiler  aller  Coefficienten  von  /i  oder  von  f^. 
Das  bleibt  richtig,  auch  wenn  ein  solcher  irreductibler  Fac- 
tor in  höherer  Multiplicität  bei  g)  auftritt,  derart,  dass  er 
in  derselben  Multiplicität  in  den  beiden  Coefficientensyste- 
men  zusammen  vorhanden  ist. 


Fundamentaleigenschafteii  ganzer  Functionen.   Reductibilität.    Zerlegung.      17 

Ist  z.  B.  (o{a^,' '  -  gm)  ein  irreductibler  Factor  von  9),  so  gilt  von 
ihm  der  Satz  (11);  hebt  man  ihn  dann  aus  (p  und  der  passend  ge- 
wählten der  beiden  Functionen  f  weg^  so  kann  man  mit  den  zurück- 
bleibenden Factoren  von  9  ebenso  verfahren. 

(IV)  Ist  ein  Product  fiiis^^  •  •  •  jgr^)  •  g>(/f%f  •  •  •  ^m)  durch 
fii^if  '  • '  ^m)  theilbar,  wo  die  nach  jerj  geordnete  Function  f^ 
keinen  gemeinsamen  Theiler  in  ihren  Coefficienten  enthält^ 
dann  ist  /*^  durch  f^  theilbar.     Denn  aus 

folgt,  dass  f^  •  g  durch  <p  theilbar  ist.  Nach  (UI)  kann  man  nun 
jeden  irreductiblen  Factor  von  9,  so  oft  er  vorkommt,  aus  f^-  g,  also 
nach  unserer  Voraussetzung  aus  g  wegheben.  Ist  so  9  vollständig 
herausgehoben,  dann  zeigt  die  zurückbleibende  Gleichung,  dass  /*^  durch 
/*2  theilbar  ist. 

(V)  Ist  /*(ir^,  iTg,  •  •  •  x^m)  in  zwei  Factoren  zerlegbar,  die  in 
z^  ganz  und  in  0^}  ' '  '  ^m  rational  aber  gebrochen  sind,  dann 
giebt  es  auch  eine  Zerlegung  von  /*,  in  welcher  beide  Factoren 
ganze  Functionen  von  0^,  ^%,  '  "  ^m  sind.  (Vgl.  §  48,  Bd.  I.)  Wir 
bringen  in  der  vorliegenden  Zerlegung  die  beiden  gebrochenen  Factoren 
auf  die  Form 

— ^_     und     — 7 -, 

in  welcher  die  f  und  die  9  ganze  Functionen  der  angegebenen  Argu- 
mente bedeuten,  derart,  dass  f^^  durch  keinen  Factor  von  9^,  und  f^ 
durch  keinen  Factor  von  g)^  theilbar  ist.  Nach  (U)  muss  dann,  weil 
fi  •  f^  durch  9>j  •  ap^  getheilt  werden  kann,  f^^  die  gesammte  Function  ip^ 
und  f^  ebenso  die  gesammte  Function  tp^  als  Factor  enthalten.  Nach 
(I)  kann  man  also  aus  den  Coefficienten  von  f^  und  von  f^  herausheben 
fp^  und  bez.  9^.  Dadurch  gelangt  man  zu  einer  Zerlegung  von  /) 
welche  lediglich  ganze  Factoren  u^  z^,  z^,  -  -  -  gm  aufweist. 

§  344.  Nach  diesem  letzten  Resultate  (V)  brauchen  wir  bei  der 
Zerlegung  von  f  nur  darauf  zu  achten,  dass  die  Factoren  ganze  Func- 
tionen einer  der  Variablen,  z.  B.  von  z^  sind.  Ist  der  Rationalitäts- 
bereich der  natürliche,  d.  h.  umfasst  er  allein  die  rationalen  ganzen 
Zahlen,  so  reicht  es  aus,  alle  ganzen  ganzzahligen  Factoren  der  ge- 
gebenen ganzen  ganzzahligen  Function  zu  suchen. 

Daraufhin  lässt  sich  eine  zweite  Methode  zur  Aufsuchung  der 
irreductiblen  Factoren  einer  ganzen  ganzzahligen  Function  (1)  gründen, 
welche  eine  Erweiterung  der  Kro  necker 'sehen  Methode  für  /p  =  1 
darstellt  (vgl.  §  50,  Bd.  I). 

Netto,  Algebra.   II.  2 
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Es  möge  jTbis  zur  Dimension  n  =  2v  oder  n==(2v  +  l)  aufsteigen. 
Nach  §  340  denken  wir  uns  die  Function  gleich  so  zubereitet,  dass  n  mit 
dem  Grade  der  Function  in  iSj^  übereinstimmt,  dass  also  der  GoefBcient 
von  0^  in  f  eine  Gonstante  =}=  0  wird.  Dadurch  beseitigen  wir  die 
Möglichkeit,  dass  f  einen  von  g^  unabhängigen  Factor  enthält.  Ist  f 
überhaupt  zerlegbar,  dann  hat  es  einen  Factor,  dessen  Grad  in  z^ 
grösser  als  Null,  aber  nicht  grösser  als  v  ist.  Wir  wollen  einen  solchen 
Factor  als  vorhanden  annehmen  und  ihn  mit  g(jSi,  -  *  -  ^m)  bezeichnen. 
Dann  ist  für  jeden  ganzzahligen  Werkh  zi  der  Werth  f(z[y  x?,,  •  •  •  £fm) 
ein  Multiplum  von  g  {e[y  z^^  -  •  -  z„^.  Liegt  also  bereit«  eine  Methode 
vor,  Functionen  von  (m  —  1)  Variablen  z^y  *  -  -  Zm  in  irreductible  Fac- 
toren  zu  zerlegen,  dann  können  wir  alle  Theiler  von  /*(W,  ^a;  •  *  *  Jß^m) 
aufstellen  und  wissen,  dass  sich  g{z[j  ^g,  -  •  -  ^m)  unter  ihnen  befinden 
muss.    Nun  möge  für 

zi  die  Function /*(;efi,;92;  *  *  0  die  Theiler  d[{zi,z^f  •  •  •),  di'(^i>  ^3;  "  ')f' ' ' 

besitzen.  Die  Function  gi^D^i,-  -  -)  muss  dann  für  z^^^  zi,  zi\  •  •  •  eine 
Werthcombination 

aufweisen.  Legt  man  alle  Gombinationen  a,  /3,  •  •  • ,  die  überhaupt 
möglich  sind,  zu  Grunde,  dann  kann  man  bei  jeder  die  Lagrange'sche 
Interpolationsformel  §  37,  Bd.  I  zur  Bestimmung  von  g  verwenden  und 
erhält  unter  der  entstehenden  endlichen  Anzahl  von  .Functionen  alle, 
welche  bei  einer  Factorenzerlegung  von  f  überhaupt  in  Frage  kommen 
können.  Mit  jeder  von  ihnen  muss  dann  die  Division  in  f  wirklich 
versucht  werden;  geht  sie  nicht  auf,  dann  ist  das  g  zu  verwerfen; 
geht  sie  auf,  dann  hat  man  einen  Divisor  gefunden.  Eine  endliche 
Anzahl  von  ausführbaren  Versuchen  giebt  demnach  die  Entscheidung 
über  die  Irreductibilität.  Freilich  steht  es  auch  hier  noch  nicht  fest,  ob 
die  Zerlegung  in  irreductible  Theiler  nur  auf  eine  einzige  Art  möglich  ist. 
Als  Beispiel  behandeln  wir  die  Function 

f=  e,\  +  ^,«  (1  +  ^,)  + ;?,  (^,»  +  ;»,» +  1)  +  («,*  +  g^) ;      (n  =  4). 

Hier  ist  freilich  die  geforderte  Zubereitung  der  Fimction  nicht  aus- 
geführt. Diese  verfolgte  aber  nur  den  Zweck,  festzulegen,  dass  f  keinen 
von  Zi  unabhängigen  Theiler  besitze.  Das  ist  hier  von  selbst  klar, 
und  deswegen  kann  jene  Zubereitung  bei  Seite  gelassen,  und  v=^l 
gesetzt  werden.     Nun  sei  zi  =  0,   Zi  =  1.     Man  hat  dann 
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no,  0,)  =  *,  (*i  +  1) ;     /•(!,«,)  =  («i«  -\-e,  +  2) (*,  +  1), 
und  es  ergeben  sich  hieraus  als  mögliche  Werthe  för 

ff(0,',)  ±1,   ±i„  ±(«,  +  i); 

Bei  den  Gombinationen  dieser  beiden  Werthesysteme  giebt  es  6  •  6  Mög- 
lichkeiten; es  reicht  aber  offenbar  aus^  bei  ^(0, 0^)  die  positiven  Werthe 
allein  zu  betrachten,  und  dadurch  reducirt  sich  die  Anzahl  auf  3  •  6  fär 

Von  diesen  18  Möglichkeiten  können  diejenigen  sofort  beseitigt  werden, 
bei  denen  g(P^0^) — ^(l,jerj)  kein  Theiler  von  jer^,  und  diejenigen,  bei 
denen  g(l,g^)  kein  Theiler  von  ^2* +  ^2  ist.  Daher  fällt  +(^2^+^2  +  2) 
ganz  heraus;  von  den  übrigen  3  •  4  kommen  noch  die  beiden  ^(0,  g^) 
=  £^  +  1  und  ^(1,  0^)  =  +  (^2  +  I)  in  Wegfall,  weil  aus  ihnen  g  als 
Multiplum  von  (z^  4"  1)  hervorgehen  würde,  wahrend  doch  f  keinen 
von  js^  freien  Theiler  besitzt.  Aus  gleichem  Grunde  kann  man 
g{0,s!^)=l^  g(l^z^  =  l  unterdrücken.  Es  bleiben  demgemäss  schliess- 
lich nur  noch  9  Gombinationen  zurück;  diese  ergeben 

-^1^2+^2+1;  -(^2+2>i+^2+i;  -(^2— iK+^2;  -(^2+1)^1+^2; 
^1+^25    -(2^2+i>i+^2;    M2+I;    -(^2+2>i+i;    ^1+1, 

und  nun  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  0^z^  -{-  1  die  einzige  Function 
ersten  Grades  von  jer^  ist,  welche  in  f  aufgeht.    Es  wird 

/•-=(i»,^  +  i)(V  +  ^.  +  V  +  '^i)- 

Unsere  erste  Methode  wäre  so  vorgegangen.     Für  Zj^  =  t,  0^^==  fi 

hätten  wir 

/•—f +  2^  +  2^  +  2^  +  ^; 

diese  Function  kann  auf  folgende  Art  in  Factoren  zerlegt  werden 

Wir  hätten  nun  die  einzelnen  Factoren,  sowie  die  Producte  aus  je  zwei 
unter  ihnen  in  Functionen  von  0^,  z^  zurück  zu  übersetzen.  Dies  ist 
freilich  hier  nicht  auf  eine  einzige  Art  möglich,  allein  man  überzeugt 
sich  trotzdem  leicht,  dass 

ein  Factor  ist.  Die  letzte  auftauchende  Schwierigkeit  rührt  offenbar 
daher,  dass  q  zu  klein  genommen  worden  ist. 

§  345«     Wir  kommen  nun  zur  Aufsuchung  des  grössten  gemein- 
samen Theilers  zweier  Functionen  fiZijZ^,-'  0m)  und  fiiss^,  0^,  -    -  0m) 

2* 
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von  den  Dimensionen  n  und  (n  —  n^.  Beide  sollen  bereits  so  zu- 
bereitet sein^  dass  ihre  Dimensionen  mit  ihren  Graden  nach  z^  überein- 
stimmen. Wir  ordnen  beide  Functionen  nach  abnehmenden  Potenzen 
von  z^y  dividiren  f  durch  /j,  indem  wir  beide  als  Functionen  von  z^ 
behandeln;  und  erhalten  f^^f^-q^  —  f^.  Dabei  ist  q^  eine  ganze 
Function  ^^on  z^^z^,"  z^r,  es  ist  f^  mögücherweise  durch  eine  von  z^ 
unabhängige  Function  ^%{z^y  -  -  -  ^m)  theilbar.  Wir  setzen ^  um  diese 
zum  Augenschein  zu  bringen,  wenn  sie  vorhanden  ist, 

f=fi  '9i—f%'92y 

wobei  jetzt  f^  keinen  gemeinsamen  Theiler  aller  seiner  CoefHcienten  in 
jgTg,  •  •  •  Zm  mehr  besitzen  soll.  Der  Grad  von  f^  nach  z^^  ist  geringer 
als  der  von  f^^  d.  h.  als  (n  —  n^).  Dividiren  wir  weiter  /i  durch  f^, 
beide  Functionen  als  solche  von  Zj^  betrachtet  und  nach  fallenden  Po- 
tenzen dieser  Variablen  entwickelt ,  so  können  in  dem  Quotienten  und 
im  Reste  gebrochene  Ausdrücke  in  z^,  *  *  Zm  erscheinen,  und  ausser- 
dem kann  möglicherweise  aus  den  Coefficienten  des  Restes  eine  ganze 
Function  in  z^,  •  •  -  z^  herausgezogen  werden.  Man  kann  demnach 
schreiben 

wobei  /i,  f^,  /i,  q^  ganz  in  z^,  z^,--  Zm,  imd  ^i,  q)^  ganz  in  ^j,  •  •  Zm 
sind,  ^j  und  9)3  können  ohne  gemeinsamen  Theiler  vorausgesetzt 
werden,  weil  ein  gemeinsamer  Theiler  auch  den  GoefiScienten  von  q 
angehören  würde  und  fortgehobeu  werden  könnte,  f^  ist  in  z^  von 
geringerem  Grade  als  f^.  So  geht  man  weiter  und  erhält  das  Euklid- 
sche  Schema  in  der  Gestalt 

f=fi'9i—fi-9>2 

^1  •  /i  =  /«  •  &  —  /s  •  98 

(5)  ^i'fi^^fs'Qz—fi-  9>4, 


i^r—i'fr—i=fr'~l'Qr—l fr'^r 

^r-1-^-1  =fr  '  qr, 

wobei  wir  allenfalls  ein  verschwindendes  fr^i  noch  hinzugefügt  denken 
können.  Haben  wir  die  Division  nämlich  hinreichend  weit  fortgesetzt, 
so  wird  der  Grad  von  z^,  der  immer  kleiner  wird,  ohne  negativ  werden 
zu  können,  einmal  gleich  Null  werden,  und  die  nächste  Division  nach 
Zi  wird  aufgehen,  wenn  dies  nicht  schon  früher  eintritt. 

Besitzen  nun  f  und  f^  einen  gemeinsamen  Theiler,  der  nach  unseren 
Vorbereitungen  nicht  von  z^  unabhängig  sein  kann,  so  hat  ihn  auch 
f^  •  q)2  und  also  nach  §  342,  (IV)  auch  /j.     Ebenso  schliesst  man,  dass 
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ihn  die  Functionen  ^,  /i,  •  •  fr  besitzen.  Umgekehrt  ist  fr  ein  Theiler 
von  fr—i'i>r—i,  und  da  fr  keinen  Theiler  in  z^,  -  -  -  iSm  besitzt,  so 
theilt  fr  wiederum  (nach  §  342,  IV)  auch  fr-i,  u.  s.  w.  Auf  diesem 
Wege  erkennt  man,  dass  fr  auch  f  und  /i  theilt.  Hierdurch  ist  der 
Begriff  des  grössten  gemeinsamen  Theilers  unserer  beiden  zube- 
reiteten Functionen  f  und  f^  festgelegt,  und  eine  Methode  zu  seiner 
Au&uchung  gegeben.  Es  existirt,  abgesehen  von  indifferenten  Zahlen- 
factoren,  nur  eine  unseren  Forderungen  genügende  Function  von  ^i,---j?m. 
Wir  definiren:  Eine  ganze  Function  ^(0^,  •  •  •  jer^)  heisst  dann 
grösster  gemeinsamer  Theiler  zweier  zubereiteter  Functionen 
f  und  /i,  wenn  T  beide  Functionen  theilt,  aber  nicht  Divisor 
einer  anderen  Function  derselben  Eigenschaft  ist.  Unser  Vor- 
gehen zeigt  dann:  T(a^^  •  •  ^m)  ist  bis  auf  indifferente  Zahlen- 
factoren  eindeutig  bestimmt. 

Diese  Definition  ist  ebenso  wie  die  Methode  der  Darstellung  unseren 
zubereiteten  Functionen  angepasst.  Beides  kann  aber  leicht  verallge- 
meinert werden.  Sind  nämlich  g  und  g^  willkürliche  Functionen,  so 
fährt  man  sie  durch  eine  lineare  umkehrbare  Substitution  in  die  zu- 
bereiteten Formen  f  und  f^  über,  sucht  für  diese  den  grössten  gemein- 
samen Theiler  T  und  transformirt  diesen  durch  die  inverse  Substitu- 
tion in  ein  U,  welches  dann  für  g  und  g^  die  gleiche  Eigenschaft  hat 
wie  T  far  /•  und  /;;  denn  auch  U  kann  nicht  in  einer  Function  höherer 
Dimension  aber  gleicher  Theilereigenschaft  enthalten  sein,  weil  dies 
sonst  den  gleichen  Rückschluss  auf  T  zuliesse. 

Ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler  T  von  f  und  f^  eine  Constante, 
so  heissen  f  und  f^  theilerfremd  zu  einander.  Ist  /i  eine  irre- 
ductible  Function,  so  theilt  sie  entweder  f  oder  sie  ist  zu  f 
theilerfremd.  Denn  der  grösste  gemeinsame  Theiler  T  muss  als 
Theiler  einer  irreductiblen  Function  entweder  gleich  f^  oder  gleich  einer 
Constanten  sein. 

Jede  der  in  dem  Schema  (5)  auftretenden  Functionen 
fiffif-'-fr—iffr  lässt  sich  als  lineare  homogene  Function  von 
f  und  fi  darstellen. 

Es  wird  nämlich  der  Reihe  nach  aus  (5)  abgeleitet  für  ein  be- 
liebiges X 

iipx(pi-l)fx=fl-.2  '  (QX-iQX^2  —  (px-ill^x^i) fx-B'QX-l^X^Sf 

{<px(px-'i9^X'-9)fx  =  fx-d  •  (qx^i^x^i^x—s — gjji—i^i-gg^— s — qp;i-2^^— sö^a-i) 

—fx-A{qx^iqx-i^x-i  —  (px-itl^x-2tx-i)f 
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SO  dass  wir  ansetzen  können 

(6)  (g>2  q>x-i  -'(Pi)fx  =  Pi-i  /i  —  Qi-i  A 

dabei  sind  die  P  und  Q  ganze  Functionen  der  z^,  -  *  -  0my  Air  welche 
die  Formeln  gelten 

Hieraus  folgt  dann 

Os  =  ?2«8  —  98*25  Ql  =  ?2&24  —  94^^822  "  ^8*224;    '  "  ' 

In  dem  Specialfalle  k  =  r  liefert  (6)  die  Beziehimg 

(8)  (92^8   •  •  •   Vr)fr  =  Pr-1  '  /i  —  Qr-1  '  /*• 

Durch  Combination  der  beiden  Gleichungen  (7)  und  durch  wiederholte 
Anwendung  der  so  gewonnenen  Formel  auf  sich  selbst  erlangt  man  mit 
Hülfe  von  (7»)  das  Resultat 

(9)  PxQx+i  —  Px-\.iQx  =  (*i*8  •  •  •  ifx)'  (9j93  . . .  9Z+i); 

aus  dem  ersichtlich  wird,  dass  die  linke  Seite  von  e^  unabhängig  bleibt. 
Combinirt  man  femer  (6)  mit  der  durch  Erhöhung  von  l  um  1  daraus 
entstehenden  Gleichung  und  verwendet  (9)^  so  zeigt  sich 

(10)  ^*^**  ' '  ■  *^-^)^  ^Px'fx  —  92+1P2-1  •  A+i; 

(^j^g  •  •  •  ^x^i)fi  =Qx'fx'-  q>x+i  Qx-i  •  A+i . 

Die  Oradbestimmung  der  hier  auftretenden  Functionen  nach  z^ 
entspricht  durchaus  derjenigen,  welche  §  64,  Bd.  I  vorgetragen  wurde, 
und  die  dortigen  Resultate  gelten  auch  hier. 

[/]  =  »>      [/i]  =  w  — ni,  ...  [A]  =  w-«^,       ...  [fr]  =  n  —  nr] 

(0  <  Wj  <  «3  <    ...    <  »r  ^  W) 

[2i]  =  *h;     [22]=^  — Wi,  •  •  •  [2j  =  wz  — n^-i,  • .  •  [qr]=nr  —  nr-i] 
[Pi]  =  n,,    [P,]  =  n,,     ...     [PJ  =  m,        ...        [Pr\^nr\ 
[^i]  =  0,     [Q%\  =  n^  —  n^,-[Qx]==nx  —  n^,    ...    [^r]  =  n^  — »i- 

In  (8)  ist  demnach  der  Grad  von  Pr—i  nach  z^  gleich  Wr_i, 
d.  h.  <nr^w,  also  höchstens  gleich  (n — 1);  und  der  Grad  von 
Qr-i  =  (Wr-i  —  wj,  d.  h.  <  (w  —  nj  —  1.  Das  zeigt:  Bei  der  Dar- 
stellung des  grössten  gemeinsamen  Theilers  von  f  und  f^ 
durch  (8)  genügt  für  P^-i  eine  Function,  deren  Grad  in  z^ 
kleiner  als  der  von  f  ist,  und  für  Qr-i  eine  solche,  deren 
Grad  in  z^  kleiner  als  der  von  f^  ist. 
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§  846.  (VI)  Sind  /^(^i,  e^,-"  em)  und  g(ßi,  ^%r  "  ^m)  theiler- 
fremd  zu  einander,  und  ist  das  Product  /i(ie^i,  •••  ^m)-/2(^ir"^m) 
durch  g  theilbar,  dann  ist  f^  durch  g  theilbar. 

Wir  nehmen  y  was  den  Charakter  der  Theilbarkeit  ja  nicht  beein- 
flusst,  f^^  f^  und  g  so  vorbereitet  an,  dass  ihre  Orade  in  z^  mit  ihren 
Dimensionen  übereinstimmen.  Da  /;  und  g  theilerfremd  sind,  so  kann 
man  nach  (8) 

setzen,  woraus  dann  durch  Multiplication  mit  f^ 

folgt;  nach  der  Voraussetzung  ist  f^f^^  und  also  die  linke  Seite  durch  g 
theilbar;  also  auch  4>  •  f^  und  nach  §  343,  (IV)  auch  f^ . 

•  _ 

Hierdurch  haben  wir  den  Satz  für  m  Veränderliche  bewiesen, 
welcher  in  §  342  fQr  (m  —  1)  Veränderliche  als  richtig  angenommen 
wurde;  und  damit  ist  die  Beweisführung  geschlossen. 

(VII)  Ist  das  Product  fi'f^  durch  eine  irreductible  Func- 
tion g  theilbar,  so  ist  mindestens  einer  der  Factoren  /*^  oder 
f^  durch  g  theilbar.  Denn  da  g  irreductibel  ist,  so  muss  es  ent- 
weder /i  theilen,  oder  zu  /"^  theilerfremd  sein.  Der  zweite  Fall  erledigt, 
sich  dann  sofort  durch  Satz  (VI). 

(Vm)  Eine  Function  f(0^,  jer,,  •  •  z„,)  von  w  Variablen  ist 
nur  auf  Eine  Art  in  irreductible  Factoren  zerlegbar.  Der 
Beweis  ist  dem  für  (m  —  1)  Variable  gegebenen  durchaus  entsprechend, 
so  dass  er  hier  nicht  behandelt  zu  werden  braucht. 

(IX)  Wenn  /"(^i,  •  •  •  iSm)  für  alle  Werthsysteme  verschwin- 
det, welche  eine  irreductible  Function  5^(0^,  •  •  •  z^)  zu  Null 
machen,  dann  ist  f  durch  g  theilbar. 

Wäre  das  nicht  der  Fall,  so  würden  f  und  g  theilerfremd  sein,  und 
man  könnte  die  Gleichung 

aufstellen,  in  welcher  9  nicht  identisch  Null  ist.  Wir  können  daher 
g^=s  ^^  ...  Zm  =  tm  setzen,  wo  die  g  so  gewählt  sind,  dass  sie  9 
nicht  gleich  Null  machen.  Zu  diesem  Systeme  bestimmen  wir  ein 
0^  ^  g^  durch  die  Forderung  g(js^,  fg?  '  * '  W  =  0.  Dies  ist  natürlich 
nur  möglich,  wenn  z^  aus  ^^(^i,  5^,  •••  5«)  nicht  herausfällt.  Wir 
ordnen  daher  g  nach  Potenzen  von  z^ 

ff  =  to^:  +  ^i^e^/"""  +  *2^*~'*  H , 

wobei  die  ^  nur  die  nicht  identisch  verschwindenden  Coefficienten  be- 
zeichnen sollen,   und  beschränken  die  Wahl  der  ^,  •  •  •  g„,  durch  die 


24      Einunddreissigste  Vorlesung  §  346.    Zweiunddreissigste  Vorlesung  §  347. 

Forderung;  dass  %•  0  =^0  sei.  Dann  kann  man  auch  ein  passendes 
^^  =  gj  finden.  Für  dieses  System  der  g  müsste  der  Voraussetzung 
gemäss  auch  f  verschwinden ;  das  kann  aber  nicht  sein,  weil  0^0  ist. 
Es  muss  deshalb  g  ein  Theiler  von  f  sein. 

(X)  Wenn  fijsf^,  •  •  •  0j^  für  alle  Werthsysteme  verschwin- 
det;  welche  eine  Function  g(^if  -  -  *  Zr,^  zu  Null  machen,  dann 
ist  f  durch  jeden  der  verschiedenen  irreductiblen  Factoren 
von  g  theilbar,  und  eine  passende  Potenz  von  f  durch  g  selbst. 
Das  folgt  sofort  aus  dem  vorigen  Satze. 

(XI)  Besteht  kein  Werthsystem  g^,  g^,  •  •  •  g^,  welches  die 
beiden  Oleichungen 

(11)  f,(g„   ^„    .  .  .    Z„,)  =  0,  f^(0^,   Z^y   •"    0m)  =  0 

gleichzeitig  befriedigt,  dann  giebt  es  zwei  ganze  Functionen 
P(j8fi,  027  '''  ^m)  ^^^  Qi^iy  ^27  •••  ^m),  für  wclchc  die  Relation 

(12)  fiP  +  f,Q==i 

besteht.  Umgekehrt:  gilt  (12),  dann  giebt  es  kein  Werthsystem 
Si;  Sa;  •••  Sm,  wclches  (11)  befriedigt. 

Zunächst  ist  es  klar,  dass  im  ersten  Falle  f^  und  f^  theilerfremd 
sein  müssen,  sodass  man  also  zwei  Functionen  P  und  Q  so  bestimmen 
kann,  dass 

fi'P  +  f,'Q=^{^t7    •••    ^m) 

wird.  Kann  man  nun  Sg,  ■••  U  gemäss  der  Bedingung  *(£a,---5m)=0 
wählen,  so  entsteht 

fii^u  Sa,  •  •  •  U)P(^u  t27"-tn,)  =  -  U{h7  Sa,  •  •  •  Sm)  <?(^i,  Sa,  •  •  •  Sm). 
Nach  §  345  ist  [P]  <  [/;]  bezogen  auf  z^.  Folglich  hat  f^{z^y  U7'") 
mit  (^{siu  Sa?  •  •  )  einen  Factor  gemein;  aus  ihm  kann  man  z^  =  g^  so 
bestimmen,  dass  (11)  befriedigt  wird.  Das  widerspricht  aber  der  Voraus- 
setzung. Also  ist  O  eine  Constante.  Dividirt  man  durch  sie,  so 
kommt  man  auf  (12).  —  Die  ümkehrung  bedarf  keines  Beweises. 

(XII)  Ist  T{z^,  ^27  "  '  ^m)  der  grösste  gemeinsame  Theiler, 
der  nach  §  340  vorbereiteten  Functionen  /i(^i,-*  ^m),  /aC^i?'"  ^m), 
fsi^i7 ' ' '  ^m), '  •  ^,  dann  giebt  es  ganze  Functionen  Pi(^i,  •  •  •  Zm), 
A(^i;  ■•• -^'z»)?  ^3(^0  •••^m);  •••;   *(^87"*^m),  wclchc  die  Qleichung 

(13)  APi  +f,P,+f,Ps  +  "-  =  T^O 

befriedigen.  —  Die  Definition  des  grössten  gemeinsamen  Theilers 
beliebig  vieler  Functionen  ist  klar.  Nun  giebt  es  nach  (8)  für  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  ^1,3  von  f^  und  f^  eine  Gleichung  von 
der  Form 
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ebenso  für  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  ^1,3,3  von  2i,8  und  f^ 
eine  Gleichung  von  der  Form 

^1,2   *  "Pl,2,8  +  /s  *   öl,2,3  =  ^1,2,3  •  ^1,2.8  • 

Daraus  ergiebt  sich 

ft  •  (Pl,2  Pl,2.s)  +  f,  •  (01,2  Pw)  +  fz  •  (<^U  Qw)  =  Tm,3  •  (*1,2  <2>M,3)  . 

Dies  entspricht  der  Behauptung  im  Falle  dreier  Functionen.  —  In 
gleicher  Art  führt  man  den  Beweis  für  mehr  Functionen. 

(XTTT)  Wenn  es  für  jedes  System  5a,  ^,  •  •  •  &»  einen  Werth 
ti  giebt,  derart,  dass  jßfj  =  gj,  ^^  =  5^, . . .  0^  =  ^^  die  Gleichungen 

(11)  fii^u  ^2,  •  •  •  ^m)  =  0,         f^{0^,  z^,  •"  Zm)  =  0 

befriedigt,  dann  haben  /i  und  f^  einen  gemeinsamen  Theiler. 
—  Denn  gesetzt,  das  wäre  nicht  der  Fall,   dann  könnte  man  ansetzen 

Wählen  wir  nun  gg,  •  ■  •  J^  so,  dass  ^(ga?  •  •  •  Sm)  =|=  ^;  ^^^  ds,im  g^ 
der  Voraussetzung  gemäss,  so  dass  (11)  durch  g^,  •••  ^m  befriedigt 
wird,  dann  stossen  wir  auf  einen  Widerspruch.  Es  muss  also  O  für 
jedes  System  5a,  •  •  •  &  verschwinden,  d.  h.  nach  dem  ersten  Paragraphen 
dieser  Vorlesung  identisch  gleich  Null  sein.  Dann  folgt,  wie  in  (XI), 
dass  fj^  und  f^  einen  gemeinsamen  Teiler  besitzen. 


Zweiunddreissigste  Vorlesung. 

Wurzeln  einer  Gleichung  und  eines  Gleichungssystems 

mehrerer  Variablen. 

§  847.  Wir  haben  im  Laufe  der  beiden  letzten  Vorlesungen  mit- 
unter den  Satz  benutzt,  dass  es  Werthsysteme  giebt,  welche  eine  ganze 
Function  von  m  Veränderlichen  f(0^,  js^r  '  '  '  ^m)  zu  Null  macht.  Das 
bedurfte  auch  keines  besonderen  Beweises;  denn  es  ist  klar,  dass  man 
^2?  ^3;  '  •  •  ^m  beliebig  gleich  den  Constanten  5a>  Ss;  '  *  *  £»»  annehmen 
und  dann  die  Gleichung  f(z^y  5a;  •  •  *  6m)  =  0  nach  jßr^  losen  kann. 
Hierbei  könnte  freilich  Folgendes  eintreten:  es  könnten  in 

(l)/*(^i;^2r--^m)  =  9^o(^2r-^m)<»  +  9l(%-^m)^?-'-| h  ^Pr.  (^2  ,* ' '  ^"t) 

alle  Coefficienten  9  für  (z^,-  •  -  z„)  =  (Sg?  * '  "  5m)  verschwinden.     Dann 
genügt   eben  jedes  Werthsystem   {z^^  52;     •■  6m)   der  Forderung.     Es 
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könnte  aber  auch  q>Q,  qp^,  •  •  •  9?ri-i  verschwinden,  während  y^  von 
Null  verschieden  bleibt.  Um  das  zu  vermeiden,  reicht  es  aus, 
(fr^Qs^,  •  •  •  JSm)  »:  0  ZU  macheu,  und  das  reducirt  unsere  Forderung  von 
m  Variablen  auf  (m  —  1).  Da  sie  för  w  =  1  erfüllbar  ist,  so  gilt 
also  der  Satz  allgemein,  dass  man  ein  System  finden  kann,  för  welches  f 
verschwindet.  Die  aufgeworfene  Schwierigkeit  lässt  sich  aber  auch 
noch  in  anderer  Weise  überwinden,  wie  wir  im  §  349  zeigen  werden. 

§  848.  Ein  System  von  Werten  ^er^  ^  g^,  jgr^  =  J^,  ...  Zm=^tmy 
welches  die  Gleichung 

(2)  /■(«!,  «„•••*»)  =  0 

befriedigt,  soll  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2)  heissen;  ebenso  ein 
System,  welches  die  Gleichungen 

(3)  /-.(^i,  ir«,  •  •  •  O  -  0        («  =  1,  2,  •  •  •  q) 

befriedigt,  eine  Wurzel  des  Gleichungssystems  (3).  Wir  werden 
uns  auch  die  Bezeichnung  „Wurzel  der  Function  /*"  oder  „Wurzel 
des  Functionensystems  fa^  erlauben,  da  durch  diese,  freilich  etwas 
lässige  Benennung  doch  keinerlei  Irrthümer  entstehen  können. 

Es  kann  auf  den  ersten  Blick  befremdlich  erscheinen,  ein  solches 
System  Sj,  S«,  •  •  •  &n  von  Werten  als  „eine  Wurzel"  zu  bezeichnen. 
Man  möchte  geneigt  sein,  bei  zwei  Gleichungen  etwa  von  „Wurzel- 
Paaren"  bei  dreien  von  „Wurzel -Tripeln"  u.  s.  f.  zu  sprechen.  Das 
wäre  aber  durchaus  unangebracht.  Denn  {;^,  ^  ist  nicht  ein  Paar  von 
Wurzeln  einer  Gleichung  fi^iy^^)  ="0,  weil  ^  und  £j  für  sich  keine 
Wurzeln  sind;  sie  stellen  erst  in  ihrer  Verbindung  ein  Werthsystem 
dar,  welches  die  vorgelegte  Gleichung  befriedigt.  Es  ist  deshalb  noth- 
wendig,  bei  der  Wahl  eines  Namens  darauf  zu  achten,  dass  das  System 
der  ^  als  Ganzes  in  die  Bezeichnung  eintritt.  Passend  würde  auch  die 
geometrische  Bezeichnung  „Wurzelpunkt"  sein,  wobei  dann  5i,5a,--&n 
als  seine  Goordinaten  aufgefasst  werden  könnten;  es  soll  das  auch 
mitunter  geschehen.  Die  einfache  Uebertragung  der  Nomenclatur 
„Wurzel"  von  f(z)  =  0  auf  (2),  (3)  hat  um  so  weniger  Bedenken,  als 
ja  auch  schon  bei  f(z)  =  0  d^r  Name  nur  uneigentlich  aufgefasst  werden 
darf,  sobald  es  sich  wenigstens  um  andere  als  um  binomische  Glei- 
chungen /"(jgf)  =  0  handelt. 

§  349«  Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  bei  einer  Function  (1) 
von  9n>  1  Variablen  ein  Fall  eintreten  kann,  der  bei  Einer  Variablen 
nicht  möglich  war;  es  kann  der  Coefficient  q)^  der  höchsten  Potenz  z\^ 
einer  der  Variablen  g^^  bei  gewissen  Werten  ;?,  »=  g^,  •  •  •  ^m=^  im  ver- 
schwinden. 
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Wenn  wir  nun  statt  jSi  eine  neue  Variable  y,  =  —  einfahren,  dann 
geht  (1)  in 

über,  und  man  sieht,  dass  diese  Gleichung  in  y^  fttr  je^2  =  Sg?  •  *  *  ^m  =  &« 
die  Wurzel  y^  =  0  besitzt.  Wir  dürfen  dies  so  aussprechen,  dass  wir 
sagen:  (1)  besitzt  für  Sa?  * "  *  Sm  öi^e  unendlich  grosse  Wurzel 
für  %,  also  g^  =  oo. 

Wendet  man  aber  auf  (1)  die  vorbereitende  Substitution  des  §  340 
an,  so  erscheint  (1)  in  einer  Form,  in  welcher  die  Coefficienten  von 
Vi^}  y%^7  ' ' '  sanimtlich  Constanten  =^  werden.  Dadurch  ist  die  eben 
besprochene  Eventualität  ausgeschaltet.  Es  fragt  sich  aber,  was  hier 
aus  der  unendlich  grossen  Wurzel  geworden  ist.  Die  Betrachtung  der 
Formel  (4),  §  340  zeigt,  dass  eine  Wurzel  y^  =  cx),  y^  =  oo,  "-ym^^^x) 
vorhanden  sein  muss. 

Wir  denken  uns  dies  folgendermassen:  Wir  ordnen  die  transfor- 
mirte  Function  in   yt,  y^j  -  -  -  Vm  nach  den  Dimensionen  ihrer  Glieder 

^(Vu  •  •  •  ym)  +  t«,-i(yi,  •  •  •  ym)  H h  Wo(yi;  •  •  •  ym)  =  0, 

wobei  Ua  alle  Glieder  der  cf^  Dimension  enthalten  soll,  und  setzen  nun 

Vi  =  ^1^  y«  =  ^i^)  "'  ym  =  Xmt 

unter  der  Annahme  Xm  =  'i-    Dann  erhalten  wir 

und  nach  dem  soeben  Besprochenen  wird  für  jedes  System  ar^  =  Sj, 
•  •  •  a;,n--i  =  Sm-i,  welches  Wn(6i,  *  *  *  ^m-i,  l)  =  0  macht,  ^=00  eine 
Wurzel  der  Gleichung  in  t  sein.     Wir  können  also 

yi  =  5i^    yj  =  Ij^  •  •  •  ym~i  =  Im-i^    yfn  =  t       (lim«  =00) 

als  Wurzel  der  Gleichung  in   yi,  •  •  •  y«!   ansehen. 

Bei  Gleichungen  mit  mehreren  Variablen  ist  zwischen  endlichen 
und  unendlichen  Lösungen  scharf  zu  unterscheiden.  Aehnliches  findet 
bei  Gleichungssystemen  statt;  wir  werden  auf  Theoreme  stossen,  die 
nur  dann  gültig  sind,  wenn  das  Gleichungssystem,  auf  welches  sie  sich 
beziehen,  nur  endliche  Wurzeln  hat.  In  welchem  Sinne  bei  einem 
Systeme  (3)  von  unendlich  grossen  Wurzeln  gesprochen  werden  kann, 
ist  nach  dem  soeben  für  eine  Gleichung  Dargelegten  von  selbst  klar. 

§  850.  Bei  einer  Gleichung  mit  einer  Variablen  f(z)  =  0  folgte 
aus  der  Existenz  einer  Wurzel  g  die  Beziehung 
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wobei  g{z,  g)  eine  ganze  Function  von  e  und  g  war,  deren  Grad  in  z 
um  1  geringer  wurde,  als  der  Grad  von  f{fs), 

Is^   (5i^  Sa>  •  •  •  Sm)    eine  Wurzel  von  (2),  so  folgt 

(4)      /•(^i,---^m)  =  (^i  — ei)-<7i  +  (^2  — £2)-<72H hC^rn— W-^/m, 

wobei  die  g^^  g^,  •  •  •  g^  Functionen  der  z^,  z^,  •  •  •  Zmj  ?i,  Sj,  •  •  •  ?«• 
sind.     Das  ist  leicht  einzusehen;  denn  man  hat  ja 

f{h,    •  •  •    ^m)  =  ifi^U   ^a,    •  •  •    ^m)  —  f{ix,   Z^,       "   Z,n)] 

+  [fitiy   hj    '"    ^m)—f{iu    £2;    •  •  •    ^m)] 

+ 

+  [f{lly   '  '  •    &n-l;  ^»n)  —  f(tl}   '  '  '    Sm-1,    5m)] 
+  /'(6l>    •  •  •    Sm-1,    &n). 

Hier  ist  jede  der  eckigen  Klammern  durch  eine  der  Differenzen  (Za  —  ta) 
theilbar,  und  der  letzte  Summand  verschwindet.  Damit  ist  die  Gültig- 
keit von  (4)  dargethan.  Zugleich  sieht  man,  dass  die  Darstellung  (4) 
auf  unendliche  viele  Arten  vor  sich  gehen  kann.    (Vgl.  §  463  ff.) 

Die  Bedeutung  von  (4)  liegt  aber  in  anderer  Richtung,  als  bei 
der  entsprechenden  Formel  för  eine  Variable.  Wenn  in  diesem  Falle 
g'  eine  zweite  Wurzel  von  f(z)=:0  bedeutete,  dann  folgte  weiter 

u.  s.  f.,  so  dass  eine  Zerfällung  von  f  in  lineare  Factoren  möglich  wurde. 
Bei  unserer  jetzigen  Formel  veraagen  die  entsprechenden  Schlüsse. 
Is*  (ti7  ti}  *  •  •  im)  eine  zweite  Wurzel  von  (2),  so  ist  zwar 

wobei  die  g  Functionen  aller  Coordinaten  g«,  g«  sind,  aber  eine  ähn- 
liche Reduction  wie  oben  tritt  nicht  ein. 

Man  konnte  versuchen,  auf  folgende  Weise  vorzugehen.  Wir  setzen 

^1—  Sl  =  Wi,      ^2—  62=WiWs,       ^8—  Ss  =«*!%?    •••    ^m—  Em=WiWm, 

und  führen  die  neuen  Unbekannten  in  (4)  ein.  Dann  kann  u^  aus 
allen  Summanden  herausgesetzt  werden,  derart,  dass  sich  jetzt  die  Form 
ergiebt  f^u^'g{u^j  Wg,  •••  w,„),  und  wenn  (g/,  g/,  .-•  l^n)  eine 
neue  Wurzel  von  (2)  bedeutet,  bei  der  etwa  g^'  =f=  g^  sein  soll,  so 
muss  für 

Wi  =  5i'— 5i,    '^1^  =  1^— ti,    «1^8=58'— Sa,  ••• 

die  Function  g  verschwinden,  so  dass  in  ähnlicher  Weise  aus  ihr  ein 
Factor  abgesondert  werden  könnte.  Allein  man  überzeugt  sich  leicht, 
dass  damit  kein  Fortschritt  verbunden  ist,  weil  man  aus  dem  Bereiche 
ganzer  Functionen  in  denjenigen  gebrochener  Functionen  gelangt. 
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Wir  wollen  dies  an  dem  ein&chen  Beispiel  der  Function  f=^fSi — b^ 
darchf&hren.     Für    z^  —  a  =  Wj ,    g^  —  a^=^u^u^   erhält  man 

/"=  Wi (1  -  ^i) K  +  ^1^2  +  2a) ; 
benutzt  man  nun  die  Wurzel  {z^y  z^  =  (p}  —  ^)j  so  werden  als  Wurzel- 
werthe  der  u  folgen  (wi,  w^)  =  (^  —  ^;  "^6/  '     ^^  ^^  ^^ 

einzuführen.     Dadurch  entsteht 

f=u^{\—  u^) v^ (^^  +  (6  _  a)  vjj  +  t?! vg) . 

Nun  ergiebt  sich  sofort,  dass  för  jede  Wurzel  (%,  z^  =  (c,  c) 
der  zweite  Factor  verschwindet,  und  für  {z^^  z^)  =  {c,  —  c)  der  letzte 
Factor,  aber  eine  Einsicht  in  das  Wesen  der  Function  wird  dadurch 
nicht  gewonnen. 

§  361«  Aus  (4)  können  wir  aber  eine  ungezwungene  Definition 
für  yielfache  Wurzeln  einer  Gleichung  (2)  ziehen.  Sind  auch  ^i  =  0, 
^j  =  0,  •  •  •  5r„j  =  0  in  (4)  durch  ^^y  Sg,  •    •  &n  befriedigt,  d.  h.  ist  auch 

(5)  /"(%,   •  •  •   ^m)  =  n(Za  —  5a)  (^^  —  tfi)9a,ß, 

wobei  a,  ß  alle  gleichen  wie  ungleichen  Combinationen  zweier  Zahlen 
1,  2,  •  •  •  m  sein  sollen,  dann  nennen  wir  (g^,  t^y  ' ' '  tm)  eine  Doppel- 
wurzel von  (2).  Ebenso  mag  allgemein  (ili;  Ss;  * ' '  tm)  eine  p-fache 
Wurzel  oder  eine  Wurzel  von  der  Multiplicität  g  genannt  werden, 
wenn  f  als  homogene  Function  q"^'  Ordnung  der  m  arössen  (z^  —  gj, 
•  •  •  (^m  —  £m)  niit  Coefficienten  darstellbar  ist,  welche  ganze  Functionen 
der  z,,z,,  ••'  Zm,   ti,  g«,  •••  U   sind. 

Wir  können  das  Gleiche  auch  so  aussprechen,  dass  fftr  eine 
Doppelwurzel  nicht  nur  die  Function  /*,  sondern  auch  ihre  sammtlichen 

ersten  Ableitungen,  nämlich  ^,  ^— ,  •••  -^  verschwinden;  für  eine 
dreifache  Wurzel  ausserdem  noch  — ^  ,  b— q-,   •  •  •    0—5,   u.  s.  w.,   so 

dz]'   ^^l^^l/         ^^^'  / 

dass  eine  p- fache  Wurzel  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  für  sie  die 
Function  selber  und  alle  ihre  Ableitungen  bis  zu  denen  der  (q  —  1)***^ 
Ordnung  inclusive  verschwinden. 

Was  unter  mehrfachen  Wurzeln  eines  Gleichungssystems  zu  ver- 
stehen ist,  und  wie  solche  mehrfachen  Wurzeln  ihrer  Multiplicität 
nach  zu  bestimmen  sind,  lässt  sich  an  dieser  Stelle  noch  nicht  aus- 
einandersetzen. 

§  352.  Entsprechend  der  in  §  87  Bd.  I  behandelten  Frage  gehen 
wir  jetzt  dazu  über,  die  Bestimmung  einer  Function  /"(^i,  •  •  •  Zr„)  der 


30 


Zweiunddreissigste  Vorlesung  §  352 — 353. 


n^^  Dimension  dadurch  zu  liefern^  dass  fiir  eine  ausreichende  Zahl  q 
von  Werthsystemen  för  (jer^,  •  •  •  jgr„),  nämlich  für 

(gi^,  •  •  •  U^),    die  Werte    /-(gi^,  •  •  •  f«^)  =/^^) 
Yorgeschrieben  werden.     Aus  §  329  folgt  ftlr  die  Anzahl  der  Coeffi- 
cienten,  welche  in  f  eingehen,   der  Wert  -ZV(n,  w);  so  gross  muss  g 
angenommen   werden.     Wir   erhalten  dann   ebenso  viele  lineare  Glei- 
chungen von  der  Form 

für  die  q  Unbekannten  Cx,ji,^,...;  verbinden  wir  mit  diesen  noch  die 
Gleichung 

so  können  wir  aus  unserem  Systeme  sofort  sammtliche  c  eliminiren 
und  erhalten  als  Resultat  den  gesuchten  Ausdruck  der  Function  f(js^ ,  •  •  •  e^^. 
Dabei  ergiebt  sich  eine  Determinante  der  Ordnung  ((»  -j"  1) 


(6) 


02 y      •  •  •    ^  ^2  ^ 


»11 »21 »31 

t»   H   h* 

»12  »22»32 


9 
7 


=  0. 


Diese  Form  liefert  f  stets  in  einer  ganz  bestimmten  Art,  sobald  die 
Subdeterminante 

1>      Sil;      Säi;   •  •  •   S^iSii  &ii  ' 

1>       &L8;        &«;•••    g?2S22g32   ' 


^0  = 


+  0 


ist.     Es  möge  (6),  nach  den  Elementen  der  ersten  Spalte  entwickelt, 

fj^  —  fii)J^—fX^)j^ f\Q)j^  =  0 

geben,  dann  ist  das  Analogon  zur  Lagrange'schen  Interpolationsformel 
in  der  Formel 

enthalten.  Dabei  ist  ^q  von  den  Variablen  j^^,  •  •  •  0m  frei.  Die  Ana- 
logie zeigt  sich  auch  darin,  dass  jda  f£lr  alle  Systeme  g^,  •  •  •  gm  mit 
Ausnahme  von  gia,  •  •  •  ima  verschwindet  und  für  dieses  System  gi«,  •  •  •  tma 
gleich  z^o  wird;  also  verhält  sich  die  Bildung  hier  ganz  ähnlich  wie 
die  früher  für  eine  einzige  Variable  gegebene.  Hier  ist  noch  der 
Nachweis  dafür  erforderlich,  dass  ^q  nicht  identisch,  d.  h.  fiir  jede  Wahl 
des  g  verschwindet.  Um  diesen  zu  liefern,  wenden  wir  zunächst  die 
Kroneck  er 'sehe  Transformation 
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tla  =  ^ay      tia  =  ^a;      Saa  =  fi  >    *  '  * 

an,  und  hatten  zu  zeigen,  dass  die  Determinante 

I  1,     t.,    tl,     fi+S-..  C'*+'"+%  •••!     (a  =  l,  2,  ...p) 

nicht  verschwindet,  falls  g  so  hoch  gewählt  ist,  dass  alle  Potenzpro- 
dncte  in  ^q  verschiedene  Exponenten  von*  t  bekommen.  Die  letzte 
Determinante  ist  eine  Function  von  t^  mit  endlicher  Gradzahl;  sie  kann 
nicht  identisch  Null  sein,  wenn  nicht  auch  ihr  absolutes  Glied  identisch 
verschwindet.  Bei  dieser  aber  bleibt,  falls  ^  •  ^  * "  ^^  herausgesetzt  wird, 
eine  Determinante  ähnlicher  Bildung  von  geringerer  Ordnung  zurück. 
Da  nun  der  Satz  für  zwei  Variable  klar  ist,  so  ist  er  allgemein  richtig. 

Setzt  man  nun  in  (6)  oder  in  (7)  alle  /^")  =  0 ,  so  folgt,  dass, 
wenn  nicht  besondere  Beziehungen  zwischen  den  (gi«,  ^20,  •••  Sma) 
bestehen,  die  Function  /*(^i,  •■•  Zn)  verschwindet;  d.  L  zwischen 
p  =  J?'(w,  w)  Wurzeln  der  Gleichung  ^=0  findet  die  Relation 
^Q  =  0  statt.  Stimmen  zwei  Functionen  w*®'  Dimension  von 
m  Variablen  für  q  =  -^'(n,  m)  Werthsysteme  überein,  zwischen 
denen  die  Relation  z/^  =»  0  nicht  stattfindet,  dann  sind  sie 
identisch. 

Setzt  man  in  (6)  alle  /^^)  mit  Ausnahme  des  letzten  s»  0,  und 
dieses   =  ( —  1)^-^  •  c,   so  entsteht 

1;     Sil;         tnf 


(8)  fi^u  •  •  •  ^m)  •  ^0  =  ö 


somit  ist  hierdurch  f  bis  auf  einen  constanten  Factor  durch 
{q  —  1)  seiner  Wurzeln  bestimmt  und  damit  die  in  §  350  gesuchte 
Analogie  zu  den  Functionen  einer  Veränderlichen  gefunden,  soweit  eine 
solche  vorhanden  war. 

§  353.  Wir  wollen  annehmen,  was  im  Wesen  der  folgenden  Be- 
trachtung nichts  ändert,  dass  die  Function  f  so  vorbereitet  sei,  dass 
ihr  Grad  in  0^  gleich  ihrer  Dimension  n  geworden  ist;  dabei  wird  der 
Coefßcient  von  xr^  eine  Gonstante,  die  gleich  1  gesetzt  werden  mag. 
Es  soll  dann  die  Gleichung 

als  Gleichung  für  Zj^  aufgefasst  zu  dem  Werthsystem  ^^  =  £2;'  *  *  ^»«  =  5m 
die  a-fache  Wurzel  xr^  =  0  besitzen.  Hierfür  ist  charakteristisch  das 
Bestehen  der  Gleichungen 

9i.(£8,  •  •  •  Sm)  =  0,       <Pn-l{tiy  •••&«)  =  0,    •  •  •    g>«-a+l  (gg,  ••'&»)  =  0 
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und  der  Ungleichung 

Wir  wollen  nun  den  is^^  z^,  •  •  •  jer^  Incremente  dg,  dg,  •  •  •  d,„  erteilen, 
welche  so  klein  angenommen  werden  können,  dass  alle 

g?n-t(&  +  *2,  •  •  •  5m  +  **«)         (x  =  0,  1,  . . .  a  —  1) 

ihrem  absoluten  Werthe  nach  unter  einer  beliebig  kleinen  Grenze  blei- 
ben, während  die  Function 

g>n-a  (Sa  +  *2;    '  '  '    &n  +  *m) 

um  eine  angebbare  endliche  Grösse  von  der  Null  entfernt  bleibt.  Das 
Product  sämmtlicher  Wurzeln  g^,  tii,"'tim  der  Gleichung  in  ^r^ 

ist  dann  +  ^»(Ss  4"  ^2> ' ' ')  ^^^  daher  beliebig  klein.  Deswegen  muss 
mindestens  eins  der  |  ^^  |  selbst  hinreichend  klein  werden,  etwa  |  Sn  |  • 
Femer  ist  die  Summe  der  Producte  von  je  (n  —  1)  der  Wurzeln  g^ 
gleich  +  9ii~i  (Sg  +  dg,  •  •  •)  und  somit  auch  beliebig  klein.  Nur  einer 
der  Summanden ;  nämlich  tmin' -  -  tin,  enthalt  i^^  nicht;  deswegen 
ist  auch  noch  ein  zweites  |{;^|,  etwa  \tii\f  hinreichend  klein.  In  dieser 
Weise  kann  man  fortgehen  und  kommt  zu  der  Einsicht,  dass  genau  a 
der  absoluten  Werthe  der  Wurzeln  f^  hinreichend  klein  werden,  d.  h. 
dass  die  Wurzeln  den  früheren  Werten  0  hinreichend  benachbart  sind. 
Diese  ändern  sich  also  zugleich  mit  g^,  •  •  •  Zm  in  stetiger  Weise.  Die 
BeschnLnkung  auf  jer^  =  0  kann  durch  Einführung  von  (z^  —  a)  statt  z^ 
aushoben  werden;  und  was  für  die  a  Wurzeln  z  =  0  galt,  gilt  dem- 
gemäss  allgemein:  Die  Wurzeln  0^=^  g^,  gjg,  •  •  •  von  /"=  0  ändern 
sich  stetig  zugleich  mit  z^,  z^,  -•*  i^m- 

Aus  diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  die  Wurzeln (^i, ^2;*" ^»») 
einer  Gleichung  f{0i,  ^2; ' '  *  ^m)  =  0  aus  der  w-fachen,  durch  die  Ver- 
änderlichen je^i;  jer,,  •  •  •  jerm  gegebenen  stetigen  Mannigfaltigkeit  eine 
(m — l)-fach  stetige  Mannigfaltigkeit  herausheben. 

§  854.  Aehnliche  Ueberlegungen,  wie  die  bisher  in  dieser  Vor- 
lesimg durchgeführten,  kann  man  an  ein  System  von  Gleichungen  mit 
m  Unbekannten  z^y  z^y  •  •  •  Zm  zu  knüpfen  suchen.  Hierbei  stösst  man 
aber  sofort  auf  eine  Reihe  von  fundamentalen  Fragen,  deren  Erledigung 
zunächst  zu  erstreben  ist.  Während  bei  einer  Gleichung /"(je?!,  z^,---  *?»,)  =  0 
durch  Fixirung  der  Werte  von  z^y  -  •  -  Zm  die  Frage  auf  eine  Gleichung 
mit  einer  einzigen  Unbekannten  gewendet  wurde,  ist  hier  über  die 
Existenz  von  Wurzeln  eines  Systems  von  m  Gleichungen  mit  ebenso 
vielen  Unbekannten  noch  gar  nichts  bekannt.  Es  muss  also  zunächst 
die  Entscheidung  über  folgende  Fragen  herbeigeführt  werden: 
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Giebt  es  Werthsysteme  (j^i,  0^,  •••  je?«,)  der  m  Variablen  gy 
durch  welche  m  Gleichungen  derselben  Variablen  gleich- 
zeitig erfüllt  werden? 

Wieviele  derartige  Wurzeln  des  Systems  giebt  es? 

Auf  welchem  Wege  können  diese  Wurzeln  gefunden  wer- 
den^  oder  wie  lässt  sich  das  Problem  auf  die  Losung  einer 
Gleichung  mit  einer  Unbekannten  zurückführen? 

Den  Weg  zur  Lösung  dieser  Probleme  liefert  die  Theorie  der 
Elimination.  Durch  passende  Verbindungen  der  Gleichungspolynome 
werden  neue  Gleichungen  hergeleitet^  welche  weniger  als  m  Unbekannte 
enthalten.  Von  den  übrigen  sagt  maji,  sie  seien  eliminirt  worden. 
Diese  neuen  Gleichungen  sind  Folgen  der  ursprünglichen;  sie  werden 
mit  ihnen  gleichzeitig  befiriedigt.  Dadurch  wird  das  Problem  reducirt^ 
indem  man  jetzt  die  neuen  Gleichungen  an  der  Stelle  der  gegebenen 
behandelt. 

Es  wird  angethan  sein,  das  Problem  der  EUmination  zunächst  an 
zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  durchzunehmen. 


Dreiunddreissigste  Vorlesung. 
Eliminatioii  bei  zwei  Gleichimgen  mit  zwei  Unbekannten. 

§  355.  Es  seien  zwei  Functionen  fiißi,  e^  und  UijSxje^  der 
Dimensionen  m  und  n  vorgelegt.  Diese  wollen  wir  uns  nach  §  340 
bereits  so  zubereitet  denken^  dass  sie  die  Glieder  c^is^y  c^zj^  und  d^z^^y 
d^z^^  enthalten.  Wir  wollen  derartig  zubereitete  Functionen  kurz: 
präparirte  nennen.  Ein  allgemeines  Gleichungssystem  ist  an  sich 
schon  praparirt.  Ueber  den  Einfluss  der  vorgenommenen  Transformation 
auf  das  Bestehen  von  Wurzeln  können  wir  leicht  in's  Klare  kommen^ 
wie  im  §  356  gezeigt  werden  wird. 

In  §  136^  Bd.  I  haben  wir  die  charakteristischen  Bedingungen  dafür 
abgeleitet,  dass  zwei  ganze  Functionen  einer  Variablen  z 

g(z)  =  feo^  +  61^"*  +  ftgißf""-*  H h  &n 

einen  gemeinsamen  Theiler  besitzen.  Als  Resultat  stellte  sich  heraus, 
dass  eine  gewisse  ganze  Function  der  Goefficienten  a  und  b,  nämlich 
die  Resultante  Rf^g  verschwinden  muss.  Diese  Resultante  zeigte  sich 
in  den  b  homogen  vom  m*®",  in  den  a  homogen  vom  n^^  Grade  und 

Netto,  Algebra.   II.  3 
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in  beiden  Coefficientenreihen  isobarisch  vom  Gewichte  m  •  n,  wenn  jeder 
Coefficient  als  Gewicht  den  Werth  seines  Index  erhielt. 

Nehmen  wir  nun  in  (1)  statt  e  die  Variable  e^  und  setzen  für  die 
Coefficienten  a  und  b  Functionen  einer  zweiten  Variablen  0^ 

Om^x  =  axo  +  axiz^+  axt0i^-\ h  ^i.m-x^"^    (A  =  0, 1,  •  •  •  m\ 

\  ) 

bn-^x  =  bxo  +  bxie^  +  bxitfi^ H 1- 6z,»-a^5~^     (A  =  0,  1,  •  •  •  w), 

dann  können  wir  die  Functionen  (1)  durch  richtige  Wahl  der  aa^,  bxfi 
mit  den  vorgelegten  Functionen  der  beiden  Gleichungen 

(3)  fii^i,  et)  =  0 ,    az„z,)^0 

identificiren;  denn  die  Substitution  von  (2)  in  (1)  liefert  ja  die  all- 
gemeinste Form  fQr  zwei  Functionen  w*®'  und  »*"  Dimension.  Tragen 
wir  (2)  auch  in  die  Resultante  Bf^g  ein^  so  entsteht  eine  Function  von 
z^j  welche  wir  die  Eliminante  von  f^  und  f^  in  z^  nennen  wollen. 
Da  es  sich  hier  vorläufig  nur  um  zwei  Gleichungen  (3)  handelt^ 
so  können  wir  kürzer 

(4)  Ü/.,aW=--B('^,) 

schreiben.  Die  Bezeichnung  ^yResultante"  wollen  wir  für  einen  beson- 
deren Fall  aufsparen^  welcher  die  bisherige  Benennung  in  sich  fasst. 

Es  bleibt  B{z^  natürlich  auch  in  den  axfi  homogen  vom 
Grade  n  und  in  den  bxfi  homogen  vom  Grade  m.  Hinsichtlich 
der  Gewichte  wollen  wir  folgende  Festsetzungen  machen:  es  möge 
jedem  axfi  das  Gewicht  (m — k — /u),  jedem  bxfi  das  Gewicht  (w — X — /x) 
beigelegt  werden.  Dadurch  ist  erreicht,  dass,  wenn  wir  z^  und  z^  je 
mit  dem  Gewichte  (1)  versehen,  jedes  Glied  in 


m 


(5)  fi{^u  h)  =y!(^Xf.z\zfi,     f^(z,,  z^)=^bx^z\zfi 

bezw.  das  Gewicht  m  und  n  besitzt,  so  dass  f^^  isobar  mit  dem  Ge- 
wichte m,  und  f^  isobar  mit  dem  Gewichte  n  wird.  Man  kann  dieselbe 
Bestimmung  auch  dadurch  erreichen,  dass  man  f^  und  f^  durch  Ein- 
führung einer  neuen  Variablen  t  homogen  vom  Grade  m,  bezw.  n  macht 
und  jedem  Coefficienten  als  Gewicht  den  Exponenten  von  t  giebt,  der 
seinem  Potenzproducte  angehört.  Dann  ist  es  ersichtlich:  B(z^)  ist 
in  den  ax^,  bxfi,  z^  isobarisch  vom  Gewichte  mn*^  -^(^s)  steigt 
also  in  z^  höchstens  bis  zu  dem  Grade  mn  auf. 

Wenn   £g  eine  Wurzel   der  Eliminantengleichung   R(z^)  =  0    ist, 
dann  haben,  wegen  der  Eigenschaft  der  Resultanten, 

(6)  /iC^i,  Ü,    /i(«i,  S.) 
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einen  gemeinsamen  Factor,  und  also  die  Gleichungen  in  s^ 
(6')  /i(^i,  W  =  0,    /iK,  g,)  =  0 

gemeinsame  Wurzeln.  Und  umgekehrt^  wenn  (g^,  gg)  ®üi6  Wurzel  von 
(3)  ist^  dann  haben  (6*)  gemeinsame  Wurzeln,  folglich  (6)  gemeinsame 
Factoren,  und  demnach  ist  i2(gg)  =  0.  Das  zeigt:  Um  für  (3)  alle 
Wurzeln  zu  finden,  bestimmt  man  (4),  sucht  alle  Wurzeln  gsa 
der  Eliminantengleichung  in  e^  und  bestimmt  zu  jedem  gsa 
den  grössten  gemeinsamen  Theiler  da(^i,  fco)  von  fi{z^j  %%a) 
und  /i(^i;  S««)-  I^i®  Wurzeln  von  d«  =  0  mögen  f i«  ,  gia  ,  ••• 
sein.     Dann  haben  wir  in 

sämmtliche  Wurzeln  von  (3). 

§  356.  Wir  können  jetzt  an  einem  einfachen  Beispiele  die  Wir- 
kung der  vorläufigen  Transformation  von  §  340  zeigen.  Es  sei  das 
nicht  praparirte  System 

gegeben.     Für  dieses  wird  die  Eliminantengleichung  in  ß^ 

und  man  erhält  die  Wurzeln  gg  =  -|-  1 5  —  1 ;  0.  Für  sie  gehen  die 
Gleichungen  und  die  Wurzeln  über  in 


(ti.,S22)  =  (-l;-l)5 


XTi  —  1=0,  jETj  —  1=0 

—  Z^  —1  =  0,  — j^i  —  1=0 

O.j^i  — 1=0,       0.01  —  2  =  0 

In  diesem  letzten  Falle  besteht  also  kein  gemeinsamer  Theiler  zwischen 
fii^u^)}  fii^u^)  i™  eigentlichen  Sinne,  und  das  erklärt  sich  durch 
das  Auftreten  einer  Wurzel  z^=  00  für  einen  endlichen  Werth  z^  =  0. 
In  geometrischer  Darstellung  würde  es  heissen:  die  Curven  /i  =  0, 
/*2  =s  0  haben  einen  unendlich  fernen  Punkt  in  der  Richtung  einer  der 
Coordinatenaxen  gemeinsam.  Bei  diesen  Verhältnissen  kann  es  also 
geschehen,  dass  die  Eliminanten  R^z^)  und  R(z^)  in  ihren  Graden 
nicht  übereinstimmen,  auch  wenn  zu  jedem  ^^  nur  ein  ^  gehört,  wel- 
ches mit  ihm  zusammen  eine  Wurzel  bildet.  So  ist  in  unserem  obigen 
Beispiele  die  Eliminante  in  z^  nur  vom  zweiten  Grade 

R{z,)  =  -z,'  +  l. 

um  diese  Ungleichmässigkeiten  zu  entfernen,  legen  wir  unseren 
Betrachtungen  präparirte  Systeme  zu  Grunde.  Bei  diesen  ist  es  näm- 
lich durch  das  Vorkommen  von  c^z^^y  <^2^2*"5  ^1^1";  ^^2"  ausgeschlossen, 
dass  nur  eine  Goordinate  einer  Wurzel  (g^,  ti)   ^^^  Systems  unendlich 


u« 


36  Dreiunddreiflsigste  Vorlesung  §  356—358. 

gross  wird.  Ob  freilich  die  beiden  Eliminanten  von  demselben  Grade 
werden^  steht  auch  jetzt  noch  nicht  fest^  da  möglicherweise  zu  einem 
g^  mehrere  ^  gehören  können^  oder  umgekehrt. 

§  367.  Die  Berechnung  der  zu  einem  ga«  gehörigen  Werthe  ^^' 
wurde  in  §  355  von  der  Auflösung  der  Gleichung  da(jSi,  Sj«)  =  0  ab- 
hängig gemacht.  Im  Allgemeinen  wird  diese  vom  ersten  Grade  sein, 
doch  kann  sie  auch  zu  höheren  Graden  aufsteigen.  Durch  die  im 
§  149,  Bd.  I  abgeleiteten  Resultate  werden  wir  aber  der  Mühe  über- 
hoben, den  Teiler  da  aufisusuchen  und  die  Gleichung  aufzulösen.  Dies 
wollen  wir  besprechen,  uns  dabei  aber  freilich  hier,  wie  auch  dort, 
auf  den  Fall  beschranken,  dass  da  von  keinem  höheren  als  dem  zweiten 
Grade  ist.  Wir  können  dann  aus  der  dortigen  Formel  (12)  im  Falle, 
dass  da  vom  ersten  Grade  wird,  das  Resultat  ablesen 

.  m  m  —  1  ifi  —  z 

\* )  o  Q  o 

=  j^^B{l,a)'^-^^B{Ua)'^^^^B{i^a)l^ 

Ist  der  Theiler  da  von  höherem  Grade,  so  sind  natürlich  auch  höhere 
Gleichungen  aufzulösen.  Die  dortige  Formel  (16)  giebt  für  den  Fall 
eines  quadratischen  da  die  beiden  Wurzeln  gi^« ,  t^ia  als  Wurzeln  von 

(8)      ^B(&„)^,«  -  2^-j^B{l,a)z,  +£  iJ(&«)  =  0  . 

§  358.  Die  Frage,  auf  welche  Weise  die  etwa  vorhandenen  Wur- 
zeln zweier  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  zu  bestimmen  seien,  ist 
durch  die  bisherigen  Untersuchungen  zwar  erledigt,  aber  ohne  dass 
dabei  Resultate  über  die  Anzahl  der  Wurzeln  zu  Tage  getreten  wären. 
Damit  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen. 

Es  kann  vorkommen  (§  348,  XI),  dass  überhaupt  keine  Wurzeln 
für  die  beiden  Gleichungen  (3)  bestehen,  wie  dies  ja  auch  schon  das 
einfache  Beispiel 

zeigt.  Es  kann  femer  vorkommen,  dass  die  beiden  Gleichungen  un- 
endlich viele  Wurzeln  besitzen,  wie  dies  in  dem  Falle  eintritt,  dass  f^ 
und  f^  einen  gemeinsamen  Theiler  aufweisen.  Welches  ist  der,  sozusagen, 
allgemeine  Fall,  und  wie  gehen  aus  ihm  die  möglichen  Besonderheiten 
hervor? 

Bei  der  Bildung  der  Eliminante  B{z^  wollen  wir  in  allen  einzelnen 
Elementen  der  Determinante  (m  +  n)**'  Ordnung  stets  nur  das  Glied 
beibehalten,  welches  die  höchste  Potenz  in  z,  enthält.  Dadurch  ent- 
steht  unter  Benutzung  der  Bezeichnungen  (2)  und  (5) 
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0,  O^o,  Om-l,!  -^^2   >    •  •  •    «l,m-l-^~S     Oom  ^  y  " 


•              m 

•               • 

6,- 

• 

1,1 

•               • 

• 

6.- 

m 

-2,8 

•               •              • 

•        • 

•             • 

• 

•              • 

0, 

• 

■   •   • 

0, 

•               • 

•                          • 

m 

•        ■ 

• 

-1,1 

• 

•       •        • 

•              • 

-i-xr;- 

•       • 

-1 

m 

•             • 

• 

■   •   • 
•         • 

Multiplicirt  man  nun  die  zweite,  dritte,  •  •  •  w*®  Zeile  mit  ^2,  ^2*;  * ' '  ^2~* ; 
dann  die  (»  +  2)^  (»  +  3)*«,  •  •  •  (w  +  m)*«  Zeile  mit  ^^^j,  V;  "  • '  ^"S 
90  kann  man  aus  jeder  ä**°  Spalte  0\~^  herausziehen.  Dadurch  er- 
hält man  ftir  die  Determinante  den  Werth 


(9) 


OmO,      öm— 1,1>      Om— 2,29   ""'   ^m> 


0,      0,... 


0 


OmO) 


flm— 1,1>  •*•   Ol,m— 1)      Oom>       0, 


•             • 

•                • 

• 

-1,1; 

•                            •                            ■ 

-2,2,    ••• 

•        •        • 

•             * 

0, 

• 

0, 

•             • 
•    •    • 

0    , 

•                 • 

•                • 

m 

•                           • 

-1,1,    •  •  • 

•        ■ 

&l,n-l  , 

•             ■             • 

hn, 

•                        • 

0, 

• 

•    •    • 

•               • 

0' 


mn 


Hier  ist  der  Factor  von  sf^^  gleich  der  Resultante  zweier  Functionen 

Xl(0  =  ^0  +  GU-l,!^  +  am-2,2<*  H f-  «Om*^, 


(10) 


Die  Bedeutung  dieses  Resultates  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Functionen 
/*!  und  /,  nach  den  fallenden  Dimensionen  ihrer  Glieder  ordnet, 


(11) 


(12) 


fi  =  M,»(«i, «,)  +  t«„-i  («1,  Äj)  H h  «*i  («1,  «j)  +  «0 , 

^  = »« («1, «»)  +  »»-1  («1,  «s)  H (-  »1  («1,  ^)  +  «0 ; 

«2  («1,  «s)  =  6i,o «^  +  h-i,  1  «^,-' «4  H 1-  \xss\ ,     ■ 

wobei  also  z.  B.  u^  alle  Glieder  A*"  Dimension  in  ^sr^  und  g^  umschliesst, 
welche  f^  enthält.     Hieraus  entnehmen  wir 

so  dass,  wenn  x^(t)  und  ^2(0  I^^^i^^i^  gemeinsamen  Theiler  haben,  dies 
auch  bei  fi,„(l,^),  v»(l,0  und  also  auch  bei  m^ (^1,^2^2)  und  Vn{ZijZ^ 
nicht  vorkommt,  und  umgekehrt.  In  diesem  und  nur  in  diesem  FaUe, 
dass  kein  solcher  Theiler  besteht,  ist  (9)  von  0  verschieden,  und  R{z^ 
erhebt  sich  bis  zum  örade  m  •  n . 

Die  beiden  Functionen  tim(^i,^2)  ^^^  ^>»(^i7^2)  ^^^^  homogen,  so 
dass  «,„  =as  0 ,  v«  =  0  die  banale  Wurzel  (0,  0)  besitzen.  Ausser  ihr 
kommt  nur  dann  eine  Wurzel  vor,  wenn  ^xx^xx  ™*  ^  ^'^*-    I^i^se  Resul- 
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tante  wollen  wir  auch  mit  Bu  ^  bezeichnen  und  die  Resultante 
der  beiden  homogenen  Functionen  Um  und  Vn  nennen. 

Wir  haben  dann  das  Resultat:  Wenn  die  Resultante  Ru  »  4=  0 
ist,  d.  h.  wenn  kein  (js^^  z^  ausser  (0,  0)  besteht,  welches  die 
Glieder  höchster  Dimension  in  f\  und  in  f^  zum  Verschwinden 
bringt,  dann  und  nur  dann  steigt  die  Eliminante  B{z^  zum 
Grade  m  •  n  auf. 

Dieser  Fall  kann  als  der  allgemeine  bezeichnet  werden,  da  die 
beiden  ganzen  Functionen  (10)  im  Allgemeinen  keine  gemeinsame 
Wurzel  besitzen.  Man  kann  ja,  selbst  bei  festem  Xi(0»  ^^  ZaCO  i^i^or 
noch  auf  unendlich  viele  Arten  so  bestimmen,  dass  U^^^  ^^^^=0  wird. 

§  359.  Unsere  Betrachtungen  zeigen  ebenso,  dass  R{0i)  im  All- 
gemeinen bis  zum  Grade  m  -  n  aufsteigt.  Aber  gleichwohl  ist  daraus 
direct  noch  kein  Schluss  auf  die  Anzahl  der  Wurzeln  möglich.  Denn 
es  ist  ja  bei  den  präparirten  Gleichungen  freiUch  ausgeschlossen,  dass 
zu  einem  z^  =  ti  ^^^  unendliches,  und  also  nicht  aus  R(js^)  =  0  zu 
entnehmendes  0,  eingeht-,  aber  es  wäre  mögUch,  dass  zu  einem  g,' 
mehrere  gi',  tx")  ti'">  *  •  •  ^^^  zu  ^"  gleichfalls  g^",  ti^\  ' ' '  gehörten. 
Dabei  wäre  die  Anzahl  der  Wurzeln  nicht  zu  überblicken. 

Dass  aber  die  wirkliche  Anzahl  der  endlichen  Wurzeln  bei  präpa- 
rirten 'Gleichungen  mit  der  Gradzahl  der  Eliminante  B(js^)  überein- 
stimmt, und  zwar  auch  dann,  wenn  durch  irgend  welche  Besonderheiten 
der  Functionen  f^  und  f^  dieser  Grad  geringer  als  9»  •  n  sein  sollte, 
das  lässt  sich  auf  dem  folgenden,  von  Liouville'^)  hierzu  benutztem 
Wege  nachweisen. 

Wir  fähren  in  f^  und  in  f^  statt  0^  eine  neue  Variable  x  durch 
die  Substitutionen 

(13)  x  =  x£fi  +  kz^,      z^  =  ^  ~  """^ 

ein,  wobei  x,  A  unbestimmte  gewichtlose  Parameter  bedeuten,  so  dass 
also  die  neue  Variable  x  auch  vom  Gewichte  1  wird,  wie  z^  und  z^. 
Da  X,  X  unbestimmt  sind,  so  entspricht  jeder  Wurzel  (g^,  gg)  auch  ein 
X  =  1^  und  umgekehrt  jedem  a?  =  S  ein  (g^ ,  g^)-  Zwei  Wurzelpunkten 
(gl',  gj')  und  (gl",  gj"),  die  nicht  in  beiden  Coordinatenpaaren  überein- 
stimmen, entsprechen  verschiedene  |',  g".  Wir  tragen  nun  (13)  in  (3) 
ein;  dann  erhält  /i  als  höchsten  Nenner  A"»,  und  f^  als  höchsten  Nenner 
l\     Setzen  wir  demnach 

(14)  A-/i(^i,  ^~/'^)  =  ^i(^i,^),       A«/i(^x,  -j"^)=g,(h>  ^), 
dann  sind  g^  und  g^  ganze  Functionen  in  jer^,  x,  x,  L 

*)  J.  d.  Math.  p.  e.  a.  (1);  12  (1847),  p.  68—72. 
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Nun  bilden  wir  die  Eliminantengleichung 

(15)  ^^,,.(^)  =  0 

und  betrachten  eine  ihrer  Wurzeln  g.  Die  beiden  Functionen  5^1(^1,6) 
und  g^i^ifi)  besitzen  dann  einen  gemeinsamen  Factor,  und  daher 

eine  gemeinsame  Wurzel  ^8^1  =  Si-  Folglich  haben  f^  (z^,  ^2)  =  0, 
fii^u  ^a)  =  0  die  Wurzel 

^1  =  bt ,         ^j  =  1 

Diese  Wurzel  ist  natürlich  von  x,  A  unabhängige  weil  /i  und  f^  es  sind. 
Daher  muss  t^  von  x  und  X  unabhängig  sein.  Femer  muss  (g  —  g^x) 
von  X  unabhängig  und  durch  A  theilbar  sein;  setzen  wir  also 
(S  —  Si^)  =  Ss^;  so  folgt e  dass  auch  ^  Ton  x  und  A  unabhängig  ist. 
Wir  haben  also  ^2  =  5«  ^^^  1  =  «Si  +  ^52-  Alle  Wurzeln  von  (15) 
haben  die  Form 

wobei  iiay  i^a  ^on  x  und  A  unabhängig  bleiben.  Hat  man 
sämmtliche  Wurzeln  von  (15)  in  der  Gestalt 

5a(«,  A)  =  Xiia  +  Ag2a  («=1,2,-.  •) 

bestimmt;  so  erhält  man  sämmtliche  Wurzeln  von 

(3)  A(^i,^»)  =  0,     fM,'>*)-o 

in  der  Gestalt 

(5,(1,0),  |j(0,l)),      (1,(1,0),  1,(0,1)),  ■••. 

Besitzt  (15)  den  Factor  (x  —  |)  genau  in  der  g*®°  Potenz, 
dann  wollen  wir  das  entsprechende  (f^,  gg)  eine  g-fache  Wur- 
zel des  Systems  (3)  nennen.  Bei  dieser  Festsetzung  giebt  der 
Grad  von  Rg^,h{x)  die  Anzahl  der  endlichen  Wurzeln  des  Sy- 
stems (3)  an. 

§  360.    Wir  setzen  die  Eliminante 

(16)  B,^^^{x)  =  po(^,  Ä)  .  o:*  -  9i(x,  A)  .  a^-'  +  q,{k,  A)  •  o:*-^ . 

Im  allgemeinen  Falle  ist  h  =  m-n.  Die  Wurzeln  von  ü(a?)  ==  0  sind 
von  der  Form  xSi  +  ^S2?  ^^  Si  ^^<i  Sa  endliche  Grössen  bedeuten. 
Es  kann  also  för  kein  endliches  Werthepaar  x,  A  eine  Wurzel  x  un- 
endlich gross  werden.  Dies  müsste  nun  aber  geschehen,  wenn  irgend 
eine   Wurzel   (x^,  A©)   von   Qq{^jX)  =  0    nicht   zugleich   Wurzel    aller 

(^i(*7 ''')  *^  ^;  PaC*;  ''')==='  0>  '  * '  wäre.  Die  Coefficienten  g^y  q^}  ' '  ' 
verschwinden  sonach  für  alle  Werthsysteme,   welche  p^,  =  0   machen. 
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Naeh  §  348,  (X)  kann  man  daher  aUe  irredactiblen  Faetoren  Ton  p^ 
anj)  QifQif  —  herausheben.  Ist  dies  geschehen,  und  bleiben  dann  noch 
weitere  Factor^i  Ton  g^  zurück ,  dann  gelten  dieselben  Schlüsse.  Wir 
können  deshalb  alle  Theiler  von  p^,  welche  Qberhaapt  Ton  x,  l  ab- 
hangen, ans  allen  q  heransheben.  Setzen  wir  daher  R(x)  =  0,  so 
dürfen  wir  Ton  Tomherein  die  höchste  Potenz  ron  x  mit  einem  Ton 
X  and  X  freien  Coefficienten  yersehen.  Diesen  können  wir  jetzt  im 
Falle  unbestimmter  Coefficienten  axf^j  &i^  leicht  berechnen.  Setzen  wir 
«ssO,  >l=  1,  dann  geht  x  m  z^  und  R^^y^(x)  in  -R/,,  a(^j)  über. 
Nach  §  358  ist  in  der  letzten  Function  der  höchste  Coefficient  iZ.^^  ,^ ; 
und  deswegen  haben  wir  auch  hier 

Da  die  Wurzeln  Ton  (15)  die  Form  (xt^  -}~  1^)  haben^  und  da 
femer 

ist,  so  folgt,  dass  Qi  homogen  und  linear  in  x,  Jl  ist,  ^  homogen  und 
quadratisch  in  x,  il,  u.  s.  w.,  unter  der  Voraussetzung,  dass  p^  bereits 
von  X  und  X  frei  gemacht  worden  ist 

Der  erste  Coefficient  q^  hat  in  den  azft^  bx,,  das  Gewicht  0,  denn 
nach  §  358  gehen  in  ihn  nur  a«o,  a„-i,i,  •••;  6,o,  i«-i,i,  •  •  ein, 
und  alle  diese  Coefficienten  haben  gemäss  §  355  das  Gewicht  0. 

Weiter  folgt  dann  aus  den  letzten  Formeln,  da  ^la  nnd  ^^a  das 
Gewicht  1  besitzen,  dass  q^  isobarisch  vom  Gewichte  1,  p,  ^^™  ^^ 
wichte  2  ist  u.  s.  f.;  alles  bezüglich  der  Coefficientenreihen  ai^  und  &2^ . 

Die  Substitution  (13)  wandelt  ^,  f^  in  homogene  lineare  Func- 
tionen der  axfi  bez.  der  bxfi  um.  Leitet  man  nun  (16)  mit  Hülfe  der 
Determinantenform  her  (§  151,  Bd.  I),  dann  folgt,  dass  (16)  und  also 
auch  jedes  einzelne  Qx  in  den  a^^  homogen  yom  Grade  n  und  in  den 
bifi  vom  Grade  m  ist. 

Wir  sammeln  die  erhaltenen  Resultate  in  folgenden  Sätzen:  Führt 
man  bei  allgemeinen  Functionen  f^^  f^  die  Substitution  (13) 
durch  und  erhält  dabei  g^^  g^^  so  ist 

(16)     B,„^{x)  =  Q,(x,  X)^-  g,{K,  k)a*-^  +  q,{x,  k)a^-^ 

vom  Grade  Ic^^m-n.  Sämmtliche  q  sind  homogen  in  den  axfi 
vom  Grade  n  und  in  den  bxfi  vom  Grade  m;  ferner  hat  p«  in 
den  beiden  Coefficientenreihen  das  Gewicht  a.  Es  ist  q^  von 
X  und  k  unabhängig  und 
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nach  §  153,  Bd.  I  ist  dies  eine  irreductible  Function.  Qa  ist  in 
den  Xy  X  homogen  vom  Grade  a. 

Wenn  für  besondere  Werte  der  a;i^,  hxfi  die  Grössen  p^, 
Pi,  •  •  •  Q^—i  identisch  d.  h.  für  alle  Werte  von  x  und  l  ver- 
schwinden, dann  ist  der  von  x,  und  k  unabhängige  Theiler. 
von  Qft,  in  allen  folgenden  (>^-|-i,  Qft^ij  •  •  •  enthalten  und  kann 
aus  der  Eliminantengleichung  herausgehoben  werden. 

Aus  (16)  folgt,  wenn  man 

<>a(x,  A)  =  Qa  ^  +  ?;  X"~^  A  +  Qa    X«"^  A»  +  •  •  • 

setzt,  eine  Reihe  von  Formeln  der  Gestalt 


§  361.  Wir  können  jetzt  leicht  die  Frage  entscheiden,  in  welcher 
Beziehung  die  Grade  von  jR/i,/,  {z^j  -R/v,/»  (^1)  und  ^g^,g^{x)  zueinander 
stehen.  Es  ist  bereits  erwähnt  worden,  dass  durch  die  Annahme 
X  =  0,  A  =:  1  das  "Rix)  in  B,{z^  übergeht,  ohne  dass  der  erste  Goeffi- 
cient  verschwinde.  Beide  Eliminanten  stimmen  demnach  im  Grade 
überein,  und  das  Gleiche  gut  offenbar  von  Jß(;?J,  wie  die  Annahme 
X  =  1 ,   A  =  0  zeigt.    Denn  setzen  wir 


als  neue  Functionen  an  und  suchen  von  ihnen  die  Eliminante  in  Xy 
so  wird  sie  ihrer  Bedeutung  nach  mit  (16)  bis  auf  einen  con^tanten 
Factor  übereinstimmen,  da  beide  li,  la,  •  ■  •  zu  Wurzeln  haben. 

Es  muss  aber  auch  hier  hervorgehoben  werden,  dass  diese  Resul- 
tate nur  für  präparirte  Gleichungssysteme  richtig  sind.  Anderenfalls 
können  iJ(j?i),  -^(-8^2)  einzeln  oder  beide  von  höherem  Grade  werden  als 
i2(a;).     So  hat  man  z.  B.  für 

die  drei  Eliminanten 

^^x,p.(^)-4x«A»(a;-x  — A). 

Aus  der  letzten  Form  ergiebt  sich  die  einzige  endliche  Wurzel  von 
/i  =  0,  ^j  =  0,  nämlich  g^  =  gg  =  1.  Die  Substitution  von  jer^  =  0 
und  von  ;?,  =  0  in  f<^  und  in  f^  ruft 
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/i(^i,0)  =  -l,       /i(i^i,0)  =  ;er,-2 
hervor.     Präparirt  man  dagegen  zuerst  /i,  /^   durch  die   Substitution 

80  erhalt  man 

und  die  Eliminanten 

K.v^M 8(ui  —  1),      Uy,.y.(«,)  =  —  Sttj 

geben  jetzt  die  richtige  Gradzahl  1  an. 


Vierunddreissigste  Vorlesung. 
Uebergang  vom  allgemeinen  zn  besonderen  Fällen. 

§  362,     Wir  haben  gesehen^   dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  des 
Systems 

tn  n 

im  Allgemeinen  m  •  n  betragt^  nämlich  dann^  wenn  die  axfiy  bxf^  unbe- 
stimmte Grössen  bedeuten^  und  wir  haben  auch  erkannt,  dass  bei  spe- 
ciellen  Werthen  von  a^^,  6;i^  diese  Zahl  erhalten  bleibt,  so  lange  die 
Glieder  höchster  Dimensionen  in  den  Functionen,  also  die  der  m^^  in 
f\  und  die  der  »**^  in  /"g,  keinen  gemeinsamen  Wurzelpunkt  besitzen. 
Wir  bezeichnen  wie  früher  die  Polynome  nach  den  Dimensionen  geordnet 


m 


(2)         /i  K,  Äj)  =^'  Mx(«i,  e,) ,     U  (."u  et)  =^  t>,  (gl,  e,) . 


X  =  0  X=aO 

Dann  kann  also  eine  Gradreduction  nur  dadurch  entstehen,   dass  die 
Resultante   JS„    .  =  0   wird. 

Wählen  wir  ein  solches  Functionenpaar  f^,  f^  zum  Ausgangspunkte, 
bei  welchem  diese  Resultante  von  Null  verschieden,  bei  dem  somit  die 
Anzahl  der  Wurzeln  m  -  n  ist,  und  wandeln  wir  die  Goef&cienten  von 
da  aus  in  stetiger  Aenderung  so  um,  dass  sie  zu  denen  eines  anderen 
Paares  werden,  dessen  Eliminante  nach  z^  nicht  bis  zum  Grade  m  -  n 
in  die  Höhe  geht,  so  ist  nach  §  351  die  Gradreduction  durch  das  Un- 
endlichwerden von  entsprechend  vielen  Wurzelcoordinaten  0^  und  bei 
präparirten  Gleichxmgen  von  entsprechend  vielen  Wurzeln  (jer^,  jg^)  zu 
erklären. 
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Bei  geometrischer  Repräsentation  der  Gleichungen  durch  Gurven 
stellen  sich  die  Verhältnisse  recht  übersichtlich  dar.  Haben  UmOftj^t) 
und  Vn(jSi,is^)  einen  gemeinsamen  Factor  (0^  —  ^^a);  und  setzt  man 

^1  =  Q  cos  9) ,      iSfg  =  (>  sin  9 , 
dann  werden  durch  Einführung  dieser  Polarcoordinaten  q  und  9 

/i  i^u  ^2)  =  P"*  [«*m(cos  9,  sin  tp)  +  M;„_i(cos  9,  sin  9)  --  H ] , 

f%(^iy  ^2)  =  (>"  [^n  (cos  9,  sin 9)  +  v»_i(cos  9),  sin 9) y  +  . . .] ; 

für  sehr  grosse  q  kann  man  sich  auf  die  Betrachtung  der  Glieder 
höchster  Dimension^  d.  h.  auf 

/i (ßif  ^2)  =  P"*  •  «*m(cos 9?,  sin  9?) ,  /i(^i,  i^a)  =  p»  •  v« (cos  9),  sin  9) 
beschränken.  Es  Hefert  daher  die  Bestimmung  cotg  ^  =  z^:  0^=^  a 
eine  Richtung  9),  für  welche  die  Curven  /i  =  0  und  /^  =  0  einen 
und  denselben  unendlich  fernen  Punkt  besitzen.  Die  Existenz  eines 
solchen  ist  charakteristisch  für  die  Reduction  des  Grades  von  R/^./X^i)' 
§  368,  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche  Gradreduction  ein- 
tritt, wenn  i^  =  0,  Vn  =  0  eine  gemeinsame  x-fache  Wurzel  besitzen, 
also  Um  und  Vn  einen  Factor  (z^  —  ccz^y.  Wir  können  dabei  a  =  0 
setzen,  weil  dies  ja  nur  auf  eine  lineare  Transformation  hinausläuft. 
Dann  wird  etwa 

Vi»  (^1,  ^2)  =  Ko  ^1   +   6«-l,l  ^""^  ^2  H h  *^n-i  ^i^2~S 

wobei  X^x  anzusetzen  ist.  Unter  dieser  Annahme  bilden  wir  die 
Eliminante  i?(^a)  und  behalten  genau  wie  in  §  358  von  jedem  ihrer, 
als  ganze  Functionen  von  z^  auftretenden  Elementen  die  Glieder  höchster 
Dimension  zurück.     Dann  ist  die  Determinante  von  der  Form: 

Wir  gestalten  sie  so  um,  dass  die  zweite  und  die  (n  +  2)*®  Zeile  mit 
z^j  femer  die  dritte  und  die  («  +  3)**'  mit  z^^,  u.  s.  w.  multiplicirt  wird; 
aus  der  zweiten  Spalte  ziehen  wir  dann  z^y  aus  der  dritten  ^r^^^  -  -  • 
heraus.     So  entsteht 


^ 


hn,Of    &n— 1,1,    •••    h,n-l,    ftl-l.n-il^S    '••     6o,n-l^S    0    '• 
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Es  handelt  sich  nun  darum  ^  die  niedrigste  Potenz  von  sr^^  zu  be- 
stimmen,  die  bei  der  Entwickelung  der  Determinante  auftritt.  Offenbar 
sind  die  Elemente  der  x  letzten  Spalten  durch  js~^  theilbar.  Es  tritt 
also  jedenfalls  zr''  heraus,  und  man  erkennt  ohne  Schwierigkeit,  dass 
eines  der  dazu  gehörigen  Glieder,  welches  bei  unbestimmten  a^l  h, 
durch  kein  anderes  zerstört  werden  kann,  gleich 

ist.  Folglich  erscheint  in  Bijg^)  die  Potenz  jS^*"*  als  die  höchste, 
d.h.  haben  ^^(^1,^2)  und  Vn^^i^^^)  einen  Factor  (^^  —  ajs^y  ge- 
meinsam, dann  steigt  B(z^)  nur  bis  zum  Grade  (m  •  n  —  x)  auf. 
Wir  können  dies  geometrisch  wieder  so  ausdrücken,  dass  wir  sagen: 
die  Curven  /i  =  0,  ^  =  0  haben  in  der  Richtung  cotg  q>  =  a  unend- 
lich ferne  x  Punkte  gemeinsam. 

§  864.  Wir  gehen  zu  dem  besonderen  Falle  x  =  1,  A  =  1  über. 
Zieht  man  dabei  aus  der  obigen  Determinante  den  Factor  sr~^  der 
letzten  Spalte  heraus,  dann  findet  man  den  zugehörigen  Goef&cienten, 
wenn  man  in  der  zurückbleibenden  Determinante  alle  Glieder  mit  jr~^ 
unterdrückt.  Hierdurch  zerfällt  sie  aber  sofort  in  ein  Product  einer 
Determinante  zweiten  und  einer  solchen  (w  +  n  —  2)*®^  Grades,  deren 
Form  als  Goefficienten  den  Werth 

(3)  -^vitVi  *  ■^'^».V'« 

ergiebt,  wenn  man  setzt 

9l  =  «m,0  +  0^11-1,1  t-\ 1-  ai,m-l  t^"^  ==  W^(l,  0; 

%  =  ^«,0   +  6fi~l,l  ^  H h   Kn-1  ^*"^  =  Vn  (1,  0; 

Auch  hier  wird  im  Allgemeinen  (3)  nicht  verschwinden,  und  auch 
numerische  Bestimmungen  lassen  sich  in  beliebiger  Menge  angeben, 
bei  denen  dies  nicht  eintritt.  Eine  weitere  Reduction  des  Grades  der 
Eliminante  B^z^)  kann  gemäss  (3)  auf  zwei  Arten  zu  Stande  kommen. 
Die  erste  Möglichkeit  wird  durch  -Pyi,(p,  =  0  gegeben;  das  bedeutet, 
es  haben  tim(^i,^g)  und  t^nC^i^xr^)  ausser  dem  einen  gemeinsamen  Thei* 
1er  iTj  noch  einen  anderen  Theiler  (js^  —  ßjz^)  gemeinsam.  Die  zweite 
Möglichkeit  wird  durch  JBy^^^y^,  =  0  geliefert,  d.h.  durch  das  Bestehen 
der  Proportion  ai^m—i '  hi.n-i  =  ao,m-i '  6o,n— 1  oder,  was  dasselbe  aus- 
sagt, durch  das  Bestehen  der  Gleichung 


*,  =  0 


*,  =  0 


Nun  verschwinden  für  ^^  =^  0   Zähler  und  Nenner   der   linken  Seite; 
deswegen  können  wir  die  Relation  auch  in  der  Form 
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w,„_i(^i,^,) 


*,=o 


schreiben.  Dies  drückt^  geometrisch  gesprochen,  nur  aus^  dass  die  zu 
dem  gemeinsamen  unendlich  fern  gelegenen  Punkte  gehörigen  Asymptoten 
beider  Curven  zusammenfallen. 

§  365,  Das  Schlussresultat  von  §  363  lässt  sich  auch  so  aus- 
drücken^ dass  wir  sagen:  Haben  «^«(^i,  ^2)  ^^^  ^n(j^i}^i)  einen  Fac- 
tor (jgr^  —  aa^y  gemeinsam^  dann  besitzen  /i  =  0  und  /i  =  0  in 
der  Richtung  cotg9)  =  a  im  Unendlichen  x  gemeinsame  Punkte. 
Gesetzt  nun,  «^(-c^i,  js^)  ^^^  ^»(^1;  ^a)  hätten  noch  einen  anderen  Factor 
(/i  —  ßjg^y  gemeinsam,  dann  haben  /i  ==  0,  ^  =  0  auch  in  der  Rich- 
tung cotg  q>  =  ß  unendlich  fem  k  gemeinsame  Punkte.  Wir  machen 
nun  von  der  Thatsache  Gebrauch,  dass  der  Grad  der  Eliminante  um 
ebensoyiele  Einheiten  vermindert  wird,  als  es  unendlich  ferne  Wurzeln 
giebt;  dies  ist  dadurch  sicher  gestellt,  dass  man  von  dem  allgemeinen 
Falle  den  TJebergang  zu  dem  besonderen  Systeme  vornimmt,  oder  auch 
dadurch,  dass  man  ^1=9  cos  9,  j?,  =  p  sin  9  einführt  und  die  Werthe 

von  -—  betrachtet.     Durch  diese  Thatsache  gelangen  wir  dann  zu  dem 

Ergebnisse:  Haben  w»*(^i,^2)  und  Vn{si^,e^  einen  Factor  der  Di- 
mension ft  gemeinsam,  dann  steigt  die  Eliminante  Bifs^  von 
/i  =  0  und  /i=0  in  z^  höchstens  bis  zum  Grade  {mn  —  ft)  auf. 

Wir  haben  diesen  Satz  nicht  auf  rein  arithmetischem  Wege  her- 
geleitet. Ein  Beweis  desselben,  der  sich  ausschliesslich  auf  determi- 
nanten-theoretische  Betrachtungen  stützt,  wäre  sehr  erwünscht;  er  scheint 
aber  nicht  gerade  einfach  zu  sein. 

§  366.  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Falle,  dass  /i  =  0  eine 
Wurzel  (5ij  Sä)  in  der  i- fachen,  und  /'2=0  dieselbe  Wurzel  in  der 
2-£Eu;hen  Multiplicitat  besitzt,  und  fragen,  in  welcher  Multiplicität  (Si^Sä) 
als  Wurzel  des  Systems  f^  =  0,  /i  =  0  aufeufassen  ist. 

Bevor  wir  dieser  Frage  näher  treten,  wollen  wir,  um  eine  spätere 
Unterbrechung  zu  vermeiden,  einen  für  uns  nothwendigen  Satz  aus  der 
Theorie  der  Resultanten  herleiten*). 

Wir  setzen,  indem  wir  unter  q  einen  willkürlichen  Parameter  ver- 
stehen, 

/i(^)=aoP*+%P*~^^H haA-ipJ3f*^^+a*0*4-a*+i^^H |-a«^, 


*)  Fr.  Meyer,  Ueber  die  Stnictur  der  Diacriminanten  und  Resultanten  bi- 
närer Formen.    Gott.  N.  1895  Heft  1 ;  vgl.  auch  ibid.  Heft  2. 
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wobei  h  und  l  zwei  positive,  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  h  nicht 
kleiner  als  l  sein  soll.  Wir  schreiben  die  Resultante  JB  von  /i  und  g^ 
nach  e  in  der  gewöhnlichen  Form  als  Determinante  (m  +  n)*®'  Ord- 
nung, indem  wir  unter  die  ersten  l  Zeilen  mit  den  Goefficienten  a  die 
ersten  h  Zeilen  mit  den  Goefficienten  h  hinschreiben,  nämlich 

0  a^p*         ^iP*~"^  ' '  '\l Zeilen 

0  \(f'  feip'-i   ...[AZeüen; 

darunter  stellen  wir  zunächst  die  übrigen  (n  —  ü)  Zeilen  mit  den  a 
und  zum  Schlüsse  die  übrigen  (m  —  k)  Zeilen  mit  den  b.  Nun  theilen 
wir  die  Determinante  in  vier  Theile  nach  dem  Schema 


+  -B  = 


(k  +  l  Zeüen) 

(m  +  n  —  k  —  l  Zeilen) 


(k  +  l  Spalten) ,    (w  +  n  —  k  —  l  Spalten). 

In  den  ersten  l  Spalten  von  Äj  stehen  überhaupt  nur  Nullen;  in  jeder 
Q  +  «)**"  Spalte  von  8^  ist  die  niedrigste,  in  den  einzelnen  Elementen 
vorkommende  Potenz  von  q  die  (k  —  a  +  1)*®;  ihre  .Glieder  enthalten 
gegen  die  entsprechenden  Elemente  einer  beliebigen  Spalte  von  8^ 
mindestens  den  Factor  p*— "+^  mehr.  Die  Elemente  jeder  (l  +  a)*®° 
Spalte  von  8^  enthalten  höchstens  den  Factor  p*""".  Die  Glieder  von 
8^  enthalten  q  überhaupt  nicht. 

Wir  berechnen  nun  R  nach  dem  Laplace'schen  Determinanten- 
Zerlegungssatze 

+  jR  =  8,8,  ±  s/iS;+ s/'s;'± . . ., 

wobei  Ä/S/;  8,"8,']  •  •  •  aus  8,8,  dadurch  abgeleitet  werden,  dass 
man  eine  oder  mehrere  Spalten  aus  8,  durch  solche  aus  8^  und  gleich- 
zeitig die  unter  den  letzteren  stehenden  von  8,  durch  die  unter  den 
ersteren  stehenden  von  8^  ersetzt.  Wählt  man  aus  8,  z.  B.  die  Q  +  a)*® 
Spalte  und  ersetzt  sie  durch  eine  solche  aus  8^,  so  wird  jedes  Glied 
von  8,  hinsichtlich  der  vorkommenden  Potenz  von  q  höchstens  um 
den  Factor  (>*~"  erniedrigt;  jedes  Glied  in  8i  dagegen  mindestens  um 
den  Factor  p*-«+i  erhöht.  Es  folgt,  dass  die  Glieder  in  R  mit  der 
niedrigsten  Potenz  von  q  sämmtlich  in  8,8,  vorkommen. 

Als  Glieder  mit  niedrigster  Potenz  von  q  enthält  /S^  solche  mit  (>°. 
Diese  erhält  man  sämmtlich,  wenn  man  in  8,  einfach  ^  =  0  setzt. 
Dadurch  geht  8,  in  die  Determinante  aus 


•I 
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0      ajt        «t-f-i  •  •  • }  (n  —  l  Zeilen) 


0      bt         bt^i 


(m — k  Zeilen) 


über,  d.  k  wenn  wir 

(5)  at+aib+i^H |-a;„<«-*=^j(<),  bi+bi^it-] |-M'*-'=V'8(0 

setzen,  in  die  Resultante 

Bei  S^  ist  gleichfidls  das  Resultat  leicht  zu  erkennen.  Denken  wir 
uns  für  ajb+i,  a^-f.«,  ••;  6<+i,  6/+8,  •••  in  S^  eingesetzt  a^^-ip-^, 
ö*4-«P~*,  •••;  bt^iQ"^,  bt^i(f~^ ^  •••,  so  entstellt  eine  isobarische 
Function  des  Gewichtes  kl.  Diejenigen  ihrer  Glieder,  welche  ein  ak-\-i, 
ait+9; '  -  -;  bi^iy  bi^%,  •  •  •  besitzen,  haben  dabei  Factoren  mit  negativen 
Exponenten  von  p;  es  haben  daher  die  in  diese  Glieder  eintretenden 
Factoren,  die  von  a*-f  i,  •  •  •;  &j+i,  •  •  •  frei  sind,  für  sich  genommen  höhere 
Potenzen  von  q  als  die  (k  •  l)^.  In  S^  haben  deswegen  diejenigen  Glieder 
das  Minimalgewicht  k  •  Z,  welche  a*-|-i,  ajt-i-s;  •  •  *;  ^i+i;  ^/+«>  •  *  •  g*^ 
nicht  enthalten.     Diese  bilden  demnach,  wenn 

(6)  ao+a,<  +  ...  +  a*<*-<pi(0,    b^+bj  + '- +  hf=^  ip,(t) 
gesetzt  wird,  die  Resultante 

Die  Resultante  der  beiden  Gleichungen  (4)  enthält  nur 
Glieder,  die  mit  p*',  (>*'+*, ...  multiplicirt  sind.  Die  mit  p*' 
multiplicirten  haben  als  Gesammtcoefficienten  das  Product 
der  beiden  Resultanten 

(7)  -ByiiVt  • -^iiV^^ 

wobei  die  Functionen  (p  und  ^  durch  (6)  und  (5)  definirt  sind. 
Oder  auch:  Entwickelt  man  die  Resultante 

^oP*    ^iP**"^  •••  ^k-iif    dk    »*+i  •  •  •  flu    0 


(8) 


nach  steigenden  Potenzen  von  ^,  so  ist  das  Anfangsglied 

Hieraus  findet  man   sofort,    indem   man  statt   q  einsetzt   qr^:   Ent- 
wickelt man  die  Resultante 
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ÜQ    a^Q  '  "  at-ip*-^    a*9*    ajt+ip*  •  •  •  OmQ^    0 


(9) 


nach  fallenden  Potenzen  von  g,  dann  ist  das  Anfangsglied 

Ordnet  man  (8)  derart^  dass  die  von  q  freien  Glieder  vom  stehen  und 
dann  die  Elemente  nach  steigenden  Potenzen  von  q  geordnet  folgen^ 
so  sieht  man:  Die  Entwickelung  der  Resultante 

(10) 

nach  steigenden  Potenzen  von  g  beginnt  mit 
wobei  zu  setzen  ist 

§  867.  Wir  gehen  jetzt  zu  den  beiden  Functionen  (1)  zurück 
und  nehmen  an,  dass  /i  =  0  die  x- fache  Wurzel  (ti,£a)  besitze,  und 
dass  (5i,  S2)  zugleich  A- fache  Wurzel  von  /i  =  0  sei.  Ohne  Beschrän- 
kung können  wir  annehmen,  (Jj^,  ^)  sei  =  (0,  0).  Dann  verschwinden 
in  /i  alle  Coefficienten  a^,v,  in  denen  f*  +  1/  <  x,  und  in  f^  alle  Coeffi- 
cienten  6^,^,  in  denen  ft  +  1/ <  A  ist.  Bilden  wir  unter  diesen  Fest- 
setzungen R(ßi)f  so  entsteht  eine  Determinante,  bei  deren  Elementen 
wir  nur  die  niedrigsten  Potenzen  von  z^  aufechreiben,  die  übrigen 
Theile  dieser  Elemente  aber  unterdrücken  wollen.     Man  erhalt  dann 

Om^Of      öm— 1,0;    •••    «x,0,       »x— 1,1^8?       ö^x  — 2,2^2*,       ••    (^.xlS*,     0    •• 

&isO;     &»— 1,0;  •••  fei,o;     &;i— 1,1^2;    &;i— 2,2^2*7  *•*  ^o,;i^ ,    0  •• 

Auf  diese  Determinante  können  wir  direct  den  letzten  Satz  des  vorigen 
Paragraphen  anwenden  und  erkennen  daraus,  dass  in  i2(i^2)  die  niedrigste 
Potenz  von  z^  die  (x  •  A)*®  ist.  Ein  Hinweis  auf  die  Liouville'sche 
Transformation  genügt,  um  zu  zeigen,  dass  (0,0)  eine  (x  •  A)- fache 
Wurzel  des  Systems  (1)  werden  wird. 

Die   beiden  Möglichkeiten,   unter   denen   die  Potenz  von  0^   eine 
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höhere  werden  kann^  sind  ihrer  Bedeutung  nach  leicht  zu  unterscheiden. 
Die  erste  Möglichkeit  tritt  ein^  wenn 

ft«o  si\-^  +  6n-i.o  ^r^-'  H h  fe;i,o  =  0 

eine  Wurzel  gemeinsam  haben;  die  zweite^  wenn  dies  bei 

»xoiel  +  ax_i,ijer*j-i  -| |-aox  =  0, 

ftüo^fj  +  &;i -1,1^1-^  H |-*o2=0 

eintritt. 

§  368.  Nach  den  bisherigen  Darlegungen  macht  es  keinen  wesent- 
lichen Unterschied,  ob  /'j  =  0,  /i  =  0  genau  m  •  n  oder  weniger  Wur- 
zeln besitzen,  sobald  man  nur  den  Begriff  von  unendlich  grossen  Wur- 
zeln zulasst. 

Anders  ist  es  jedoch,  wenn  /'j  =  0,  /i  =  0  mehr  als  w  •  n  Wurzeln 
haben.  Dann  muss  natürlich  S,{b^  identisch  verschwinden.  Es  fragt 
sich,  was  dies  bedeutet.  Die  beiden  Functionen  f^  und  f^  mögen  durch 
eine  geeignete  Transformation  präparirt  sein;  wir  suchen  ihren  gemein- 
samen Theiler.     Gesetzt,  ein  solcher  existirte  nicht,  dann  könnte  man 

bestimmen,  wobei  P  von  geringerem  Grade  in  z^  ist  als  /*,,  und  Q 
von  geringerem  als  f^.  Wählt  man  nun  ein  ^2  =  5a ;  ^^  welches 
fp{^  =f=  0  ist,  so  können  wir,  weil  wegen  R{ss^  2^0  zu  jedem  e^  ein  xr^ 
besteht,  welches  mit  jenem  zusammen  eine  Wurzel  von  /i  =  0,  /i  =  0 
ausmacht,  durch  passendes  (g^,  g^)  die  linke  Seite  zum  Verschwinden 
bringen,  während  die  rechte  von  Null  verschieden  bleibt.  Dieser  Wider- 
spruch fällt  nur  dann  fort,  wenn  9  identisch  Null  ist.  Dann  hat 
aber,  wegen  der  Grade  von  P  und  Q,  die  Function  f  mit  g  einen 
Factor  gemeinsam  vgl.  §  344.  Die  ümkehrung  des  Satzes  ist  klar.  Wir 
sehen:  Die  Existenz  eines  gemeinsamen  Theilers  von  fiiß^^z^ 
und  fi(Zi,B^)  ist  charakteristisch  dafür,  dass  /*i  =  0  und  f^=0 
mehr  als  m-n  und  zwar  unendlich  viele  Wurzeln  haben. 


Fünfanddreissigste  Vorlesung. 
Die  Minding'sche  Regel.    Das  Labatie'sche  Theorem. 

§  369.  Wie  wir  gesehen  haben,  führt  die  Aufstellung  der  Elimi- 
nante  zur  richtigen  Anzahl  der  Wurzeln  zweier  Gleichungen  mit  zwei 
Unbekannten,  oder  genauer:  zur  Anzahl  der  endlichen  Wurzeln.  Allein 
die  DurchfEQirung  der  dazu  nothwendigen  Rechnungen  wird  selbst  bei 

Netto,  Algebr».   IL  4 
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niederen  Graden  der  beiden  Gleichungen  von  so  ausserordentlicher  Um- 
ständlichkeit, dass  die  Anwendung  dieser  theoretisch  vollkonimenen 
Methode  bei  einem  praktisch  vorliegenden  Einzelfalle  kaum  in  Erwä- 
gung zu  ziehen  ist.  Man  müsste  sich  deshalb,  wenn  weitere  Hülfs- 
mittel  nicht  zu  erlangen  sind,  im  Allgemeinen  darauf  beschränken,  das 
Maximum  der  Anzahl  von  Wurzeln  anzugeben,  trotzdem  diese  Anzahl 
bei  weitem  zu  hoch  sein  kann. 

Diesen  Uebelständen  wird  durch  eine  von  Minding*)  gegebene 
Regel  abgeholfen,  zu  deren  Ableitung  wir  jetzt  übergehen  wollen.  Die- 
selbe fordert  aber  einige  tiefergehende  Vorbereitungen,  die  sich  auf 
Reihenentwickelung  von  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  beziehen. 

Es  sei  eine  ganz  beliebige  algebraische  Gleichung  zwischen  den 
beiden  Variablen  x  und  y  gegeben 

(1)  fix,y)='0, 

in  welcher  x  bis  zum  Grade  a  aufsteigen  möge.  Zu  jedem  Werthe 
von  y  gehören  a  Wurzeln  x  von  (1);  diese  sind  nach  §  355  stetige 
Functionen  von  y.  Wir  wollen  annehmen,  dass  y  über  alle  Grenzen 
hinaus  wachse,  und  wollen  das  Verhalten  der  a  zugehörigen  Wurzeln  x 
untersuchen.  Kommen  in  (1)  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  x 
aber  ungleichen  Potenzen  von  y  vor,  dann  braucht  man  für  den  ersten 
Schritt  unserer  Untersuchung  nur  dasjenige  von  diesen  Gliedern  bei- 
zubehalten, welches  die  höchste  Potenz  von  y  besitzt.  Unterdrückt 
man  die  übrigen,  so  reducirt  sich  (1)  auf  eine  Function  von  höchstens 
(a  +  1)  Gliedern.    Wir  schreiben  das  so  reducirte  Polynom  in  der  Form 

(2)  q)(x,  y)  =  Äy^xf  +  J^y^a;*  +  Cy^xP  -{ 1-  Ly^x^y 

(a  >  6  >  c>  .  •  •  >  Z  >  0). 

Die  Darstellung  von  x  als  Function  von  y  soll  nun  durch  eine  nach 
absteigenden  Potenzen  von  y  geordnete  Reihe  geliefert  werden.  In  ihr 
sei  uy^  das  Glied  höchster  Potenz  in  y.  Wir  nennen  es  das  Leitglied 
der  Entwickelung,  und  q  möge  die  Ordnung  des  zugehörigen  x 
heissen.  Setzen  wir  dies  in  (2)  ein,  so  werden  sich  die  Glieder  höch- 
ster Potenzen  von  y  zerstören  müssen.  Es  müssen  deshalb  mindestens 
zwei  Glieder  höchster  Ordnung  gleichzeitig  auftreten,  wenn  uy^  wirk- 
lich das  Leitglied  einer  Entwickelung  abgiebt.  Die  Werthe  von  q 
können  demnach  nur  solche  sein,  bei  denen  unter  den  Grössen 


*)  Bestimmung  des  Grades  einer  durch  Elimination  hervorgehenden  Glei- 
chung. J.  f.  M.  Bd.  22  (1841),  p.  178.  —  Entwickelung  eines  symmetrischen  Aus- 
drucks für  den  Grad  einer  durch  Elimination  hervorgehenden  Gleichung.  J.  f.  M. 
Bd.  31  (1846),  p,  1. 
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(3)  «  +  »<>,     ß  +  ^9,    Y  +  CQ,  "•  ^  +  h 
mindestens  zwei  vorhanden  sind,   deren  Werthe  übereinstimmen,  und 
deren  Werth  zugleich  von  keinem  anderen  der  Reihe  (3)   übertroffen 
wird.     Setzt  man  zwei  dieser  Grössen .  einander  gleich,  z.  B.  (ft  -f~  ^O) 
und  (v  +  ^q)}   so  folgt 

(4)  P  =  ^^^^^, 

und  es  wird  der  gemeinsame  Werth  jener  beiden  Grössen 

(5)  ii  +  mQ=^v  +  nQ=    ^_/- 
Gefordert  ist  dann,  dass  dieser  von  keinem  andern  aus  (3) 

(6)  x  +  Ä;g  =  '^*"-"^  +  *^*-''> 

Übertroffen  werde.  Ist  dies  der  Fall,  dann  giebt  (4)  eine  passende 
Ordnung  für  die  Entwickelung  von  x, 

§  370«  Am  ein&chsten  lassen  sich  diese  Verhältnisse  übersehen, 
wenn  wir  von  einer  geometrischen  Darstellung  Gebrauch  machen,  welche 
Newton  angegeben  hat,  und  die  den  Namen  des  Newton'schen  Po- 
lygons führt*). 

In  einer  Hülfsebene  ziehen  wir  zwei  senkrecht  auf  einander  stehende 
Axen,  deren  eine,  etwa  die  horizontale,  zur  Darstellung  der  Exponenten 
von  Xy  und  deren  andere,  die  verticale,  zur  Darstellung  der  Exponenten 
von  y  dienen-  soll.  Jedes  der  Werthepaare  (a,  a),  (&,  /S),  (c,  y),  •  •  •  (/,  X) 
wird  dann  durch  einen  Punkt  der  Ebene .  repräsentirt.  Die  Gerade, 
welche  die  Punkte  (m,  (i)  und  (n,  v)  mit  einander  verbindet,  hat,  wenn 
I  und  1}  ihre  laufenden  Goordinaten  bedeuten,  die  Gleichung 

n\  ,    v  —  fi  u        mv  —  Hfl 

^^  '       m  —  n  m  — -  n    ' 

sie  schneidet  aus  der  durch  (A;,  x)  gehenden  Senkrechten  zur  x-Axe 
das  Stück 

^^0=     ^_^     +^- 


m  —  n       '       m — n 

heraus,  und  die  Erhebung  des  Schnittpunktes  (ä;,  tJq)  über  (k,  x)  be- 
tragt, mit  dem  richtigen  Vorzeichen  genonmien, 

mv  —  n/*        x(w  —  n)-\-k{v  —  (i) 


m  —  n  m  —  n 

V  —  fl 


Die  Vergleichung  dieses  Werthes  mit  (5)  und  (6)  zeigt,  dass  — ^^ 

•)  Newton,  Opuscula;  ed.  Gastillon,  p.  12  u.  39.  —  Vgl.  hierüber,  sowie 
über  die  Entwickelung  des  x  nach  fallenden  Potenzen  auch  C.  Jordan,  Gours 
d'analyse  I,  p.  89  ff. 
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nur  dann  ein  als  Exponenten  des  Leitgliedes  brauchbares  q  liefern 
kann^  wenn  die  gerade  Linie,  welche  die  Punkte  (m,  (i)  und  (n,  v)  mit 
einander  verbindet,  keinen  der  übrigen  Punkte  (a,  a),  (6,  /?),•••  vom 
Nullpunkte  trennt. 

Hiernach  liefert  eine  einfache  Zeichnung  sofort  alle  überhaupt 
für  Q  möglichen  Werthe.  Jedenfalls  geht  durch  den  äussersten  nach 
rechts   gelegenen  Punkt  (a,  a)   eine   der  Geraden   des   Newton'schen 

Polygons.  Der  äusserste  auf  ihr  nach 
links  hin  gelegene  zu  (2)  gehörige 
Punkt  sei  etwa  (d,  S).  Dann  kann, 
wie  geometrisch  klar  ist,  keine  weitere 
Polygonseite  durch  einen  der  zwischen 
(a,  a)  und  (d,  9)  liegenden  System- 
punkt von  (2)  laufen.  Dagegen  muss 
durch  (d,  d)  eine  zweite  Gerade  der 
angegebenen  Art  gezogen  werden 
können;  diese  wird  eine  geringere 
Steigung  besitzen,  als  die  erste,  so 
dass  das  zu  ihr  gehörige  q  geringer 
ist,  als  das  zur  ersten  Seite  gehörige.  In  ähnlicher  Weise  kann  man 
fortgehen,  bis  man  zum  linken  Endpunkt  des  Polygons  komnit,  wel- 
cher auf  der  Yerticalaxe  liegt.  Die  letzte  Seite  liefert  das  kleinste  q. 
Die  Entfernung  der  Fusspunkte  von  (m,  (i)  und  (n,  v)  wollen  wir 
die  Horizontalcomponente  der  zugehörigen  Seite  nennen.  Die  Summe 
aller  Horizontalcomponenten  ist  gleich  dem  Grade  in  x. 

Nach  dem  Dargelegten  erklärt  sich  die  Figur,  welche  zu 

^{x,  y)  =  ya;»  4-  y^g^  +  2y*x  +  y* 
gehört,  von  selbst.     Sie  liefert 


1  +  3p  =3  + 2p; 
3  +  2(>'  =  4  +  0p'; 


(.  =  2, 

1 

9    =^: 


,i 


X  =  uy       und 

§  371.    Wir  wollen  nun  annehmen,  es  würden  durch  x^^utfi  die 
beiden  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Glieder  aus  (3) 

(8)  (i  +  mg     und    v  -{-  ng        (m  =  n  -{-  1) 

einander  gleich  und  grösser  als  die  übrigen  derselben  Reihe.     Das  er- 
^be  also   q  ^^^  (y  —  ft),   und  es  sind  sämmtliche  anderen  Exponenten 

(9)  a  +  a(y  —  ft) ,     /J  +  b(y  —  ^) ,  •  •  •    kleiner  als    (i  -f-  ^{v  —  fi). 
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Wir  tragen  nun  in  (1)  ein 

(10)  X  =  wy^  -f"  fl?!        (p  =  V  —  fi) . 

um  das  Resultat  bequem  übersehen  zu  können^  machen  wir  die  Sub- 
stitution in  den  beiden  durch  (8)  angedeuteten  Gliedern 

Jf  (wy^  +  a;i)"*r ,    -N'Cwj^  +  a?i)«y^        (Jlf,jr4=0) 
und  einem  die  sammtlichen  übrigen  Glieder  reprasentirenden  Term 

l>(t*y^  +  a;i)V- 

Wir  erhalten  diesen  dreien  entsprechend  als  transformirte  Glieder  ohne  x^ 

(11)  DwV+''^  (m  =  »  +  l;    p  — v  — ft). 

W^n  (8),  (9)  haben  die  beiden  ersten  einen  höheren  Grad  in  y  als 
alle  anderen,  welche  um  mindestens  eine  Einheit  zurückstehen.  Setzt  man 

(12)  JfM  +  JV^=0,      w  =  _^, 

dann  zerstören  sich  jene  beiden  und  ein  Glied  der  dritten  Art  bleibt 
als  höchstes  zurück,     u  soll  diesen  Werth  (12)  annehmen. 

Als  Glieder,  die  x^  enthalten,  finden  wir  in  den  Gliedern  (11) 

Die  beiden  ersten  liefern  gleiche,  und  zwar  die  höchsten  Potenzen  in  y. 
Ihr  Aggregat  kann  nicht  verschwinden,  da  sonst  wegen  (12)  auch  M 
und  N  gleich  0  wären. 

Als  Glieder  mit  x^  werden  ebenso  gefunden. 

Auch  hier  erkennt  man  sofort,  dass  die  beiden  ersten  Glieder  unter 
allen  denen  mit  x^  die  höchsten  Grade  in  y  liefern. 

Beim  Newton 'sehen  Polygon  der  Gleichung  in  x^  und  y  kommen 
also  für  den  Abschluss  links  drei  Systempunkte  in  Frage 

(13)  (0,  *  +  rf(»);      (l,^  +  (m-l)p);      (2,  ^  +  (m-2)p). 

Bestimmt  man  demgemäss  x^  ^=  ^ly^S  so  kommen  als  kleinste  Werthe 
Ton  Qi  in  Betracht  die,  für  welche 

Pi  +  f*  +  (»»—  V)9  =  S  +  dQ     d.h.     Pi  =  (*  +  <ip)  — (ft  +  mp)  +  <> 

und  an  zweiter  Stelle  die,  fElr  welche 

2f  1  +  ft  +  (w  —  2)p  —  fi  +  (w  —  1)q     d.  h.      9t  =Q 

ist.     Daraus  folgt:  Die  letzte  Polygonseite  verbindet  die  beiden  ersten 
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Systempunkte  (13);  sie  liefert  wegen  (9)  ein  Pi<Q.  Die  vorhergehende 
Seite  liefert  ein  Q^y  welches  mindestens  =  q  ist.  Da  nun  eine  Weiter- 
entwickelung X  =  uy^  +  **iy^  +  ^2  ii^r  dann  einen  Sinn  hat,  wenn 
Qi<Q  hat,  so  erkennt  man,  dass  diese  Entwickelung  nur  auf  eine 
einzige  Art  mit  einem  ganzzahligen  p^  <  9  fortgeführt  werden  kann. 

Macht  man  die  Substitution  x  ==  uy^  +  w^y^»  +  ^s  ^^  (1)?  dann 
wiederholen  sich  alle  besprochenen  Schlüsse.  Femer  ist  aber  ersicht- 
lich, dass  durch  unsere  neue  Transformation  gegen  (10)  keine  höheren 
Grade  in  y  eingeführt  werden;  man  braucht  nur  a:i«=Wiy^»  +  a:,  in  die 
transformirte  Gleichung  zu  setzen,  um  das  einzusehen.  Bei  passender, 
der  Annahme  (12)  entsprechender  Wahl  kann  man  das  nunmehr  höchste 
Glied  in  y  tilgen,  u.  s.  f.    So  folgt:  Durch  eine  Substitution 

(14)  x  =  uy^  +  M^yei  -f  u^yo*  -| f-  ui^x 

ist  es  möglich,  die  Gleichung  f(x,y)  =  0  bis  auf  Glieder  zu 
befriedigen,  die  in  y  von  niederer  als  der  r*®"  Potenz  sind, 
wobei  r  eine  beliebig  hohe  negative  Zahl  bedeutet;  oder  auch: 
durch  die  Substitution 

(15)  a?  =  wy^  +  u^y^  +  w^ye.  -| \-  ux^^  +  xx^i 

geht  f{x,y)  in  ein  fx^i{xx^t,y)  über,  welches  nur  Potenzen 
y^*"""^,  y~''""*,  •  •  ■  in  endlicher  Anzahl  besitzt. 

§  372.  Wir  gehen  nun  zu  dem  allgemeinsten  Falle  über.  Eine 
Seite  des  Newton'schen  Polygons  möge  sich  vom  Punkte  (m,  fi)  bis 
zum  Punkte  (n,  v)  von  rechts  nach  links  erstrecken,  und  zwar  möge 
w  =  (n  +  <y)  sein.  Wenn  femer  x  =  uy^  eingesetzt  wird,  sollen  die 
auf  dieser  Seite  liegenden  Eckpunkte  die  höchsten  Potenzen  von  y 
aufweisen.     Es  muss  also 

(8»)    mQ  +  ii  =  n(f  +  v,    Q  =  '^  =  ^      (v  —  ii=pt,  6^qt) 

sein,  wobei  ^  die  kleinste  Benennung  des  Bruches  q  angiebt.    Kommt 

zwischen  den  beiden  Grenzpunkten  der  Seite  noch  ein  anderer  System- 
punkt (m\  ft')  auf  ihr  vor,  so  ist 

mp  +  ft  =  w>  +  |it';        (m  —  m')p  =  (^'—  (i)q, 

und  da  p  und  q  theilerfremd  sind,  so  muss  es  eine  ganze  Zahl  h  geben, 

für  welche 

m'=m  —  hq,      jx'=fi  +  Äp 

wird.     Die  höchsten  Potenzen  von  y  werden  also  durch  Glieder 

(16)  Ma^yt"  +  M'sf'^i^'^  +  M'a^-^^xf'+'^p  -) f-  Naf^^yf^* 

geliefert.     Die  übrigen  Systempunkte  mögen  generell  durch 

Dx^y^ 
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bezeichnet  werden.     Jetzt  machen  wir  die  Substitution 
(IC)  x  =  uy^  +  x,        (p-f) 

und  erhalten  als  transformirte  Glieder  ohne  x^ 

/'lia\  V  >  ^77  ;y  7 

als  solche  mit  x^ 

u.  s.  w.     Dabei  ist 

(17)     ft  +  P^  >  *  +  9^7      ft  +  ()  (w  —  1)  >  *  +  p  (d  —  1) ,  •  •  • . 

Das  Aggregat  der  ersten  Glieder  in  (11*)  wird  verschwinden,  wenn 
ti  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(12»)  JJfw*^  +  JlfV*-^)?  +  M'V*-«)«  H 1-^=0 

ist.  Man  überzeugt  sich  sofort  davon,  dass  für  eine  Ä- fache  Wurzel 
von  (12*)  auch  die  zu  (16)  gehörigen  Glieder  mit  x^^  x^,  •  •  •  ic*"~^ 
verschwinden,  wahrend  die  mit  x\  von  NuU  verschieden  bleiben.  Giebt 
man  dem  u  in  (10*)  alle  Wurzelwerthe  von  (12*)  und  rechnet  jeden 
in  der  Multiplicität,  mit  welcher  er  als  Wurzel  auftritt,  dann  giebt  es 
rg  =  <y  Entwickelungsmöglichkeiten  (10*)  von  a;,  bei  denen  die  Seitevon 
(m,  fi)  bis  (w,  v)  das  leitende  Glied  liefert.  Führt  man  dies  Verfahren 
bei  allen  übrigen  Polygonseiten  durch,  so  kommt  man  zu  genau  so  vielen 
Entwickelungsanfängen,  als  der  Grad  von  (1)  in  x  angiebt. 

§  873.  Wir  legen  jetzt  eine  Ä-fache  Wurzel  von  (12*)  den  wei- 
teren Betrachtungen  zu  Grunde. 

Es  werden  dann,  wenn  wir  (1)  durch  (10*)  transformiren,  in  dem 
neuen  Polynome  fi{x^y  y)  aus  dem  Aggregate  der  zu  (w,  ft)  •  •  •  (w,  v) 
gehörigen  Glieder  diejenigen  verschwinden,  welche  mit  x^y  x^^  •  •  •  a?*~^ 
multiplicirt  vorkommen  würden;  dagegen  ist  der  Coefficient  des  mit 
x\  multiplicirten  Gliedes  von  Null  verschieden.  Es  sind  die  Coeffi- 
eienten,  wenn  man  die  höchsten  Glieder  in  y  heraushebt,  von 

x^      gleich  DM''.y<^+?^; 

ä:*-!  gleich  D(^^  j)  m^-*+i  •  y«^+pW-*+i) ; 

x\      gleich  (jtf(^)  «♦"»-*  +  M'  ("j/)  m'^'-*  +  •••)•  y^+^c«-*) ; 
aj*+i  gleich  [mi^^'^^^^-^-^ ^-M 
oder,  wenn  dieses  Glied  verschwindet, 

gleich    -D  (fc  +  i)  w^-*+'  •  t/<^+?(^-*-i) . 
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Würde  eine  Seite  des  Newton'schen  Polygons   nach  ihrer  Hori- 
zontalcomponente  von  (k  -f- 1)  bis  (k)  gehen,  dann  müsste  in  Xi  =  Uiy^^ 

(>i(t  +  1)  +  ft  +  p(w  —  *  —  1)  ^  Pi^*  +  f*  +  p(w  —  ^)  d.  h.  (>i  =  p 
oder  bei  Eintreten  der  zweiten  eben  erwähnten  Eventualität 

(>i(*  +  1)  +  *  +  C>(^  —  *  —  1)  =  Pi*  +  f*  +  p(w  —  *)  d-  b-  Pi  >  9 
gesetzt  werden,  wie  aus  (17)  folgt,  da  ja  hier 

Pi  =5=  e  +  [(fi  +  gm)  —  (*  +  Qd)] 
sein  würde.    Machen  wir  die  gleiche  Substitution,  um  die  Steigung  der 
Polygonseite  zu  erhalten,  deren  Horizontalcomponente  von  (k)  bis  (k  —  a) 
geht,  (<x  =  lj2j'  •  -k),  so  ist  zu  setzen 

Q^k  +  ft  +  (fim  —  k)  =  QiQc  —  «)  +  *  +  Q(m  —  k  +  a)  d.h.  Qi<q, 
da  ja  hier 

(18)  Qi  =  Q-~  [(**  +  Pm)  -  (*  +  Qd)] 

sein  wird.  Dies  zeigt,  dass  eine  Seite  des  Polygons  ihren  linken  End- 
punkt in  {k,fi  -f-  q{^  —  ^))  hat,  und  dass  die  links  davon  liegenden 
Seiten,  deren  Horizontalcomponenten  zusammen  k  betragen,  sämmtlich 
durch  Substitutionen  Xi^=u^y^^  befriedigt  werden,  bei  denen  Pi<  p  ist. 
Den  Schlusssätzen  des  vorigen  Paragraphen  gemäss  giebt  es  also 
k  und  auch  nur  k  Entwickelungen  x  =  uy^  +  **iy^S  böi  denen  Qi<q 
wird.  Das  ist  so  zu  denken,  dass  für  die  Horizontalcomponente  von  (k) 
bis  (0)  entweder  k  Seiten  bestehen  von  der  Länge  1  der  Horizontalcom- 
ponente, oder  auch  weniger  Seiten  mit  grösserer  Horizontalausdehnung. 
Wir  wollen  allgemein  annehmen,  dass  eine  der  Seiten  betrachtet  werde, 
welche  von  {m^)  bis  (wi  —  ö^)  sich  erstreckt.  Dabei  ist  natürlich 
öi^k  ^t]  denn  (12*)  kann  Wurzeln  höchstens  in  der  r- fachen  Multi- 
plicität  besitzen.  Das  zugehörige  q^  wird  nach  (18)  den  Nenner  6^ 
haben;  wir  setzen  es,  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht, 

(19)  Q^  =  ^'^     <yi  =  3ii^i,     also     qqiri<qt  =  6<a. 

Von  hier  ab  wiederholen  sich  die  früheren  Schlüsse.  Der  Werth  von 
Mj  wird  durch  eine  Gleichung  bestimmt  werden,  welche  der  Gleichung 
(12*)  entspricht, 

(12^)  M^u\^9^  +  JlfiVft-i)?i  H ^-  i^j  =  0, 

bei  der  die  Multiplicität  einer  Wurzel  die  Ordnung  r^  nicht  übertreffen 
kann,  u.  s.  w. 

Transformirt  man  dann  fi(x^,y)  durch 

so  konunt  man  zu  fi(x^,y)  u.  s.  f.    Die  neue  Substitution  x^  =  u^y^ 
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fährt  auf  q^  <  q^-^  bringt  man  q^  auf  die  kleinste  Benennung  p^ :  q^ 
und  setzt  q  -  Qi'  qf  ^  so  wird  dies  wieder  <  a,  u.  s.  f  So  folgt,  dass 
die  Nenner  q^  qi,  q^f'  -  -  nicht  alle  grösser  als  1  sein  können.  Von 
einer  gewissen  Stelle  ab  werden  alle  qx  gleich  1  sein.     Führt  man 

in  (1)  ein,  wobei  qr  der  letzte  Nenner  ist^  der  die  Einheit  übertrifft; 
so  wird 

werden,  derart,  dass  die  Entwickelung  der  entsprechenden  Wurzel  von 
^  =r  0  nur  ganze  Potenzen  von  17  enthält.  Ja,  wenn  man  alle  a  Ent- 
wickelungen  in  Betracht  zieht,  kann  man 

y  =  ^^ 

so  bestimmen,  dass  sämmtliche  a  Entwickelungen  der  Wur- 
zeln X  von  f{Xyri^)=^0  nur  nach  ganzen,  abnehmenden  Po- 
tenzen von  17  fortschreiten. 

Bevor  wir  diese  letzte  Eigenschaft  bewiesen  hatten,  war  es  noch 
nicht  möglich,  zu  erkennen,  dass  durch  eine  Substitution  (14)  Glieder 
in  y  getilgt  werden  konnten,  derart,  dass  nur  niedere  Potenzen  als 
y~^  vorkommen;  denn  bei  jedem  Fortschritte  der  Substitution  hätten 
durch  neue  Nenner  des  q  neue  Glieder  eingefilhrt  werden  können, 
deren  Exponenten  zwar  abnehmen  müssen,  aber  sich  doch  einer  festen 
Grenze  hätten  nähern  können.  Das  ist  jetzt  ausgeschlossen,  da  kein 
Exponent  einen  Nenner  >  Q  haben  kann.  Der  Schlusssatz  aus 
§  371  gilt  in  jedem  Falle. 

Nun  denken  wir  uns  (1)  nach  x  aufgelöst;  die  a  Wurzeln  werden 
Functionen  von  y  sein;  man  nennt  sie  algebraische  Functionen.  Be- 
zeichnen wir  sie  mit   (öi(y),  ^^{y)\  •  •  *  ^aiy)^   so  ist 

(20)    f{x,  y)  =  Co(y)  •  (x  -  »^(y))  {x  —  ©^(y))  ...  (x  —  Wa{y)) , 

wenn  C^{y)  den  Coefficienten  von  af^  in  f{x^  y)  bedeutet.  Entwickelt 
man  ferner  alle  cd  nach  fallenden  Potenzen  von  y  in  Potenzreihen  und 
setzt  dies,  sowie  einen  der  Werthe  (14)  in  (20)  ein,  so  muss  in  dem 
Producte  rechts  jede  Potenz  von  y,  die  höher  als  y"**  ist,  verschvnnden. 
Also  stimmt  (14)  mit  den  Entwickelungen  eines  <q  in  den  ersten  Glie- 
dern übereiü,  und  diese  üebereinstimmung  kann  durch  Yergrösserung 
von  r  beliebig  weit  getrieben  werden.  So  erkennt  man:  Die  Reihen 
(14)  liefern  die  Anfangsglieder  der  Reihenentwickelungen 
der  Wurzeln  x  von  (1). 

§  374,  Durch  diese  Resultate  haben  wir  die  Mittel  in  Händen, 
die  zu  Anfang  dieser  Vorlesung  aufgeworfene  Frage  zu  erledigen. 
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Wir  sahen  (§  136,  Bd.  I),  dass  die  Resultante  von 

f{x)  =  «0^  +  CLi^"^  +  ag^-«  -I \-amy 

'g{ß)  =  6o^"  +  &i^'""'  +  &a^"^  H h  &n 

durch  die  Formel  bestimmt  ist 

Um  =  o;?(«i)?(«.)  •  •  •  ^W  =  (-i)""'«'r/"(^i)/"(^«)  •  •  •  fißn), 

in  welcher  die  a  die  Wurzeln  von  f=0,  die  /5  die  Wurzeln  von  5^  =  0 
bezeichnen. 

Wenden  wir  dies  auf  die  beiden  Gleichungen 

an,  und  nennen  x^y  x^^  -  -  ^  Xm  die  Wurzeln  x  von  /"(a;,  y)  =  0  bei  un- 
bestimmten y,  und  li.  Ig,  •  •  •  5«  diejenigen  von  9{Xj  y)  =  0\  ferner 
«^(y)  und  &o(y)  die  höchsten  Coefficienten  von  f  und  von  </,  so  folgt 

.  .         ii/,8(y)  =  (^l(jf) ' 9(^17 y)9{^i>y)  •"  9(^m,y) 
^  ^  =  (-  ir « &:(y) -mi,  y)f{i.>  y)  •  •  •  m«,  y) 

als  Eliminante.  Hat  man  die  Anfangsglieder  der  Reihenentwickelungen 
der  xi  und  der  ^i  nach  fallenden  Potenzen  von  y,  so  giebt  jeder  der 
beiden  Ausdrücke  in  (21)  ein  bequemes  Mittel,  den  Grad  von  B  zu 
bestimmen,  da  ja  die  Gradbestimmung  jedes  einzelnen  Factors  ohne 
Mühe  geliefert  werden  kann.  Jeder  dieser  Grade  ist  eine  ganze  oder 
gebrochene  positive  Zahl,  weil  die  ai  in  y  mindestens  den  Grad  Null 
haben.  Ihre  Summe  ist  eine  positive  Zahl,  welche  wegen  der  Bedeu- 
tung von  R  auch  ganz  sein  muss.  Führt  man  hinlänglich  viele  Glie- 
der der  Entwickelungen  ein,  so  kann  man  auf  diesem  Wege  sogar 
die  gesammte  Eliminante  herstellen. 

Nehmen  wir,  um  das  Verfahren  an  einem  Beispiele  zu  erläutern, 
etwa  wie  in  §  370 

fix,  y)=-{y-  \)r'  +  y'x*  +  (2y»  -  2y)x  +  (y*  _  y*  +  1), 

SO  haben  wir  dafür  ^  ^ 

a^i  =  — y^H ,     a;3=y=n;.y*  H ,    a:,  =  -  "/— ly' +.... 

Hierzu  nehmen  wir  als  zweite  Function 

g{x,  y)  =  (y«  +  l)x^  +  (y»  _  2y  +  Z)x  +  (2y*  +  y  -  2), 

und  dann  ergiebt  sich  für  die  Gradbestimmung  von  22/,  g  (y) 

[«o(y)]  =  1 ;      0/(3^1,  y)]  =  6,      \g{x^,  y)]  =  [g{x^,  y)]  =  4, 

[^/,.(y)]  =  2  +  6  +  4  +  4=16; 

also  tritt  gegen  das  Product  der  Dimensionen  eine  Verminderung  der 
Wurzelanzahl  um  4  ein. 
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Wenn  wir  dasselbe  Verfahren  auf  Bf^g(x)  anwenden,  ergiebt  sich 
/•(^,  y)  =  y*  +  a;y  +  (2a:  -  l)y»  +  (^  -  2^)y  +  (-  a^  +  1), 

±  i 

[J8/. .  (^)]  =  0  +  8  +  3  +  3  +  2  =  16. 

Im  Allgemeinen  genügt  es,  die  Werthe  der  leitenden  Exponenten 
zu  kennen,  um  die  Oradzahlen  zu  bestimmen;  doch  kann  es  vorkommen, 
dass  man  mehrere  Glieder  der  Entwickelung  braucht.  Dies  tritt  ein, 
wenn  in  g{xay  y)  durch  Einsetzen  von  Xa  ==  uy^  die  höchsten  vorkom- 
menden Glieder  in  y  vermöge  des  besonderen  Werthes  von  u  sich 
zerstören*). 

§  375.  Obwohl  das  angegebene  Verfahren  hinsichtlich  der  Leich- 
tigkeit der  Rechnung  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt,  so  führt  es  doch 
nicht  auf  einen  Ausdruck,  welcher  aus  den  durch  beide  Gleichungen 
gelieferten  Elementen  symmetrisch  zusammengesetzt  wäre.  Ein  solcher 
soll  jetzt  abgeleitet  werden. 

Wir  gehen  dazu  auf  die  Resultantenform  (3)  aus  §  136,  Bd.  I 
zurück,  setzen  statt  der  ax  die  Xx,  d.  h.  die  Wurzeln  von  f{Xyy)  =  0 
bei  unbestimmten  y  und  statt  der  ßx  die  |;{,  d.  h.  die  Wurzeln  von 
g{Xy  y)  =  0   ein.     So  konmit 

RfAy)  =  «;(y)6?(y)(^i - 5i)(^i - S,)  •  •  •  (^ - 1«) 

(^2  —  5i) (^2  —  ^2)  •••  (^2  — S») 


heraus,  und  für  die  Xx,  ix  tragen  wir  die  Ent Wickelungen  nach  fallen- 
den Potenzen  in  y  ein.  Dann  ist  der  Grad  einer  jeden  Differenz 
(2Pji  —  S/i)  durch  den  Grad  desjenigen  der  Elemente  bestimmt,  welches 

*)  Magnus  hat  J.  f.  M.  Bd.  26,  p.  365  die  Methode  als  incorrect  angegriffen. 
Sobald  man  auf  die  letzte  oben  gemachten  Bemerkungen  achtet,  ist  sie  vollkommen 
correct.  Das  von  Magnus  gegebene  Beispiel,  bei  welchem  die  Ordnuftgen  un- 
richtig werden  sollen,  ist 

^(«1  y)  =  «"—  (6y  —  ^)x  +  8y'  —  12y  -f  5  =>  0  . 
Falls  man  als  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  annimmt 

ai=y  +  V,        ic,  =  2y  —  6  +  a;,',        a?,  =  4y  —  2  +  a;,' , 
ergiebt  sich  richtig 

Vgl.  J.  f.  M.  27  (1844),  p.  379. 
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den  höheren  örad  in  y  besitzt.  Sind  xx  und  |^  von  gleichem  Grade, 
dann  müssen  die  Entwickelangen  so  weit  getrieben  werden,  dass 
(xi  —  ifi)  in  seinem  nicht  verschwindenden  leitenden  Gliede  bekannt 
ist.    Es  sei 

[Xa]  =  Ta ,  [6a]  =  Qa  • 

Die  »"i,  ^2?  •  *  •;  sowie  die  pi,  Pa,  •  •  •  mögen  in  eine  einzige  Reihe  von 
nicht  abnehmenden  Gliedern  eingeordnet  sein.  Dann  sind  so  viele  von 
den  Differenzen  (xx  —  6/<)  ^om  Grade  r«,  als  Grössen  Qu  (ft,  '  -  -  vor- 
handen sind,  die  kleinere  Werthe  als  r«  haben.  Setzen  wir  also  fest, 
dass  ka  bedeuten  soll,  wie  viele  unter  den  Grössen  q^  Ps;  *  * '  kleiner 
sind  als  r«;  imd  x«,  wie  viele  unter  den  Grössen  ri,»'a,  •••  kleiner  sind 
als  Qa,  (wobei  man  i.  A.  f&r  gleiche  Grade  nach  Belieben  die  Ta  den 
Qa  vor-  oder  nachsetzen  kann),  dann  wird  die  Gradbestimmung  der 
Eliminante  durch  die  symmetrisch  gebaute  Formel  geliefert 

In  dem  von  uns  oben  behandelten  Beispiele  ist 

Pi=l;   P2==l;       ^=2,   rg  — y,    r^  —  y;     K]  =  1 5 

x,=  2,   x,=  2i      \^2,   Jc,  =  0,    Ä^  =  0;       [6o]=2; 

[-B/,p(y)J  =  2. 1  +  3. 2  +  4  +  2  +  2  =  16. 

§  376.  Eine  Methode  der  Eliminantenberechnung  ist,  wie  ange- 
deutet wurde,  in  dem  Besprochenen  enthalten.  Wir  wollen  hier  noch 
eine  andere  kurz  herleiten,  welche  von  Labatie*)  angegeben  worden 
ist.  Sie  geht  von  dem  Algorithmus  der  Bestimmung  des  grössten  ge- 
meinsamen Theilers  aus.     Sind  die  beiden  vorgelegten  Gleichungen 

(22)  /■(«i,«,)  =  o,    /;k,*,)-=o, 

dann  kann  man  auf  rationalem  Wege  den  grössten  gemeinsamen  Theiler 
fr{ßi7^%)  der  beiden  Polynome  f  und  f^  bestimmen  und  • 

ansetzen.  Jede  Wurzel  von  /)•  =  0  ist  auch  eine  Wurzel  von  (22) ; 
neben  diese  treten  die  Wurzeln  von 

9>  =  0;  /;  =  0     und     9,  =  0,  /;  =  0, 

welche  zwar  unter  jenen  schon  vorkommen,  die  aber  doch  die  Multi- 
plicitat  der  betreffenden  Wurzeln  von  fr  =  0  beeinflussen;  und  femer 
noch  die  Wurzeln  der  beiden  Gleichungen 


*)  Labatie,  Methode  d'^limination  par  le  plus  grand  conLmun  diyiseur  en- 
ti^rement  rectifi^e  et  appliqu^e  etc.    Paris  1835.  Bachelier. 
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9K7  ^«)  =  0,       9>i(^n  ^ä)  =  0, 
deren  Polynome  zu  einander  theilerfremd  sind.    Diese  bilden  natürlich 
den  Hanpttheil  der  Untersuchung,  und  ihnen  wollen  wir  uns  zuwenden, 
indem  wir  Toraussetzen,   dass  (22)  schon   von  gemeinsamen  Pactoren 
der  Polynome  befreit  wäre. 

Wir   verwenden   die   Resultate   von   §  345.     Die   dortige   Formel 
(5)giebt 


wobei  /"r  =  1  gesetzt  ist.  Die  9^,  g>^,  •  •  •  q>r]  V'i,  V'j;  •  *  •  ^r-2  sind 
ganze  Functionen  von  jer,  allein.  Wir  können  i^a  und  (pa+i  ohne  ge- 
meinsamen Theiler  annehmen.  Denn  haben  beide  Functionen  einen 
solchen,  so  hat  ihn  auch  fa-^-iQu+i-  Nun  sind  aber  (§  345)  die  fa  als 
derartige  Functionen  vorausgesetzt,  dass  sie  keinen  von  0^  freien  Fac- 
tor besitzen;  demnach  haben  tjfa,  ^a+s;  Qa-^i  einen  gemeinsamen  Theiler, 
und  mit  diesem  kann  dann  die  ganze  Gleichung  durchdividirt  werden. 
Wir  bezeichnen  nun  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von 

^1 ,  9>g    mit    dl ;  ^  und    ^    sind  ganz  und  theilerfremd 


dl 

»1  ^1 »» 


7  9^5    7;    ^ ; 


^*          und 
»1 

9t 

9* 

%  %  ^t 

9>» 

?>  7?  ?7  79 


n  7?  77  77 


wobei  zu  bemerken  ist,  dass  wir  ä^  =  1  hätten  setzen  können. 
Wir  entnehmen  femer  aus  §  345,  (9),  (10) 

(23)  (^i^a  •  •  •  ^2_j)/'=  Sij^t  •  fx  —  9)ji+i  Si  •  /i+i, 

(24)  (*!*,•••  *i-i)/i=T2+i./i  — 9?a+iT,./i+i7 

(25)  fTi  -  f,8, (9>,%  •  ■  •  9^2)/i, 

(26)  fTr  —  ftSr=-(p,q>,    •••    9>r. 

Wir  beweisen  nun  die  folgenden  Sätze:  Die  Function  Sz^i  ist 
durch  das  Product  d^d^'-dz^i  theilbar.  Wir  nehmen  an,  der 
Satz  wäre  für  Si  und  rf^d^  •  •  •  di_-2  schon  bewiesen.    Dann  folgt  aus  (23) 

(2i\     '^^^^  •  •  •  ^^-1  f      _  ,^  _  /•  _  ?yi        ^^        ^ 

hier  ist  nach  der  Definition  der  dx  die  linke  Seite  ganz;  ebenso  nach 
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Definition  und  nach  der  letzten  Voraussetzung  der  zweite  Summand 
der  rechten  Seite;  also  auch  der  erste.  Da  aber  fx  keinen  von  z^  un- 
abhängigen Theiler  besitzt,  so  ist  Sx^i  durch  d^d^-  •  -  dx^i  theilbar. 
Der  Satz  gilt  daher  allgemein,  wenn  er  für  A  =  2  richtig  ist,  wenn  also 
8^  durch  d^=l   sich  theilen  lässt.     Das  ist  aber  selbstverständlich. 

Ebenso  ist  die  Function  Tx^i  durch  das  Product  d^d^'-dx^\ 
theilbar.     Das  folgt  ebenso  aus 

^^^^        d^d^"  d;i_/i  "^  dl  d,    •  •  d^_/^         d^_^  d^d^"  dj,_J^+^ ' 

Wir  können  demnach  aus  (25)  und  (26)  die  Gleichungen  folgern 

(29)  fd,d,-'-d,^,-f^d,d,-'-d,__, (?|  •••  ^Jf'^ 

\y^J  f  d    d    ..  .  A  11  A    d    .  .  .  A  1      A 


djdj-d^^g        'irfid,  •••  d^_2  1    dj  d^_g 

Aus  den  vier  letzten  Gleichungen  lassen  sich  die  Labatie 'sehen 
Resultate  ablesen.  (30)  zeigt,  dass  jede  Wurzel  (^i,  gj)  von  (22)  min- 
destens einen  der  Quotienten 

r^^\  fi      Ti     ?±  ^>- 

^^  1'     d,'     d,'    •••    d,_j' 

welche  sämmtlich  ganze  Functionen  von  z^  allein  sind,  zum  Verschwinden 
bringt.  Es  sei  ,  "*"  die  erste  der  Functionen  (31),  die  für  e^  =  ^ 
gleich  0  wird.  Dann  zeigt  (29),  dass  /i(£i,  £2)  =  0  ist.  Demnach  wird 
för  (gl,  gj)  sein  müssen  /i  =  0,  -r^  =  0. 

Wenn  umgekehrt  (ti,  t^)  gleichzeitig  die  Functionen  fx  und  -^^ 
zu  Null  macht,  dann  zeigen  (27)  und  (28),  dass  für  (J^,  g^)  auch 

dl  d^ ' '  •  d2__j^  d^d^  '  -  •  d2_i      ^ 

verschwinden.  Der  erste  Factor  jedes  dieser  Producte  ist  relativ  prim 
ZU     ,  "^      und    daher   nicht    gleich   0    für    z^  =  g^.     Deswegen    wird 

/^(Si;S2)  =  0  und  fi(ti}ti)  =  ^'  Somit  gilt  der  Satz:  Jede  Wurzel 
von  (22)   befriedigt   mindestens   eins  der  Gleichungssysteme 

(32)      f,(g„z,)  =  0,      ^^  =  0        (A  =  l,2,  ...r-1); 

und  umgekehrt  liefern  die  Wurzeln  von  (32)  sämmtliche 
Wurzeln  von  (22). 
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Sechsunddreissigste  Vorlesung. 
Symmetrisclie  Fanctionen  mehrerer  GrSssenreihen. 

§  377«  Wie  bei  zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten^  so 
kann  man  auch  bei  drei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  nach  den 
charakteristischen  Bedingungen  für  das  Bestehen  gemeinsamer  Wurzeln 
fragen.    Wenn 

M;  ^2)  =  0,       9{b^,  ^2)  =  0,        AK,  z^)  =  0 
die  drei  Gleichungen  sind,   und  /*  s=s  0 ,  ^  =  0   eine  endliche  Anzahl 
von  Wurzeln  Sa?  SaiJ  Sis;  fga?  *••  5i*;  Sa*    haben,  dann  besteht  die  ge- 
suchte Bedingung  offenbar  darin,  dass  die  „Resultante'^ 

sei.  Diese  Function  links  hat  die  Eigenthümlichkeit,  dass  sie  sich 
nicht  ändert,  wenn  man  die  zweiten  Indices  der  S;^,  ^  beliebig  unter 
einander  vertauscht.  Hierdurch  kommt  man  zu  dem  Begriffe  der  sym- 
metrischen Functionen  von  zwei  Grössenreihen;  und  schon  durch  die 
soeben  gegebenen  Andeutungen  wird  ihre  Bedeutung  f&r  die  Theorie  von 
Gleichungssystemen  ersichtlich.  Allgemein  könnte  man  symmetrische 
Functionen  von  beliebig  vielen  Grössenreihen  definiren  und  studiren; 
wir  ziehen  es  aber  vor,  die  Theorie  fQr  drei  Reihen  von  je  h  Grössen 

(1)  (^1,  Vu  ^1)  >     (^27  y«;  ^2) ,  •  •  •   (^*>  Vkj  et) 

durchzuführen,  da  es  hierbei  schon  völlig  klar  wird,  wie  die  Resultate 
auf  mehr  Reihen  zu  übertragen  sind,  und  da  andererseits  die  Darstellung 
durch  diese  Beschrankung  an  Einfachheit  gewinnt. 

Wir  nennen  eine  Function  der  unbestimmten  Grössen  (1)  dann 
eine  symmetrische  Function  dieser  drei  Reihen,  wenn  sie  ihre 
Form  bei  jeder  Vertauschung  der  unteren  Indices  1,  2,  •  •  •  Ä  beibehält, 
oder,  was  das  Gleiche  aussagt,  bei  jeder  Vertauschung  der  Tripel  (1). 
Jede  ganze  Function  dieser  Eigenschaft  heisst  eine  ganze  symme- 
trische Function;  jede  ganze  symmetrische  Function,  deren  Glieder 
sammtlich  durch  Vertauschung  der  Indices  aus  einem  ihrer  Glieder 
hergeleitet  werden  können,  heisst  eine  eintypige  symmetrische 
Function.  Daraus  folgt,  dass  jede  ganze  symmetrische  Function  als 
Summe  v^on  eintypigen  symmetrischen  Functionen  dargestellt  werden 
kann,  so  dass  es  ausreicht,  statt  allgemein  ganze  symmetrische  Func- 
tionen zu  betrachten,  allein  eintypige  zu  untersuchen. 

So  lange  nur  ein  System  von  Grössen  gegeben  war,  ^1;  Jß^g,  •■•  Jß^*, 
hatten  wir  als  elementare  symmetrische  Functionen  diejenigen  hervor- 
gehoben, welche  von  einer  der  Formen 
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waren^  also  diejenigen  eintypigen,  bei  denen  in  jedem  Summanden  nur 
yerschiedene  untere  Indices  vorkommen.  In  ähnlicher  Weise  wollen 
wir  hier  elementare  symmetrische  Functionen  der  drei  Reihen 
Xaj  ya,  Ba  diejenigen  eintypigen  nennen^  in  denen  kein  Summand  den 
gleichen  unteren  Index  mehrere  Male  besitzt.  Die  Bezeichnung  ge- 
schieht am  einfachsten  mit  Hülfe  dieser  Indices 

S(a?i)  =  Cioo  >         S{y^  =  Coio ;         ^K)  =  ^ooi  7 

Dass  unsere  Definitionen  für  eine  und  für  mehrere  Reihen  wirk- 
lich analoge  Bildungen  aufweisen^  zeigt  auch  die  folgende  Betrachtung. 
Wir  verstehen  unter  x,  A,  fi  willkürliche  Parameter  und  bezeichnen 

(3)  ta  =  XXa  +  ^Va  +  ^^a  («  =  1,  2,  •  •  •  Ä)  ; 

die  symmetrischen  Functionen  der  (3)  nennen  wir 

(4)  S{t,)  =  Y, ,    Sit^t,)  =  y„     Ä(<, <,g  =  y, ,  • .  • 

und  finden  dann  für  sie 

y%  =  ^^Cjoo  +  X  ACjio  +  «f*Cioi  +  ^*Co2i  +  ^f*^ii  +  /**Coo2 ; 


(5) 


so  dass  also  die  symmetrischen  elementaren  Functionen  der  Grössen  (3) 
linear  durch  die  der  Reihen  (1)  dargestellt  werden  können. 

Wir  wollen  weiter  auch  Functionen  einführen,  welche  den  Potenz- 
summen einer  Reihe  von  Grössen  Sa  =  S(js^)  entsprechen.  Diese  Sa 
sind  solche  eintypige  Functionen,  bei  denen  nur  ein  einziger  unterer 
Index  in  jedem  Summanden  auftritt  Dieselbe  Definition  behalten  wir 
hier  bei  und  setzen  in  entsprechender  Weise 

(6)  Six'.yß.grJ^s^^ß^y. 

Bezeichnen  wir  die  Potenzsummen  der  ta  mit  <fi,  <f^y  <fz9  ' '  '  7  ^o  er- 
kennen wir  leicht,  dass  die  6  sämmtlich  linear  aus  den  Sa^y  zusammen- 
gesetzt sind.     Es  wird  nämlich 

(7)  <^%  =  «'«200  +  2xASiio  +  2xfASioi  +  ^^s^  +  2A/i5ou  +  (i^s^ , 
^<o=^-^^x(fX^li^s^ot,        (p  +  tf  -I-  r  =  o). 
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§  378.  Die  in  §  93,  Bd.  I  aufgesteUte  Formel  (7)  liefert  die 
Darstellungen  der  6a  durch  die  }/«•  Tragt  man  in  diese  Formeln  die 
Werthe  (7)  und  (5)  ein  und  setzt  die  Goefficienten  gleicher  Potenz- 
producte  von  x^  k,  fi  rechts  \ind  links  einander  gleich^  so  erhält  man 
die  Sa(iY  sämmtlich  durch  die  Caßy  ausgedrückt.  So  erhält  man  bei- 
spielsweise die  Resultate 

^00  ^^  ^100 ;       ^200  ^=  ^100       2^200 ,       ^^^q  =  c^qq  Cq^q       c^q ,  •  •  • 

C")  ^500  ^^  ^100 ^  ^00 ClOO  +  3  ^300  ,    ^210  =  ^100 ^10 ^200 ^010 ^110  ^100  T"  ^210  ; 

^^111  ^^  ^^00^010^001  ^100^011  ^010^101  ^001^110     f     ^111  ;  '  * '  • 

Die  letzte  Formel  zeigt^  dass  die  s  hierbei  nicht  nothwendig  ganzzahlige 
ganze  Functionen  der  c  zu  werden  brauchen.     (Vgl.  §  385.) 

umgekehrt  giebt  die  Formel  (10)  aus  §  94  Bd.  I  die  Darstellung 
der  y«  durch  die  6a  und  damit  diejenige  der  Ca^y  durch  die  ««^y.  So 
erhält  man  z.  B. 

^00  ^^  ^100  f         ^010  ^^^  ^010  ;    * ' ' 

^^00  ^^  ^100 ^200  j  ^110  =  ^100^010  ^110  }    ' ' ' 

(9)       6c?8oo  =  «100  35100^200  +  2^800  7 

^^210  ^""^  ^100  ^010  ^^100^110  ^010^200     I     ^^210  > 

^111  ^^  ^100  ^010^001  ^100^101  ^001^101         ^001^110     r  ^^lll  y  '  '  ' 

Es  ist  nicht  schwierig,  mit  Hülfe  von  (7),  §  92  Bd.  I  und  (10), 
§  94  Bd.  I  die  zt;i  (8)  und  (9)  gehörigen  allgemeinen  Ausdrücke  ex- 
plicit  darzustellen;  doch  hat  das  für  uns  keinen  Zweck. 

Ebenso  können  aus  allen,  früher  für  eine  Yariablenreihe  auf- 
gestellten Formeln  durch  Eintragung  der  y  und  der  6  neue  hierher 
gehörige  Beziehun^n  hergeleitet  werden.    So  ergiebt  z.  B.  die  Formel 

unter  anderen  die  Becursionsformel 

(«  +  3)5a-|-2,l,0  =  (a  +  2)Cioo5Ä-f.i,i,o  +  Cblo5a+2,0,0  —  C20o5a,l,0  —  Clio5a4- 1,0,0. 

§  379.  Den  Betrachtungen  in  §  96,  Bd.  I  entsprechen  jetzt  ähn- 
liche, mit  deren  Hülfe  es  gelingt,  alle  eintypigen  Functionen  durch  die 
Potenzsummen  Saßy  ^^^  folglich  nach  dem  vorigen  Paragraphen  auch 
durch  die  Caßy  darzustellen. 

Man  hat  zunächst,  wenn  (a^  —  ö^s)  (A  —  A)  (^i  —  ^2)  =f^  ^  ^s^; 
die  Formel 

^(^'»?'^?0^(^y?'^0  =  5(a;?»+««j/^^+/**iery^+>'»)  +  /S(a:?iyf»;?y'a;?»y^*j8ry») 

und  also  daraus 

Netto,  Algebra.    U.  5 
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Wenn  alle  Differenzen  «^  —  o^,  ß^  —  ß^^  Yi-^y^  Null  werden,  dann 
und  nur  dann  tritt  in  der  vorletzten  Formel  eine  Aenderung  ein,  indem 
der  letzte  Summand  der  rechten  Seite  in  2S{afl^y{^z\^afl^y^^^zyf)  über- 
geht.    Man  hat  deshalb  als  Ergänzungsformel 

Mit  Hülfe  von  (10)  und  (10*)  kann  man  sonach  sämmtliche  eintypigeu 
ganzen  symmetrischen  Functionen  darstellen,  in  deren  einzelne  Glieder 
nicht  mehr  als  zwei  untere  Indices  eingehen.  Die  Methode  für  den 
weiteren  Fortschritt  ist  jetzt  ersichtlich. 

Sind  die  drei  Tripel  a^, /J^,  y^;  «g,  ft,  y^",  «»,  ^s?  ^s  ^^^  einander 
verschieden,  d.  h.  so  beschaffen,  dass  nicht  gleichzeitig  die  drei  Ele- 
mente des  einen  gleich  den  drei  entsprechenden  eines  anderen  sind, 
dann  ergiebt  sich 

S{afl^yfi^^zy^af^^y^^^zy/)  fif(ir^>y/f»j?y»)  =  S(a:^i+««yf»+/*»^y»+>'»a;?«y«J*jery») 
+  S(a;^>yfije?y»  a;^*+'*»y^»+/*»;efy»+>'»)  +  5(a;?iy<Ji;8ryia:5»yf*;8f5»a;5[»y^»;gr$>) 
und  also  daraus  mit  Hülfe  von  (10) 

Auch  hierzu  gehören  ergänzende  Formeln.  Ist  etwa  «1  =  02,  i3i  =  Ä, 
^1  =  ^2?  ^^^^  ^8;  A?  ys  ^on  «1, /?!,  yi  verschieden,  so  wird  jedes  Glied 
von  S(x"^^y{^^^zy'3f!^^y?^^zy^aff/y^^*zl»)  links  in  (11)  zweimal  auftreten.  Dem- 
nach entsteht 

S{x<^y,zyx«,yfi,zyx^^^y?^^zy/)  =  4««/*y^«i/^xyi  —  ^«/Jy««+ai./»+/»ny+y. 
(11*)  1  , 

Wenn  endlich  auch  noch  a^  =  «^  =  «j ,  ß^^=  ß^=  ß^^  y^  =  y^  =  y^ 
wird,  wiederholt  sich  links  in  (11)  jedes  Glied  sechsmal.  Deshalb 
muss  gesetzt  werden 

(IP)  S{af[y^^zyaf,y^,zy,afly(lzl)=^si^y  — 

Da  man  genau  in  derselben  Weise  die  Berechnung  symmetrischer 
eintypiger  Functionen  mit  (v  +  1)  unteren  Indices  auf  solche^ .mit 
V  Indices  zurückführen  kann,  so  folgt  der  bereits  angekündigte  Satz: 
Jede  symmetrische  ganze  Function  ist  als  ganze  Function  der 
SaßY  ^^d  folglich  auch  der  c^^y  darstellbar*). 

*)  PoisBon,  Journ.  d.  l'ficole  Polyt.  XI  cah.  p.  199  (An  X) 
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§  380.  Die  im  Yorigen  Paragraphen  gewonnene  Methode  der 
Darstellung  symmetrischer  Functionen  durch  die  elementaren  ist  in- 
direct  und  zudem  bei  der  Ausführung  recht  mühsam.  Man  könnte 
versuchen,  eine  der  früher  bei  einer  Elementenreihe  besprochenen  (§97 
und  §  102,  Bd.  I)  auf  mehrere  Yariablenreihen  auszudehnen.  Aber  beide, 
die  Gauss'sche  sowohl  wie  die  Gauchy'sche  versagen,  wie  man  leicht 
erkennt. 

Zur  wirklichen,  praktischen  Benutzung  empfiehlt  sich  die  Anwen- 
dung unbestimmter  Coefficienten.  Sie  ist,  nachdem  man  den  litteralen 
Theil  der  Aufgabe  gelöst  hat,  yerh'altnissmässig  bequem  durchzuführen. 

Für  die  Herstellung  des  litteralen  Theils  gelten  folgende  Regeln. 
Ist  etwa 

I 

zu  behandeln,  wobei  die  c  die  elementaren  symmetrischen  Functionen 
und  die  k  unbekannte  Zahlencoefficienten  bedeuten,  dann  braucht  man 
nur  solche  aus  den  c  gebildeten  Producte  zu  betrachten,  für  welche 

»1  +  «2  H =  «1  +  «2  +  «3; 

(13)  h,  +  b,  +  ^--^ß,  +  ß,  +  ß,, 

^  +  ^2  H —  =  Yi  +  ri  +  ys 

wird.  Denn  setzt  man  statt  der  x^^  x^y  •  •  •  Xk  etwa  x^t^  x^ty  •  •  •  Xkt, 
dann  tritt  in  (12)  aus  der  linken  Seite  ^i+*«+«»  heraus;  rechts  geht 

jedes  CojftjCj  in  ein  t^Ca^b^c^  über,  so  dass  also  «i  +  OgH =  «i  +  «2"f~^ 

sein  muss,  wie  die  erste  der  drei  Gleichungen  (13)  behauptet.     Aehn- 
lieh  erkennt  man  die  Richtigkeit  der  beiden  folgenden  Gleichungen  (13). 
Durch  diese  Regel  wird  die  Anzahl  der  überhaupt  möglichen  Glieder 
der  rechten  Seite  in  (12)  stark  beschrankt. 
Die  Summe  sämmtlicher  Exponenten 

nennen  wir  das  Gesa mmtge wicht  der  symmetrischen  Functionen  8 

(vgl.  §  99  Bd.  I).     ^.a   heisst   das   Partialgewicht   von    S  nach 

den  Xj  u.  s.  w.  Eine  eintypige  Function  ist  isobarisch  im  Gesammt- 
gewichte  und  in  den  Partialgevrichten.  (13)  zeigt,  dass  jeder  Summand 
rechts  in  (12)  im  Gewichte  mit  dem  eintypigen  8  der  linken  Seite 
übereinstimmt. 

Die  Gesammtzahl  der  Factoren  c  rechts  in  (12)  kann  die  Höhe 
des  Gesammtgewichtes  nicht  überschreiten,  da  jedes  c  mindestens  eine 
Einheit  zum  Gesammtgewichte  beisteuert.  Dieses  Maximum  der  Fac- 
to renanzahl   wird   bei   gewissen  Functionen,   z.  B.  bei   den  Sa^y  auch 
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wirklich  erreicht,  wie  (8)  zeigt,  und  wie  sich  allgemein  gleichfalls 
leicht  nachweisen  lässt,  sobald  man  auf  die  Darstellung  der  6  durch 
die  y  zurückgeht. 

Wir  wollen  das  Besprochene  an  einem  Beispiele  darlegen.    Ist 

«1  +  «2  H =  2,      \  +  h-\ ^2,       q  +  Ca  -I =  0, 

so  wird  in  den  Caßy  der  dritte  Index  stets  Null  sein,  und  es  können 
nicht  mehr  als  vier  Factoren  in  jedem  Summanden  yorkommeu.  Es 
sind  deswegen  nur  folgende  neun  Glieder  möglich: 

AiCiooCoiO;  «^2^100^20  >  ^3^100^010^10;  ^4^10^200;  ^6^00^20? 

"'S  ^010  ^10  >  '^  ^1 10  }  ^8  ^00  ^020  }  ^  ^20  * 

Dies  findet  statt,  wie  auch  immer  die  Zahlen  2  in  Summen  «i  +  «g  -| 

oder  61  +  62  +  •  •  •  zerlegt  werden  mögen. 

§  381.  Zu  der  Bestimmung  der  Coeificienten  k  kann  man  auf 
zweierlei  Art  gelangen.  Zunächst  so,  dass  man  eine  Reihe  von  spe- 
ciellen  Zahlenwerthen  für  die  x,  y,  e  nimmt,  daraus  den  Werth  der 
symmetrischen,  darzustellenden  Function,  sowie  die  Caßy  berechnet,  Alles 
dies  in  (12)  einträgt  und  dadurch  zu  einer  linearen  Gleichung  für  die 
unbekannten  Grössen  Tc  gelangt.  Hat  man  hinreichend  viele  solcher 
linearen  Gleichungen  aufgestellt,  so  folgen  aus  ihrer  Auflösung  die 
Werthe  der  k. 

Wir  wollen  diese  Vorschriften  bei  der  Berechnung  der  Function 
S(x^y^y^  durchführen,  wobei  also  wegen  a^  +  a^  =  2,  61  +  ftj  =  2, 
^1  H"  ^2  =  ^  ^^®  ö^®'^  aufgestellten  Summanden  die  einzig  möglichen 
sind.  Wir  müssen  deswegen  neun  besondere  Annahmen  machen.  Die 
z  können  wir  stets  bei  Seite  lassen. 

I-  ^1=  1;  »1  =  1;    a?2  =  0,  ^2  =  0;    iP3  =  0,  y3  =  0, ...;   5=0; 

^00  ^^  ^  }    ^010  ^^^  ^  7    ^200  =  U ,  •  •  - ; 
Resultat:    k^  =  0. 

IL  a:i=l,  yi=  1;    x^^\,  y^^O:^    3:3=  0,  yg^  0,  •    •;    S  =  0; 

^100  "^^  ^  ?    ^010  "^^  I  j    ^110  =^  ^  7    ^020  =  ^  >  ■  ■  *  5 

2ÄB  +  *4  +  *7  =  0. 

III.  a;i=  1,  yi=  1;    x^  =  0,  y^=l',    a^j— 0,  y8=  0;  •  •  •;    iS  =  0; 
^100  ^^^  ^  y    ^010  ^"^  ^ }    ^300  ""^  ^ ;     ^10  ^^^  I  j    ^020  ^^  I  j    ^800  =  ^ ;  '  '  '\ 

IV.  a;i=l,  ^1=1;    «2  =  2,  y,==0;    «3=  0,  y,=  0;  •  •  •;    /S  =  0; 

Cioo  =  «» >    <i)io  '°=  1  >    <^oo  ™*  * »    'iio  °°°  2  >    "0»  °^"  ^  >  ■  ■ " ; 
3*,  +  *^ +  2*7=0. 


Symmetrische  Functionen  mehrerer  Grössenreihen.  69 

Die  drei  letzten  Gleichungen  liefern  die  Beziehungen 

V.  a;i=l,  yi=l;    x^=l,y^  =  l',  x^=0,  y^  =  0,- •  ",    5  =  0; 

Äg  =  4A52  . 

VI.  :ri  =  l,  yi  =  l;   x^=l,  »2  =  0;    a;8  =  l,  »3  =  0,...;     5  =  0; 

Cioo^^^^f   (\,10=1,   Cjoo^*«^;   ^110*^^;   ^020 "^^^^  ^lo"*^^;  ^120^^^;"*  5 

Vn.  a;i  =  l;  yi  =  l;    a:2  =  0,y2  =  l;    ^  =  0,^5  =  1,...;    5=1; 
VIII.  a;i==l,  yi  =  l;    a:2  =  l,y2  =  l;    ^s  =  1;  »3=  1 »    *  •;    ^=3; 

«8  =*  Y  2Ä2 . 

Die  bisherigen  Resultate  liefern  nunmehr  insgesammt 


I.  ^     7- ^     I.  _L    i'  ^-    z- L    h L    z.  


4 

3  ;   -5  3  '  "*         3  '  "»         3  '  "»  3  '  "^         3  '  "^»  '  "s" 


EX.a;i=a;2=a^=a;4=l;  y^=yg=y3=y^=l;  a;5=y5=-.=0;  5  =  12; 
^2^=4,  Cj^Q=4,  ^200^^^^;  ^10^™  •'•A  ^020"^  ^>  ^210"^^  ^^>  ^200"^^";  ^20"^^  "5 

'^9  3 

Damit  haben  wir  also  erlangt^  wenn  wir  die  dritten  Indices  untierdrücken, 

(14)  . 

+  c?i  —  4c2oCo2  —  2cn\' 

§  382.  Die  Berechnung  der  k  kann  femer  auch  derart  stattfinden^ 
dass  man  jedes  Product  der  c  auf  der  rechten  Seite  von  (12)  durch 
die  Xj  y,  z  ausdrückt,  dann  die  gleichen  symmetrischen  Functionen 
der  Elemente,  welche  rechts  in  den  einzebien  Summanden  auftreten, 
sammelt  und  durch  passende  Wahl  der  Jk  alle  diejenigen  zum  Ver- 
schwinden bringt;  welche  links  nicht  vorkommen. 

Im  Falle 

Ö1  +  Ö2H =  2;    \'\-\-\ =  2,     q  +  CgH =  0    • 

würde  sich  die  Rechnung  folgendermassen  gestalten.    Es  ist 
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ci'ooco'io  =  Sxi*yi^  +  2Sxi'yiyt  +  2Sa;i*y,yj  +  Sxi'y,'  +  2Sa:ia:sy,* 
+  iSz^x^yj^y^  +  ASx^x^y^yt  +  2SxiXiy,*  +  4Sa;ia;jysy4, 

CiooCoM  =  /Sa;i»yiyj+Sa;i*y^,+  2Sa;ia;gyiy,4-2Sa;iirjyiy,+2/Sa;ia:jyjy4, 
<ioo%oCiio  =  -SaJi^y^y,  +  ÄXi»y,«  +  2JSa;i»yjy,  +  SxiX^yi*  +  2SziXjyiy, 
+  SSxiiTjyiy,  +  25a;ia;jy,»  +  ^Sx^x^y^yt, 

CoioCjoo  =  /Sa;ia;,yi*4-2Sa;ia;^iy,+2/Sa:ia;^,y,+  Sa;ia;^,*+2SaJia;jy,y4, 

«iooCijo  =  'S'aJi'yjy,  +  Sx^x^y^yg  +  2Sa;ia;,yjy4, 

Coio^ao  =  Sx^x^y^y^  +  2SxiX,y,yi  +  Sx^x^y,*, 

cÄo  ==  Sa;i*y,*+2Sa:iVsys+2iSa;ia;,yiy,  +  2Sa;ia;,yiy,+2Sa;ia-jy,* 
+  4Sa;ia;jy8y4, 

CsooCojo  =  -SxiXjyiy,  +  Sx^x^y^y^  +  ÄaJiSJjyjy^, 

Es  ist  daher  jede  ganze  symmetrische  eintypige  Function 

(15)  S(a;?.y?>  ctf^y?,^        («i  +  «*  =  A  +  A  =  2) 

in  der  folgenden  Form  darstellbar 

KSx,'y^  +  (2Z:,  +  Ä,  +  Ä:,)  S(rr,«y,y,)  +  {k,  +  Ä:,  +  *,)  S(x,«y,0 

+  {4.Jc,+  21c^  +  2l'^  +  2h,  +  2h,  +  lc,)S{x,x,y,y,) 
^    ^  +  (4*1+  2*,  +  3Ä:3  +  2Ä;,  +  h,  +  h,  +  21c,  +  k,)  S(x,x,y,y,) 
+  (2Ä1  +  2i-3  +  fc,  +  Äe  +  2Ä;,)  S(^,a:,y3«) 
+  {4h+2k,+  Ak^+2k,+  2k,+  2k,  +  4.k,  +  k,  +  k,)S{x,x,y,y,). 

Setzt  man  nun  z.  B.  den  Coef&cienten  von  Sx^y^y^  gleich  1  und  alle 
übrigen  Coefficienten  in  (16)  gleich  Null,  dann  erhält  man  wieder  das 
Resultat  (14).  Man  erkennt,  dass,  wenn  einmal  die  Formel  (16)  ab- 
geleitet ist,  die  unter  (15)  fallenden  Functionen  sämmtlich  ohne  be- 
sondere Mühe  hergestellt  werden  können. 

Der  in  §  379  gelieferte  Beweis  für  die  Existenz  einer  solchen 
Darstellung  jedes  S  durch  die  c  bietet  die  Gewähr  dafür,  dass  beide 
Methoden  der  Bestimmung  der  k  wirklich  zum  Ziele  führen,  dass  also 
die  erlangten  linearen  Gleichungen  keine  Widersprüche  bergen*).    Da- 


*)  Ueber  den  behandelten  Gegenstand  vgl.  Schläfli,  „üeber  die  Resultante 
eines  Systems  mehrerer  algebraischen  Gleichongen**,  Wiener  Denkschriften  FV 
(1852).  —  Cayley,  ,,0n  the  Symmetrie  functions  of  the  roots  of  certain  Systems 
of  two  equations".  Phil.  Trans.  Vol.  147  (1887).  —  Mac-Mahon,  „Memoir  on 
Symmetrie  functions  of  the  roots  of  Systems  of  equations".  Phil.  Trans.  Vol.  181 
(1890). 
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gegen  wissen  wir  nicht,  ob  auf  diesem  Wege  eine  eindeutige  Be- 
stimmung der  k  möglich  ist.  Mit  dieser  Frage  kommen  wir  zur  Dar- 
legung eines  wesentlichen  Unterschiedes,  der  zwischen  den  elementaren 
symmetrischen  Functionen  einer  und  denjenigen  mehrerer  Reihen  von 
Variablen  besteht. 

§  383.  Es  giebt,  wie  man  leicht  erkennt,  bei  r  Reihen  Xayyaj-'^a 
(«  =  1 , 2,  •  •  •  /:)  von  je  k  Grössen  r  elementare  symmetrische  Func- 
tionen   der   Dimension  1,    nämlich   ^Xa,   ^Vaj  -  -  - ^^a]    femer 

^-Y'2  "^öl^^®  ^^^  d®r  Dimension  2,  nämlich  ^xl , ^^ Xa^ya,-"  u-  8. f. 
bis  zu  solchen  von  der  Dimension  k^  zusammen  also 

(;)+ct')+m+-+('+r')-[('t')-(;)] 

+[('t')-('t')]+—('t')-i- 

Zwischen  diesen  elementaren  symmetrischen  Functionen  besteht  eine 
grosse  Anzahl  rationaler  Gleichungen.  Die  Bildung  eines  Systems, 
welches  nur  unabhängige  Functionen  enthält,  durch  deren  Hülfe  alle 
anderen  Functionen  sich  rational  darstellen  lassen,  geschieht  wohl  am 
einfachsten  auf  dem  folgenden  Wege.  Wir  beschiunken  uns  dabei 
wieder  auf  den  Fall  r  =  3. 

Man  hat  das  System  der  k  linearen  Gleichungen  far  die  x 

,j^.         ^1(^001  —  ^1)  +^2(^001—^2)  H <h0i, 


^1(^002  — ^OW^l  +V)  +^2(<^002  -  ^001^2  +  V)  +  •  •  •  =  Cj 


102  > 


dessen  Auflösung,  wie  man  mit  Hülfe  von  §  88,  Bd.  I  erkennt, 

(18)      0^^  =  —^---^-^^^^^---^^^^--     («  =  1,2,...^-) 

ergiebt.     Ebenso  erhält  man  für  die  y 

Die  Bedeutung  der  im  Nenner  auftretenden  Function  ist  klar.     Man 
hat  f&r  ein  unbestimmtes  ^  die  Gleichung 

so  dass 
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ist.  Daraus  ersieht  man,  dass  zu  jedem  System  Cqq^,  Cf^,  •  •  •  Coo,jt_i 
die  k  Grössen  ^i;  ^g;  -  *  *  ^jt  gefunden  werden  können,  ja  sogar,  da  Coot 
nicht  zu  diesen  c  gehört,  auf  unendlich  viele  Arten;  und  dass  dann, 
sobald  diese  jer«  von  einander  verschieden,  die  Nenner  in  (18)  und  (19) 
also  nicht  Null  sind,  für  jedes  System  c^qq,  c^Q^y  •  •  ■  Cioa,  •  •  • ;  Cq^q)  ^oii? 
' '  *  Coia  9' ' '  eindeutig  ein  System  Xa,  ya  sich  den  Za  zuordnet.  Es  sind 
demnach  die  Grössen 

von  einander  unabhängige  elementare  symmetrische  Functionen. 

In  (18)  und  (19)  sind  nur  diese  (3fc  —  1)  Grössen  (20)  benutzt. 
Von  den  übrigen  Grössen  c  enthält  nur  Cooib  kein  x  und  kein  y.  Die 
übrigen  noch  vorhandenen,  deren  Zahl 

beti^gt,  wollen  wir  generell  mit  c^at  bezeichnen.  Drückt  man  ein 
solches  c^at  durch  die  Elemente  x^y^z  aus  und  ersetzt -die  in  jeden 
Summanden  eingehenden  .r«,  y«  durch  ihre  Werthe  (18)  und  (19),  so 
erhält  man  eine  symmetrische  gebrochene  Function  der  Za-  Diese  ist 
durch  die  c^^ ,  •  •  •  Cf^k  rational  ausdrückbar,  und  so  haben  wir  jedes 
der  Cf^at  durch  die  3ä  Grössen 

dargestellt.     In  den  Nenner  tritt  dabei,  weil  z.  B.   (^i  •  •  •  a^^y^+i  ••• 

y^j^aSSQ-^-aJfi  ' ' '  ^p+a+t)  durch 

zu  dividiren  ist,  einfach  q>\z^)  •  •  •  V^'i^k),  d.  h.  die  Discriminante  D^ 
von  g){z)  oder  ein  Theüer  von  ihr.     Sonach  ergiebt  sich 

(21)  Dq,  '  C^at  =  Fqox  (CoOa  ,  C\oß  y  Coiy)  • 

Giebt  man  jedem  der  c  ein  Gewicht,  welches  gleich  der  Summe  seiner 
Indices  ist,  oder,  was  damit  übereinstimmt,  giebt  man  jedem  x,  y,  z 
das  Gewicht  1,  dann  wird  (21)  eine  isobarische  Beziehung  vom  Ge- 
wichte kik  —  l)  +  P  +  <^  +  ^- 

Ist  z.  B.  Ä  =  2,  so  gehen  (18)  und  (19)  in 

•^1  o*   p        7        !fl  —     o^  ^        ; 


'001 


^00*^«         ^101  ^^     ^010  ^t         ^011 


^^1         ^01  ^*i  —  <^001 


über-,    die    U)  —  1  —  6  =  3  Relationen  heissen  dann 
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^^(^^002 ^Wl)  =  cäoCoOS  —  CiQoCtfiiCooi  +  Cioi ; 

^10(^^002         ^001)  =  2CiqqCqj^oCqq2         ^101010^001         ^100^011^001  "T  ^^101^011  5 
^08o(^^002 ^l)  =^  ^\o^8 COIOCOII^OOI  +  ^U  • 

So  erkennt  man:  Im  allgemeinen  Falle  bilden  die  Func- 
tionen   Ca^^a^...arP    ^^^    WClche 

a^^ssz  >  .  .  =  ccr—l  =  0;     CCr=  ly2y  '-  'Je 

nebst  denjenigen,  für  welche 

ist,  ein  unabhängiges  System.  Durch  die  Darstellung  der 
übrigen  c  vermittels  der  angegebenen   Ca^.-.ay    entstehen 

(^  +  j-1cr-l 

rationale  Relationen  unter  den  elementaren  symmetrischen 
Functionen.  Diese  sind  von  einander  unabhängig,  und  alle 
überhaupt  vorhandenen  Relationen  sind  durch  sie  rational 
darstellbar. 

Der  Inhalt  des  letzten  Satzes  ist  noch  zu  begründen.  Die  Unab- 
hängigkeit der  Relationen  folgt  einfach  daraus,  dass  in  jeder  eins  der 
neuen  c  linear  auftritt  und  nur  in  dieser  einen  Relation  vorkommt. 

Wäre  femer  irgend  eine  Relation  zwischen  den  Ca/^y  g^g^ben  — 
wir  kehren  zum  Falle  r  =  3  zurück—,  so  könnten  durch  (21)  alle 
darin  auftretenden  c^at  eliminirt  werden;  dadurch  erhielten  wir  eine 
Relation  zwischen  den  Grössen  (20*),  welche  doch  von  einander  unab- 
hängig sind.  Folglich  muss  die  Elimination  auf  eine  identisch  erfüllte 
Gleichung  führen*). 

%  884.  Das  im  vorigen  Paragraphen  hergeleitete  System  von 
Helationen  zwischen  den  c  zeichnet  sich  durch  seine  üebersichtlichkeit, 
sowie  dadurch  aus,  dass  die  Unabhängigkeit  der  einzelnen  aufgestellten 
Oleichungen  unter  einander  selbstverständlich  ist.  Dagegen  sind  die 
Relationen,  nach  der  Höhe  ihrer  Gewichte  betrachtet,  nicht  die  ein- 
fachsten, welche  es  giebt,  und  es  lassen  sich  noch  andere  Bildungs- 
methoden für  Relationen  angeben,  bei  denen  niedrigere  Gewichte  er- 
langt werden. 

So  erhält  man  aus  (18)  und  (19) 

^aC^OlO^*""^  —  ^011 4"*  H )  =  ya  (Cioo^""^  —  ^loi  4"^  "1 )  • 


*)  Eingehende  Untersuchungen  fiber  diese  Relationen,  ihre  Herstellung  und 
ihre  Minimalgewichte  hat  Herr  Fr.  Junker  angestellt,  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  92 
und  ibid.  43  (1893),  p.  225. 
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Erhebt  man  diese  Gleichung  in  die  A^  Potenz  und  summirt  nach  a^ 
dann  entsteht 

Coioöji,o,(*— i);i  —  ACoio   CfinSx,%{k—i)x—i  t =  Cioo5o,;,(jk— i)i  —  •  •  • ; 

für  A  =  2  wird  das  Gewicht  dieser  Relation  (2Ä;  +  2).  Ebenso  könnte 
man  die  vorletzte  Gleichung  mit  x%~^  yaSS^oT^^^  multipliciren  und  nach 
a  Summiren,  dann  entstände 

vom  Gewichte  p  +  <^  +  ''^  +  1 5  u.  s.  f.  Aber  hierbei  ist  es  fraglich, 
ob  nicht,  nachdem  die  s  durch  die  c  ersetzt  sind  (nach  (8)),  alle  Glie- 
der links  und  rechts  sich  zerstören.  Es  wäre  also  vor  allem  zu  unter- 
suchen, welches  das  Minimalgewicht  einer  nicht  verschwindenden  Re- 
lation ist.  Herr  Junker  hat  1.  c.  für  die  untere  Grenze  den  Werth 
{h  -f-  2)  gefunden.  Wir  wollen  auf  diese  Untersuchungen  hier  aber 
nicht  eingehen. 

§  385.  Die  Herleitung  unserer  Relationen  knüpft  die  Gültigkeit 
an  das  zu  Grunde  gelegte  k.     So  ist  z.  B.  (vgl.  S.  73  Z.  1) 

CiooCooa  —  ^100^101^001  "t"  ^loi  +  C2oo(C(m  —  4coo2) 

für  k  =  2  gleich  Null.  Für  A  =  3  hat  dieser  Ausdruck  dagegen 
den  Wert 

Sx^^z^z^  +  Sx^x^z^^  —  Sx^x^z^z^ . 

Es  fragt  sich  aber  noch,  ob  es  nicht  auch  Relationen  giebt,  welche 
für  unbestimmte  Ä:,  d.  h.  für  jeden  Werth  von  h  gültig  sind.  Wir 
werden  zeigen,  dass  dies  nicht  der  Fall  ist. 

Gesetzt,  wir  fügen  zu  unseren  k  Tripeln  (1)  noch  ein  Tripel  (6,  i?,  f) 
hinzu  und  bezeichnen  die  neuen  elementaren  symmetrischen  Functionen 
mit  yxnvj  dann  folgt  sofort 

und  diese  Relation  bleibt  auch  für  einen  Index  1  oder  0  richtig,  falls 
Cqoo  =  1  iiiid  ein  c  mit  negativem  Index  gleich  Null  gesetzt  wird. 
Wir  nehmen  nun  an,  es  sei  bereits  in  einfachster  Form 

B{cxf,r)  =  0 

eine  Relation,  welche  für  jedes  k  gültig  bleibt,  und  welche  zugleich 
unter  allen  etwa  existirenden  das  Minimalgewicht  besitzt.  Dann 
müsste  auch 

JS(yx^v)  =  S(cif,y  +  Sc;i_i,^,v  H )  =  0 

sein,  und  da  |,  iy,  g  beliebige  Grössen  sind,  müssteu  die  Coefficienten 
aller  Potenzproducte  von  S,  iy,  §   verschwinden.     Wir   betrachten   den 
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Coefficienten  der  höchsten  vorkommenden  Potenz  von  |.  Dieser  ent- 
steht aus  denjenigen  Gliedern  von  H^  welche  möglichst  viele  Cxf,^ 
(mit  il  >  0)  als  Factoren  besitzt,  und  er  kann  nicht  fUr  willkürliche  c 
verschwinden,  weil  das  Gleiche  sonst  auch  bei  jenen  Gliedern  von  H 
stattfinden  würde,  die  man  hätte  tilgen  können.  Dieser  Goefficient  hat 
ein  geringeres  Gesammtgewicht  als  H\  das  verstösst  gegen  die  über  H 
gemachte  Voraussetzung  hinsichtlich  des  Minimalgewichtes.  Folglich 
besteht  eine  solche  Relation  nicht. 

Bei  unbestimmten  h  giebt  es  keine  Relationen  zwischen 
den  CXfirj  und  jede  symmetrische  ganze  Function  lässt  sich 
in  diesem  Falle  daher  nur  auf  Eine  Art  durch  die  elemen- 
taren symmetrischen  Functionen  darstellen.  Unsere  früheren 
Formeln,  z.  B.  (14),  zeigen  somit,  dass  diese  Darstellung  nicht  noth- 
wendig  eine  vganzzahlige  wird.  Bisher  wäre  die  Möglichkeit  noch  denk- 
bar gewesen,  dass  mit  Hülfe  bestehender  Relationen  auch  ganzzahlige 
Ausdrücke  zu  erreichen  gewesen  wären, 

§  386.  Genau  in  derselben  Art  wie  in  §  123  fiT.  Bd.  I  partielle 
Differentialgleichungen  für  die  symmetrischen  Functionen  einer  Grössen- 
reihe  aufgestellt  worden  sind,  so  kann  dies  hier  bei  denen  von  mehreren, 
z.  B.  drei  Grössenreihen  geschehen.  Wir  wollen  wenigstens  den  ein- 
fachsten Fall  hier  besprechen.  Statt  Xa,yaySia  setzen  wir  Xa  +  ^,  ya  +  ty 
^a'\- 1  bei  a  =  1,  2,  •  •  •  Ä  ein.    Dadurch  gehen,  wie  man  leicht  erkennt, 

Caßy  in  Ca/Jy-f  (Ä+1  — a  — /J  — y)[Ca_i,^,y  +  Ca,^_l,y  +  Ca,/*,y-l]-<-|---> 
SaßY  in  Saßy'^laSa-l.ß.r  +  ßSa,ß-l,Y  +  ySa,/J,r~ll  '  ^  H ; 

und,  wenn  jB  eine  beliebige  symmetrische  Function  der  x,  y,  z  bedeutet, 

über.  Hierbei  haben  wir  nur  die  Glieder  ohne  t  und  die  mit  t^  hin- 
geschrieben. Denkt  man  sich  nun  R  gleichzeitig  durch  die  x,  y,  Zy  femer 
durch  die  Caßy  und  endlich  durch  die  Saßy  ausgedrückt  und  entwickelt 
dann  nach  der  Substitution  nach  Potenzen  von  t^  dann  folgt  in  allen 
drei  Ausdrücken  die  Gleichheit  der  entsprechenden  Goefücienten  der 
Potenzen  von  t,  und  so  hat  man  für  t^  die  Gleichungen 

^  {dB    .    dB    ydB 


^ 


(dB     xdB^x    oB\ 


=  ^(*+l— «  —  /J  —  y)  ä-J [c«-i,/J,y  +  C«,/»-l.)'  +  C«.^,  y-l] 
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Hierzu  ist  zu  bemerken^  dass  Cq^=  1,  «000  =  ^?  ^^^  ^^^  Grössen  c 
oder  s  mit  negativen  Indices  gleich  Null  zu  setzen  sind.  Prüft  man 
diese  Formel  z.  B.  an 

y^i  ^iVt^Z  ^^^  ^111  ^^^  ^100^010^001         ^100^011         ^0^101  ^001^110  "T  ^^111 ; 

SO  folgt 

{h  —  2)[8x^y^  +  Sy^g^  +  Sz^x^^  =  {1c  —  2)  [Con  +  c^oi  +  Cnol 

=  ^(^010^001      '^oii)  H "^ooiv^oio  4"  ^loo) h  2(Soii  +  ^loi  "f"  ^iio) 

=  (Ä       2)  (^iqqS'qiq  +  %o^ooi  "T  ^100^001       ^110       ^101       ^oii)  y 
was  mit  unseren  früheren  Resultaten  übereinstimmt. 


Siebenunddreissigste  Vorlesung. 
Resnltante  and  Eliminante.    Poisson'sehe  Methode. 

§  387.  Wir  wollen  zunächst  die  Resultate  der  dreiunddreissigsten 
Vorlesung  in  etwas  geänderter  Bezeichnung  derart  reproduciren,  dass 
wir  statt  zweier  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  m  Gleichungen 
mit  m  Unbekannten  betrachten.  Für  w  ==  2  kommen  wir  dann  auf 
die  bereits  bewiesenen  Sätze. 

Es  seien  m  allgemeine  Gleichungen  mit  unbestimmten  Coefficienten 

(1)  A(^i,  ^2,  •  •  •  ^m)  =  0         (a  =  1,  2, . . .  m) 

der  m  Unbekannten  z^jZ^,  -  -  -  Zm  gegeben.  Die  Dimension  von  fa  sei 
gleich  n«.     Das  Product  sämmtlicher  Dimensionen  setzen  wir 

(2)  n^Wa  ••  •w,n  =  Ä;. 

Die  Coefficienten  von  fa  mögen  mit  aa,  a«,  •  •  •  und  generell  mit  a^ 
bezeichnet  werden.  Jedem  der  a«  legen  wir  ein  solches  Gewicht  bei, 
dass,  wenn  z^^z^,  -  -  -  Zm  die  Gewichte  1  bekommen,  fa  isobarisch  vom 
Gewichte  n«  wird. 

Das  Gleichungssystem  (1)  besitzt  h  Wurzeln 

Alle  diese  kann  man  durch  die  Lösung  einer  einzigen  Gleichung  er- 
langen, indem  man  die  Li  ou  vi  Heische  Methode  anwendet.  Setzt  man 
nämlich  die  Substitution  an: 

^  =  ^1^1+  ^^2    H h  ^*^m  , 

wobei  die  x  unbestimmte  gewichtlose  Parameter  bedeuten,  und  bezeichnet 
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(3)  xi  =  x^zxx  +  '^z^x  H h  'x^fimXy        (A  =  1,  2, . . .  Ä;) , 

dann  besteht  für  x  eine  Gleichung  Ä*®'*  Grades 

(4)  (»oo:*  —  (>i(xi, . .  .)^""^  +  (>2(^,  •  •  O^""* ±  9*(^;  •  •  •)  =  0 

mit  den  Wurzeln  (3).  Hierin  sind  die  Coefficienten  9oj  9i7  *  * "  (>*  ganze 
Functionen  sammtlicher  Reihen  % ,  ag ,  •  •  •  a^ ,  und  zwar  sind  sie 
homogen  in  den  a«  vom  Grade  Ä :  w« ;  es  ist  femer  g^  von  den  Para- 
metern «1,  Xj,  •  •  •  frei,  während  (>^  eine  homogene  ganze  Function 
fi*®^  Grades  der  x  ist.  Das  Polynom  in  (4)  ist  isobarisch  vom  Ge- 
wichte fc  und  also  q^  isobarisch  vom  Gewichte  0,  und  9^  vom  Gewichte  ft. 
Für  allgemeine  Functionen  (1)  ist  p^  irreductibel  (vgl.  §  153,  Bd.  I). 
Po  ist  die  Resultante  der  m  Gleichungen 

(5)  9,„(i,  A,  |-,  ...  ^^)  =  0         («  =  1,2,. ..w), 

wenn  9«  den  Complex  der  Glieder  w«*®',  d.  h.  höchster  Dimension  in 
fa  bedeutet.  Diese  Resultante  wollen  wir  auch  als  die  Resultante 
der  m  homogenen  Gleichungen 

(5*)  9)„(^i,  ^2;  •  •  •  ^»n)  ==  0 

bezeichnen.  Ihr  Verschwinden  ist  charakteristisch  dafür,  dass  das  Sy- 
stem (ö**)  Wurzeln  hat,  deren  Coordinaten  nicht  sämmtlich  verschwinden. 
Aus  (4)  ergeben  sich  die  elementaren  symmetrischen  Functionen 
der  Wurzeln  (jeTh,  ^21;  •  •  •  ^mi),  •  •  •  als  gebrochene  Functionen  der  a 
in  der  Gestalt 

wobei  die  q^,  q^\  ' ' '  Q%  y' ' '  ®i^®  sofort  erkennbare  Bedeutung  haben. 
Jede  ganze  symmetrische  isobarische  Function  der  (^11,%,  •  •  •  iß^mi)r" 
kann  als  gebrochene  isobarische  Function  gleichen  Gewichtes  in  den  a 
dargestellt  werden,  entweder  durch  Vermittelung  der  Capy-'  ^^^^  direct 
mit  Hülfe  unbestimmter  Coefficienten.  Denken  wir  uns,  die  Darstel- 
lung sei  mit  Hülfe  der  c  geschehen,  und  es  kämen  in  einem  Gliede 
HL  Factoren  c  vor;  dann  wäre  der  Nenner  qJ*.  Diese  ft  Factoren  liefern 
bei  der  Darstellung  der  Function  durch  die  a  mindestens  (t  Factoren 
in  diesen  Coefficienten,  und  zwar  tritt  dieser  Minimalfall  nur  ein,  wenn 

alle  c  von  der  Form  Cioo  ?  ^010  •>  ^001  ■•  ^^^^-  ^^^  umgekehrt  die 
Darstellung  einer  ganzen  symmetrischen  Function  der  Wurzeln  durch 
die  a  nicht  mehr  als  v  Factoren  a  in  jedem  Gliede,  dann  ist  der 
Nenner  höchstens  q^.  Dieser  hat,  wie  Qq  selbst,  das  Gewicht  0;  folg- 
Uch  ist  der  Zahler  von  demselben  Gewichte,  wie  die  dargestellte 
Function. 
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§  388.  Für  w  ==  2  sind  diese  Sätze  bewiesen.  Wir  nehmen 
an,  sie  gelten  für  ein  beliebiges  m  und  wollen  sie  für  (m  -f-  1)  nach- 
weisen.    Dadurch  ist  dann  ihre  allgemeine  Gültigkeit  dargethan. 

Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  noch  eine  neue  Gleichung 
ff(/iy^2f'''  ^m)  =  0  mit  den  Coefficienten  b  an.  Die  Dimension  von  g 
sei  q^  und  den  b  mögen  solche  Gewichte  beigelegt  werden,  dass  jedes 
einzelne  Glied  von  g  das  Gewicht  q  besitzt.  Nun  bilden  wir  das 
Product 

(6)  iJ  9{^ih  ^2h  •  •  ■  ^fnl)       (A  =  1,  2,  . . .  *) , 

erstreckt  über  alle  Wurzeln  (2)  von  (1).  Dieses  Product  nennen  wir, 
ähnlich  wie  früher  bei  zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten,  aber 
versehen  mit  einem  Factor,  der  sogleich  angegeben  werden  soll,  die 
Resultante  der  Gleichungen  fa  =  0,  g  =  0,  und  wir  bezeichnen 
es  mit  B,  Das  Verschwinden  von  (6)  ist  charakteristisch  dafür,  dass 
(1)  und  g  ==0  gemeinsame  Wurzeln  besitzen.  Die  Bildung  von  (6) 
zeigt,  dass  das  Product  in  den  Coefficienten  b  homogen  vom  Grade  k 
ist.  Es  ist  femer  in  den  6,  ^n,  02i,  •  •  •  ^mx  (A  =  1,  2,  •  •  •  A;)  isoba- 
risch vom  Gewichte  Icq,  da  jeder  Factor  isobarisch  vom  Gewichte  q  ist. 
Es  ist  endlich  in  den  Wurzeln  (2)  symmetrisch.  Wir  drücken  sämmt- 
liche  auftretenden  symmetrischen  Functionen  durch  die  a  als  gebro- 
chene Functionen  aus;  dabei  kann  nur  eine  Potenz  von  Qq  in  den 
Nenner  treten;  die  höchste  vorkommende  Potenz  sei  q^/*.  Da  bei  all- 
gemeinen Functionen  Qq  nicht  verschwindet  (vgl.  (5)  und  (5*)  wegen 
der  Bedeutung  von  Qq),  so  nehmen  wir  p^^  als  den  eben  erwähnten 
Factor  und  setzen 

wobei  die  /i,  •  •  •/»»;  g  nach  Art  der  Argumente  hinter  R  gesetzt  wer- 
den sollen,  um  complicirte  Schreibweise  zu  vermeiden.  Die  Function  g 
hat  dabei  eine  Ausnahmestellung  erhalten,  da  ja  in  der  That  aus  der 
Definition  die  Vertauschbarkeit  mit  den  /i  noch  nicht  hervorgeht,  wäh- 
rend die  f  beliebig  unter  einander  versetzt  werden  dürfen.  (7)  ist  jetzt 
ganz  in  den  a;  das  Gewicht  hat  sich,  da  Qq  vom  Gewichte  0  ist,  durch 
die  Multiplication  mit  ^q^  nicht  geändert,  und  betnigt  also  auf  die  a,  6 
statt  auf  die  6;  j?i,  ^sTjj,  •  •  •  jgr^  bezogen  auch  kq, 

§  389.    Ersetzen  wir  eins  der  /*,  z.  B.  /i,  durch  das  Product  fi  -f" 
zweier  allgemeiner  Functionen,  so  gilt  die  Formel 

(8)      iJ(/;' . /i", /i,  •  •  • ,  A; (/)  =  !?(/;',  •  •  •  /•„; g)  It{f^',  ■■■U^g). 

Die  Wurzeln  des  umgestalteten  Systems  (1)   theilen  sich  nämlich  in 
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zwei  Sorten,  in  diejenigen  gu,  ^21,  •  •  •  tmi,  welche  /i'=  0,  /i=  0,  •  ■  • 
fm=  0  befriedigen,  und  in  diejenigen  gu,  ^2Xf '  •  •  ^mx,  welche  /i"  =  0, 
^  =  0,  •  •  •  /"^  =  0  befriedigen.     Demnach  ist 

Die  Coefficienten  von  f^'  und  von  /i"  seien  generell  durch  a^'  bezw.  a^'' 
bezeichnet.  Drückt  man  dann  die  beiden  Producte  auf  der  rechten 
Seite  als  gebrochene  Functionen  der  a^',  ot^y  •  -  -  bezw.  der  aj",  Oj,  •  •  • 
aus,  dann  möge  im  ersten  Producte  etwa  ein  Qq*  und  im  zweiten  etwa 
ein  Qo'i  als  Hauptnenner  auftreten.  Macht  man  links  die  gleiche  Ope- 
ration und  ergiebt  sich  dabei  Qq^',  so  muss  dies  ein  Theiler  von  (jd'p'o" 
sein,  da  ja  links  der  Hauptnenner  nicht  weiter  gehoben  werden  kann, 
während  dies  rechts  denkbar  wäre.  Aber  auch  das  geht  nicht  an; 
denn  Qq\  Qq'  als  Resultanten  von  Gleichungen  mit  (m  —  1)  unbekannten 
sind  der  Annahme  nach  irreductibel;  Qq  kann  sich  aber,  da  im  zweiten 
Producte  keine  a'  vorkommen,  nicht  gegen  Factoren  dieses  zweiten 
Products  heben  lassen.  Gleiches  gilt  für  Qq\  Demnach  muss  sogar 
der  Hauptnenner  rechts  gleich  dem  auf  der  linken  Seite  sein,  und 
multiplicirt  man  beide  fort,  so  gelangt  man  zu  (8).  — 

Ersetzen  wir  femer  g  durch  das  Product  g'  •  ^r"  zweier  allgemeiner 
Functionen,  bei  denen  die  Summe  der  Dimensionen  gleich  q  ist,  so 
gilt  die  Formel 

(9)    Wi,fu  •  •  •  /•».;  9' ■  9")  =  Wi, Ur-- ;  9')  ■  Wi,  /i,  •  •  •  5  9") ■ 

Zuerst  ist  nämlich  identisch 

Jedes  der  Producte  wird  durch  Multiplication  mit  einer  Potenz  von  q^ 
zu  einer  ganzen  Function  der  a  gemacht.  Ist  rechts  Qq^  der  für  das 
erste  Product  und  Qq^  der  für  das  zweite  nötige,  so  kann  sich  offen- 
bar auch  links  für  p^,+^  nichts  fortheben.  Durch  Multiplication  mit 
p«+^  folgt  also  (9). 

§  390.  Mit  Hülfe  der  Formeln  (8)  und  (9)  können  wir  die  Irre- 
ductibilität  von  R  bei  allgemeinen  Coefficienten  a  und  b  nachweisen. 

Gesetzt,  für  ein  System  allgemeiner  fa  der  Dimensionen  n«  gäbe 
es  ein  allgemeines  g  der  Dimension  g,  für  welches  R  sich  in  Factoren 
zerlegen  liesse,  dann  können  wir  q  so  klein  als  möglich  gewählt 
denken,  d.  h.  so,  dass  bei  Festhaltung  der  fa  kein  allgemeines  g  von 
niederer  als  der  q^"^  Dimension  noch  ein  reductibles  R  besitzt.    Es  sei 

(10)  R  =  R,'R^, 

wobei  Bi  und  R^  ganze  Functionen  der  a  und  der  b  bedeuten.     Statt 
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der  allgemeinen  Function  g  setzen  wir  nun  das  Product  zweier  allge- 
meinen Functionen  g'  •  g"  ein,  deren  Dimensionszahlen  die  Summe  q 
haben,  und  deren  Coefficienten  mit  h'  bezw.  6"  bezeichnet  werden. 
Dann  werden  die  h  m  g  durch  bilineare  Formen 

ersetzt  werden.     Trägt  man  alles,  dies  in  (9)  ein,  so  entsteht 

(lO)        R  =  B,It,==  Ii{f„  •  •  •  A;  pO  •  -R(/i,  •  •  •  Ui  ff")- 
Der  Annahme  nach  sind  die  beiden  Factoren  rechts   irreductibel,   da 
ihre  Dimensionen  kleiner  als  q  sind.    Es  müssen  also  auch  die  beiden 
Factoren  R^  und  B^  irreductibel  sein,  und  weiter  etwa 

Hifu  •-■U',9')^A,     Wu  •••/■»;  ff")  =  -R.  • 

Nun  war  in  (10)  jR^  wie  R^  Function  der  Coefficienten  &;  in  (10*)  ist 
dafür  eine  Function  der  Grössen  (11)  eingetreten,  so  dass  also  in  R^ 
wie  in  R^  die  Grössen  6«,  ba  vorkommen;  links  dagegen  treten  in  den 
beiden  letzten  Gleichungen  nur  entweder  die  6'  oder  die  6"  auf.  Das 
ist  ein  Widerspruch,  der  nur  dadurch  gehoben  werden  kann,  dass  q 
nicht  mehr  in  niedere  Summanden  zerlegt  werden  kann,  d.  h.  dass 
q  =  1    ist. 

Genau  entsprechend  folgt  unter  Verwendung  von  (8),  wenn  wir 
jetzt  die  Dimensionen  ng,  n^,  •  *  •  timf  9=1  festhalten  und  n^  unter 
Wahrung  der  Zerlegungsmöglichkeit  so  klein  als  es  angeht  wählen, 
dass  der  Minimalwerth  von  n^  gleich  1  wird.  Das  Gleiche  gilt  für 
alle  n,  und  wenn  also  überhaupt  die  Function  R  für  irgend  ein  System 
allgemeiner  Functionen  der  Dimensionen  n^,  n^,  •  •  •  tim,  q  zerlegbar  ist, 
dann  gilt  dasselbe  auch  für  die  Resultante  eines  Systems  allgemeiner 
linearer  Functionen. 

Berechnet  man  nun  aus  den  ersten  m  linearen  Gleichungen  die 
m  Unbekannten  0i,  -  -  -  0m  und  setzt  die  erhaltenen  Werthe  in  die 
(w  +  1)**  Gleichung  ^  =  0  ein,  so  erhält  man  die  allgemeine  Deter- 
minante von  (m  -j-  1)  Reihen  von  Coefficienten.  Diese  ist  aber  irre- 
ductibel, wie  sich  durch  Induction  leicht  ergiebt.  Für  zwei  Elementen- 
reihen ist  es  klar.  Hat  man  es  für  v  Elementenreihen  bewiesen,  so 
ergiebt  es  sich  auf  nachstehende  Art  für  (v  -|-  1)  Reihen.  Wir  ent- 
wickeln die  Determinante  nach  den  Elementen  einer  Spalte.  Da  die 
Elemente  derselben  von  einander  unabhängig  sind,  so  kann  eine  Zer- 
Tällung  der  Determinante  nur  dadurch  eintreten,  dass  alle  zu  den 
Spaltenelementen  gehörigen  Adjuncten  einen  gemeinsamen  Theiler  be- 
sitzen. Der  Voraussetzung  nach  sind  sie  irreductibel;  sie  müssten  also 
übereinstimmen.  Das  ist  unmöglich,  weil  je  zwei  immer  eine  besondere 
Elementenzeile  haben. 
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Somit  folgt  Bcliliesslich:  Die  durch  (7)  definirte  Function  B 
ist  bei  unbestimmten  Coefficienten  der  Functionen  f  und  g 
irreductibel. 

Der  hier  eingehaltene  Gedankengang  ist  etwas  bequemer  als  der  in 
§  153  Bd.  I  bei  w  =  1  benutzte. 

§-391.  In  der  Definitionsgleichung  (7)  ist  der  Function  g  eine 
Ausnahmestellung  den  Functionen  fa  gegenüber  gewahrt.  In  der  That 
ist  es  nicht  ohne  Weiteres  Uar^  dass  man  ein  fa  mit  g  vertauschen 
kann.  Bei  einer  Variablen  folgte  das  sehr  leicht  auf  Grund  der  dort 
möglichen  Factorenzerlegung. 

Wir  wollen  nun  mit  Hülfe  des  Irreductibilitatssatzes  die  Gleich- 
berechtigung auch  hier  beweisen.  Das  Verschwinden  von  (7)  giebt  die 
charakteristische  Bedingung  dafür^  dass  die  (m  +  1)  Gleichungen  fa  =  0, 
^  =  0  mindestens  eine  gemeinsame  Wurzel  besitzen.  Vertauscht  man 
ein  f  mit  g,  so  entsteht  eine  Resultante  R'  von  gleicher  Eigenschaft. 
Verschwindet  sonach  die  eine  für  irgend  ein  Werthsystem  der  Coeffi- 
cienten, so  verschwindet  die  andere  für  dasselbe.  Nach  §  346,  (IX) 
stimmen  also  R  und  R'  in  ihren  irreductiblen  Theilem  überein,  und 
nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  sind  sie  demnach  bis 
auf  einen  Zahlenfactor  identisch. 

Aus  der  Bedeutung  von  R  folgt  femer,  dass  diese  Function  nicht 
identisch  verschwindet,  wenn  die  Coefficienten  der  Functionen  allge- 
meine Grössen  sind.  Ja  es  reicht  bereits  aus,  dass  bei  willkürlich  ge- 
gebenen Coefficienten  der  fa  die  Coefficienten  von  g  unbestimmt  bleiben, 
um  das  identische  Verschwinden  von  R  auszuschalten.  Selbst  wenn 
wir  nur  das  absolute  Glied  in  g  variabel  halten,  genügt  dies  schon. 

§  392.  Wir  können  jetzt  die  Bezeichnungen  derart  ändern,  dass 
wir  statt  g  schreiben  /m+i;  ^^^  Grad  q  durch  n^+i  ersetzen  und  die 
f  nun  gleichmässig  in  die  Resultantenbezeichnung  eingehen  lassen. 
Dann  ist  bewiesen: 

Die  Function 

(7*)       R^R{fuhr-U+l)^^JJfrn+l{01a,Z^ar''^rna)         («  =  1,2,  .••  Ä) 

a 

ist  die  Resultante  des  Gleichungssystems 

Die  Ziaj^tay'"  tima  siud  die  Wurzclu  des  Gleichungssystems  (1). 
Das  Verschwinden  von  R  ist  charakteristisch  für  die  Exi- 
stenz einer  gemeinsamen  Wurzel  von  (12).  R  ist  bei  allge- 
meinen Functionen  (12)  irreductibel  und  nicht  identisch  Null; 
es  ist  homogen  in  den  Coefficienten  jeder  Function  aus  (12) 

Netto,  Algebra.   II.  6 
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von  einem  Homogeneitätsgrade  gleich  dem  Producte  der  Di- 
mensionen aller  übrigen  m  Gleichungen.  Die  f  können  be- 
liebig angeordnet  werden.     R  ist  isobarisch  vom  Gewichte 

l  =  n^n^  •  •  •  Wot+1, 
welches  also  dem  Producte  sämmtlicher  Dimensionen  gleich 
ist.    Die  behauptete  Gradzahl  der  Homogeneität  hinsichtlich  der  Coeffi- 
cienten  der  ersten  Functionen  folgt  daraus^  dass  alle  fa  gleichberech- 
tigt sind. 

Wir  wollen  nun  auch   noch  den  Exponenten  fi   bestimmen.     Zu 
diesem  Zwecke  müssen  wir  etwas  weiter  ausholen. 

Wir  betrachten  die  symmetrische  Function 

und  stellen  sie  durch  die  Coefficienten  von  (4)  dar 


(12*) 


_2;dpüg;^pi''».gj^. 


wobei  die  p^',  q^\  •  •  •  9%}' ' '  die  Coefficienten  von  jc^,  Xg,  •  •  •  x^y  •  •  - 
in  Pi,  (>2;  •  •  *  sind,  und  p^^  den  Hauptnenner  der  Darstellung  bedeutet. 
Statt  j2?ii,  %,  •  •  setzen  wir  z^^t,  g^^t,  •••,  während  die  übrigen 
%7^227***5  %7%;''  i^ingeandert  bleiben.  Dadurch  erhält  (4)  eine 
Wurzel  y  die  mit  t  zugleich  ins  Unendliche  wächst.  Berechnet  man 
für  (4)  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  der  x^,  ^%^  -  •  - , 
so  folgt 

l'  =  ^[^^11  +  ^%  +  •••]  +  k(^i2  +  %+  •  •  ')  +  '"U 
h  =  t  [ xjä (z,^g,^  +  ...)  41  xi «2 (^11  %  +  •••)  +  •••]  +  ••• , 

d.  h.  alle  diese  Grossen  werden  linear  in  t  Für  grosse  t  wird  also  (4) 
annähernd  in  _ 

ir-^  'X^  —  (xi^efii  -f  Xj%  -| )x^-^  H =  0 

übergehen.  Für  unendlich  grosse  t  wird  die  erste  Darstellung  der 
symmetrischen  Function  S  als  höchste  Potenz  von  t  liefern  ^+/*+-   ; 

die  zweite  dagegen  t^.    Folglich  ist  fi  =  a  -f-  /5  -f-  y  H ;  d-  h.  gleich 

der  Maximalsumme  der  Exponenten,  die  zu  gleichem  oberen  Index 
einer  Wurzelcoordinatenreihe  gehören. 

Damit  ist  aber  natürlich  nicht  gesagt,  dass  bei  der  gegebenen 
Darstellung  (12*)  von  (12)  die  Zahl  der  in  einzelne  Glieder  eingehenden 
Factoren  ft  =  a  +  /^  +  *  * '  nicht  übertreffen  dürfe;  denn  dieser  Werth 
von  (i  ist  nur  aus  dem  Hauptnenner  hergeleitet,  und  dieser  kann  ge- 
ringer sein  als  einzeln  vorkommende  Nenner. 
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um    diese    letzte    Bemerkung    durch    ein    Beispiel    zu   erläutern^ 
nehmen  wir 

Nach  §  381,  (14)  ist  die  symmetrische  Function  S  gleich 

3    \CloCo2  —  Cio^oi^U  +  ^1^20  +  2^0^12  —   '  '  "  J 

und  es  scheint  hiemach,  als  ob  bei  den  Substitutionen 


//  /    •  f/ 


der  Hauptnenner  Qq^  auftreten  müsste.  Nach  unserem  Satze  ist  dies 
nicht  der  Fall;  und  in  der  That  hebt  sich  aus  dem  Aggregate  der 
ersten  drei  Elammerglieder  Qq  weg,  und  es  bleibt  nur  Qq^  als  Haupt- 
nenner zurück,  wie  eine  etwas  umständliche  Rechnung  zeigt. 

Den  gewonnenen  Satz,  den  Schlaf li  (Wiener  Denkschr.  4  (1852) 
S.  7)  aufstellt  und  auf  andere  Art  beweist,  können  wir  folgendermassen 
aussprechen:  Wenn  man 

(12)  S(zii  ^i  js^i  • '  •  Zi2  JSi2 " '  £fii "  •)  («  -|-  /S  -|- .  •  •  ^  a  -f-  &  -| ^  fl  -|-  •  •  •) 

durch    die    q    ausdrückt,    dann    tritt    als    Hauptnenner    auf 

Vergleichen  wir  (12)  mit  der  symmetrischen  Function  (7*),  in 
welcher  jedes  Glied  höchstens  zur  Dimension  nm+i  in  den  Z\a,z%a,'" 
aufsteigt,  und  in  welcher  diese  Dimension  auch  wirklich  von  einigen 
OUedem  erreicht  wird,  dann  folgt: 

In  (7*)  ist  der  Exponent  ft  =  Wm+i  zu  setzen. 

§  393«  Die  Coefficientenreihen  o^,  o^,  *  •  *  dm-^i  der  Functionen 
fijfty  ' ' '  fm-{-i  waren  bisher  als  unbestimmte  Grössen  angenommen, 
denen  solche  Gewichte  beigelegt  wurden,  dass  jeder  Summand  in  fa  das 
Gewicht  n«  hatte.  In  allen  Functionen  f  ersetzen  wir  jetzt  jeden  Coeffi- 
cienten  a  durch  eine  ganze  Function  einer  neuen  Variablen  t  mit  all- 
gemeinen unbestimmten  Goefficienten  a',  derart,  dass  t  bis  zu  einem 
Grade  auJGsteigt,  welcher  dem  Gewichte  des  zu  ersetzenden  Coefficienten 
gleichkommt.  Die  Gewichte  der  a'  werden  wieder  so  bestimmt,  dass 
auch  die  umgewandelte  Function  in  Hinsicht  auf  die  a',  die  ;?^,  ^^,  •  -  • 
und  auf  t  isobarisch  wird  und  das  Gewicht  n«  besitzt.  Die  neuen 
Functionen  bezeichnen  wir  mit 

(13)  fa(z,,  Z^,  '"  Zmy  t)  (a  =  1,  2, . . .,  w  -f  1), 

und  wenn  wir  fa  nach  den  fallenden  Dimensionen  seiner  Glieder  in 
den  z  und  t  ordnen,  dann  sei 

(14)  f„(z„  z,,.--  «m,  0  =  uyiz,,  4r„  .  •  •  0  +  K'-'K'iu  ^2,  •  •  •  0  +  •  •  •, 

6* 
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80  dass  jeder  in  w^"^  eingehende  Goefficient  a'  das  Gewicht  0,  jeder 
in  w^***"*^  eingehende  das  Gewicht  1  besitzt^  u.  s.  w.     Hierbei  entsteht 

(15)  '  «^(f»   f'-'T'!) 

aus  dem  früheren  fa{e^,  e^,---  e^),  wenn  man  die  Variablen  e^,  «„  •  •  • 

durch  -^ ,  -/ ,  •  •  •   ersetzt  und   die   Coefficienten   a   in   die    neuen  o' 

überführt.  (15)  ist  demnach  auch  eine  allgemeine  Function  der  Di- 
mension fia  mit  imbestimmten  Coefficienten. 

§  394.  Wir  führen  jetzt  dieselben  Umänderungen,  welche  von  (1) 
auf  (13)  leiteten,  auch  in  R  =  R(f^^  •  •  •  fm-\-i)  durch.  Dabei  entsteht 
eine  ganze  Function  von  t  und  den  a\  die  wir  mit  R(t)  bezeichnen 
wollen.  R(t)  möge  die  Eliminante  der  (m  +  1)  Gleichungen  (13) 
heissen,    genommen   in   Beziehung   auf  die   Unbekannten  Jg^^ 

Jedes  Glied  in  dem  früheren  R  war  ein  Potenzproduct  der  Coeffi- 
cienten a  und  hatte  in  ihnen  das  Gewicht  l  =  nin^'"  nm+i  •  Daraus 
folgt,  dass  in  R(t)  jedes  Glied  von  R  eine  Function  von  f  mit  Coeffi- 
cienten a  hervorruft,  welche  bis  zum  Grade  l  aufsteigt.  Es  ist  dem- 
gemäss  t^  die  höchste  Potenz  von  t,  die  in  R(t)  auftreten  kann.  Wir 
wollen  den  Complex  dieser  Glieder  mit  t^  berechnen.  Wir  kommen 
zu  ihnen,  wenn  wir  in  jedem  fa  jedes  a«  (mit  dem  Gewichte  (i)  durch 
üatf*  ersetzen,  wobei  a«  das  Gewicht  Null  hat;  denn  dabei  beschranken 
wir  uns  auf  die  höchsten  Glieder.  Dadurch  bekommen  wir  aber  offen- 
bar nichts  anderes  statt  fa  als  dieselbe,  durch  Einführung  des  t  in 
^17  ^2)  ' ' '  ^m)  t  homogen  gemachte  Function  mit  den  Coefficienten  Ua^ 
also  wjj"*^(-2?i,  ^2,  •••  0-  Folglich  bildet  in  R(t)  der  Complex  der 
Coefficienten  von  <*  die  Resultante  von 

(16)  «W(A,  ...*™,  l)  =  0,        „Oh)(A,...^,  i)  =  o,  .... 

Diese  Resultante  ist  bei  allgemeinen  Coefficienten  a  nicht  identisch 
Null.     Somit  steigt  R(t)  wirklich  bis  zum  Grade  l  auf. 

Die  Resultante  von  (16)  wollen  wir  auch  als  Resultante  der  homo- 
genen Functionen 

bezeichnen.  Ihr  Verschwinden  giebt  an,  dass  das  System  (17)  ausser 
der  banalen  Lösung  ^8?^  =  0,  •  •  •  jet^  =  0,  ^  =  0  noch  andere  Lösungen 
besitzt.     Wir  schreiben  diese  Resultante  auch 

(18)  R  (uM ,  m(;»)  ,  . .  •  w|""*|'^) " 
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Dann  ist  das  leitende  Glied  von  R(t) 

Der  Grad  der  Eliminante  in  t  ist  im  Allgemeinen  gleich  dem 
Prodncte  der  Dimensionen  der  Gleichungen.  Er  wird  nur 
dann  geringer,  wenn  die  Aggregate  (17)  der  Glieder  höchster 
Dimension  gleich  Null  gesetzt  ein  Gleichungssystem  ergeben, 
welches  ausser  (0,  0,  •  •  .  0)  noch  andere  Wurzeln  besitzt.  Zu 
jeder  Wurzel  fx  von  jB(^)  =  0  giebt  es  Werthe  Zix,  z^xy  •  •  •  z,nXy 
für  welche  alle  fa  =  0  befriedigt  werden.  Ein  allgemeines  System 
hat  also  mindestens  l  Wurzeln. 

Bei  der  Bestimmung  der  zu  einem  t'  gehörigen  e'  stösst  man  auf 
dieselben  Schwierigkeiten,  die  schon  bei  zwei  Gleichungen  mit  zwei 
Unbekannten  auftraten.  Auch  hier  lassen  diese  sich  am  einfachsten 
durch  die  Liouville'sche  Substitution  überwinden. 

§  395.     Wir  setzen,  ähnlich  wie  früher, 

und  tragen  in  die  Functionen  fa  für  t  ein 

11  *    I  mm 


die  Resultate  multipliciren  wir,   um   ganze  Functionen   zu   gewinnen, 
mit  passenden  Potenzen  von  k  und  schreiben  sie  dann 

(19)  ga  (^1,   ^2,    •  •  •    JE^m,    ^)  =  0  («  =  1 ,  2,  •  •  -,  W  +   1)  . 

Die  Dimensionen  von  fa  und  ga  sind  die  gleichen. 

Aus  (19)  eliminiren  wir  die  z  und  bilden  die  Eliminante 

(20)  R(x)  =  R{gt,  g^,  •  •  •  gm+i)  =  0. 

Nun  sei  x^  eine  Wurzel  von  R{x)  =^0.    Dann  haben  die 

ffa  (-8^1,    ^2;    •  •  •    ^m,   ^i)  =  0  (cC  =  1,  2,  •  •  .  W  +  1) 

eine  gemeinsame  Wurzel  z^^  %,  -  -  •  Zmi,    und   also   besitzen    wegen 
der  Herkunft  der  g  auch  die 

(13)  fa(^u   ^2,    •••    ^m,    0  =  0 

eine  gemeinsame  Wurzel,  nämlich 


a?i-'«l«ll '«m^ml 


Da  diese  Werthe  ihrer  Bedeutung  nach  von  den  Parametern  Xj,     -  Xm,  A 
unabhängig  sind,  so  folgt  wie  in  §  358,  dass  jede  Wurzel  von  (20) 

die  Form  a:j  =*%!%  ^-Xg^ -| |-A^i  besitzt,  wobei  je^ii,%,  •••  ^i 

die  Coordinaten  einer  Wurzel  von  (13)  sind.    Hat  man  sämmt- 
liche  Wurzeln  x^y  iCj,  •  •  •   von  (19),   so  geben  diese  nach  dem 
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angegebenen  Verfahren  sämmtliche  Wurzeln  von  (13).  Es 
giebt  also  im  allgemeinen  Falle  so  viele  Wurzeln,  als  das 
Product  der  Dimensionen  der  Gleichungen  beträgt. 

Die  Gleichung  (20)  dient  femer  dazu,  die  elementaren  symmetri- 
schen Functionen  der  iCi,  a;^,  •  •  •,  nnd  daraus  nach  §  377  die  symmetri- 
schen Functionen  der  Wurzeln  von  (13)  zu  berechnen. 

§  396.     Wir  setzen  die  Eliminante  (20)  in  die  Form 

(21)   ü(fl?)  =  Po(^,-^)-^'-Pi(^u-^)'^-'+(>a(^ir--^)-^'-' • 

Die  Wurzeln  von  (21)  sind  von  der  Form  tc^js^^  + f-  Xm^mi  +  ^^i, 

wo  j^ii,  %,  •  •  •  ^  endliche  Grössen  sind.  Es  kann  also  für  kein  end- 
liches Werthesystem  x^,  «g,  •  •  •  x^,  A  ein  a;«  unendlich  gross  werden. 
Dies  müsste  aber  geschehen,  wenn  irgend  eine  Wurzel  (x^^  Xg',  •"  ^;  ^') 
von  Qq='0  nicht  zugleich  Wurzel  aller  p^  =  0 ,  ^^  =  0 ,  •  •  •  wäre. 
Man  kann  also  wie  in  §  360  schliessen,  dass  Qq  von  x^,  •  •  •  A  unab- 
hängig gemacht  werden  kann,  und  dann  durch  x^  ==  0,  •  •  x«  =  0, 
^  =  1 ,    dass   Qq   den  Werth  (18)  hat. 

Da  die  Wurzeln  von  (21)  die  Form  Xj^z^^  +  «2% H h  ^t^mi+  A^i 

haben,  und  da 

Pi  (»«11  •  •  •  ^) 


(foi'^ 


'-^^rrrj)  =  ^(xi^i^  -f  «ajer«^  ^  ,,,  ^  xtf,), 


so  folgt,  dass  Qa  eine  homogene  Function  «**"  Grades  in  den  Xi,--Xot,  A 
ist.  Man  sieht,  dass  alle  bei  m  =  \  gemachten  Schlüsse  sich  hier 
wiederholen.  Die  Sätze  aus  §  360  können  direct  übernommen  werden. 
So  können  wir  sagen:  In  (21)  ist  Qa  homogen  in  den  Parametern 
vom  Grade  a.  Verschwinden  für  besondere  Werthe  der  Co- 
efficienten  a  die  Grössen  Pq,  p^,  •  •  •  p^— i  identisch,  d.  h.  für 
alle  Werthe  der  Parameter,  dann  ist  jeder  von  den  Para- 
metern abhängige  Factor  von  p^  in  jedem  folgenden  p/<-|-i, 
p^^-2,--  als  Theiler  enthalten,  so  dass  in  der  Eliminanten- 
gleichung  jeder  solche  Theiler  fortgehoben  werden  kann. 
Das  Gewicht  von  p«  in  den  Coefficienten  a  beträgt  a.  Auch 
dies  folgt  sofort  aus  der  Form  und  dem  Gewichte  der  Wurzeln. 

Mit  diesen  Sätzen  ist  Alles  für  (m  +  1)  bewiesen,  was  zu  Beginn 
der  Vorlesung  für  m  angenommen  und  früher  für  m  =  2  als  richtig 
erkannt  worden  ist.  Das  Hauptproblem  der  Elimination  ist  damit  er- 
ledigt. Die  dazu  benutzte  Methode  stammt  von  Poisson,  Memoire 
sur  Telimination  dans  les  equations  algebriques;  Journ.  de  FEcole  poly- 
technique;  IV;  cahier  11,  p.  199,  der  sie  selbst  als  eine  Erweiterung 
der  von  G.  Gramer  für  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  ge- 
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gebenen  in  der  Einleitung  seiner  Abhandlung  erklärt.  Das  Theorem  über 
die  Zahl  der  Wurzeln  war  früher  von  B^zout  aufgestellt  und  führt 
seinen  Namen.     Wir  kommen  auf  diese  Untersuchungen  noch  zurück. 

§  897.  Von  einer  Wurzel  x^  der  Gleichung  (20)  können  wir 
durch  die  Annahme  «1  =  1,  x^^O,  •••  A  =  0  zu  z^^,  durch  Xi  =  0, 
X2  =  l,  x^  =  0,  •••  il  =  0  zu  jSfji,  u,  8.  w.  gelangen.  Der  üebergang 
kann  auch  auf  folgende  analytische  Art  geschehen.  Wir  bilden  ein 
System  von  l  Gleichungen  ^  die  in  den  jgru,  z^^^  z^^y  •  •  •  Zu  linear  sind 

^u        +  ^12        H =  ^o; 

Die  rechten  Seiten  sind  als  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  be- 
kannt. Die  Determinante  der  linken  Seite  ist  von  Null  verschieden^ 
da  die  x^^x^y-  -  •  von  einander  verschieden  sind.  Das  ist  leicht  einzu- 
sehen. Wäre  nämlich  im  allgemeinen  Falle  bei  unbestimmten  Coeffi- 
cienten  stets  Wurzelgleichheit  vorhanden^  dann  müsste  dies  auch  in 
jedem  besonderen  Falle  eintreten,  während  doch  z.  B. 

/lEEiT^.  — 1  =  0,  /i -£r^-i  =  o, ...  /;„+i=r-+i  — 1  =  0 

keine  gleichen  Wurzeln  x  liefern  werden.  Das  System  der  linearen 
Gleichungen  kann  daher  aufgelöst  werden,  und  so  entsteht 

zü==T{x,)       (A  =  l,2,  3,  ...  0. 

Das  Gleiche  lässt  sich  auch  in  folgender  Art  bewerkstelligen*). 

Der  Ausdruck 

z 


^(v)y^v-~^-H{y) 


ist  eine  ganze  Function  von  y,  deren  Coefficienten  symmetrische  Func- 
tionen und  somit  bekannt  sind.  Setzt  man  y  =  xxy  so  entsteht,  weil 
links  nur  ein  Glied  zurückbleibt, 

(22)  '^^=wjky 

Auf  dieselbe  Art  findet  man  die  za.  Man  kann  also  den  Üebergang  von 
den  Xx  zu  den  Zai  auf  rein  analytischem  Wege  durchführen. 


*)  Diese  einfache  Methode  stammt  wohl  von  Eronecker  (J.  f.  M.  91,  p.  307). 
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Achtunddreissigste  Vorlesung. 

Unendlich  grosse  Wurzeln.     Vielfache  Wurzeln.     Unendlich 

viele  Wurzeln. 

§  398.  Wenn  ein  aUgemeines  System  von  m  Gleichungen  mit 
m  Unbekannten  gegeben  ist^  so  kann  man  den  unbestimmten  Coeffi- 
cienten,  wie  wir  gesehen  haben,  stets  solche  besonderen  Werthe  er- 
theilen,  dass  auch  das  neue  besondere  System  Jc  =  n^  -  n^  -  -  -  Um  Lö- 
sungen besitzt.  Liegt  nun  femer  irgend  ein  System  von  m  Gleichungen 
mit  kl  (<  h)  Lösungen  vor,  so  kann  der  Uebergang  von  der  ersten 
Eliminante  zur  zweiten  nur  dadurch  geschehen,  dass  Po;  9i> '  *  *  P*— *i— i 
gleich  Null  werden;  es  giebt  dann  also  (Je  —  Ä\)  Wurzeln  rc,  die  ins 
Unendliche  gewachsen  sind,  und  also  auch,  falls  die  Gleichungen  prä- 
parirt  waren,  ebensoviele  Wurzeln  (z^y  z^y  •••  0rn)y  deren  Coordinaten 
sämmtlich  oo  geworden  sind.  In  dem  einfachsten  Falle  \  =  (k  —  1) 
wird  nur  Pq  =  0  oder 


m  tn  tn 


d.  h.  die  homogenen  Gleichungen,  welche  entstehen,  wenn  man  in  allen 
fa  die  Glieder  höchster,  n«*®'  Dimension  gleich  Null  setzt,  haben  eine 
gemeinsame  Lösung.  Die  Verhältnisse  sind  hier  also  genau  denen 
analog,  welche  wir  bei  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  be- 
sprochen haben.  Schon  Euler*)  nimmt  bei  der  Zählung  der  Wurzeln 
Rücksicht  auf  solche  unendlichen  Wurzeln. 

Es  ist  vielleicht  nicht  unangebracht,  folgende,  freilich  naheliegende 
Bemerkung  zu  machen.  Es  mögen  g«,^  beliebige  ganze  Functionen 
der  Zj^,'  '  '  Zm  bedeuten-,  dann  sind  die  beiden  Systeme 

(1)  /i  =  o,  /,  =  o,  .../•„  =  0 

und 

/i  =  0,      /i  +  32,1  /i  =  0,      /;  +  ^8,2  /i  +  98,1  /i  =  0, .  • ., 
fm  +  Qm,m  —  1  fm—l  -)-•••-{-  Qjn^i  /g  +  Qnt,l  fl  =  0 

insofern  einander  äquivalent,  als  jede  endliche  Lösung  des  einen  der 
beiden  Systeme  auch  das  andere  befriedigt,  wie  leicht  zu  sehen  ist. 
Gleichwohl  können  die  Gradzahlen  der  Gleichungen  des  zweiten  Sy- 
stems beliebig  erhöht  auftreten.  Dies  erklärt  sich  dadurch,  dass  das 
zweite  System  eine  Reihe  unendlich  grosser  Wurzeln  hat,  die  dem 
ersten  fehlen. 


♦)  Möm.  de  l'Acad.  de  Berlin  (1748),  p.  234. 


Unendlich  grosse  Wurzeln.    Vielfache  Wurzeln.    Unendlich  viele  Wurzeln.     89 

§  399.  Wir  gehen  jetzt  zur  Betrachtung  mehrfacher  Wur- 
zeln über.  Bei  allgemeinen  Gleichungen  können  solche  nicht  auf- 
treten^ denn  das  Gleiche  müaste  sonst  auch  in  jedem  besonderen  Falle 
gewahrt  bleiben,  während  sich  ja  leicht  Beispiele  aufstellen  lassen,  in 
denen  keine  mehrfachen  Wurzeln  vorhanden  sind,  vgl.  S.  87. 

Besitzt  die  Eliininante  B(x)  =  0  den  Wert  x  =  x^^  als  «-fache 
Wurzel,  dann  wollen  wir  das  zugehörige  (js^^j^j  z^i,  •  •  •  J^mi)  gleichfalls 
als  a- fache  Wurzel  auffassen.  Durch  Berücksichtigung  der  unendlichen 
und  der  vielfachen  Wurzeln  erst  wird  der  Bezout'sche  Satz  von  der 
Anzahl  der  Wurzeln  jedes  Systems  von  Gleichungen  richtig,  falls  nicht 
der  später  zu  besprechende  Fall  unendlich  vieler  Wurzeln  eintritt. 

Wir  wollen  noch  von  einer  anderen  Seite  her  die  mehrfachen 
Wurzeln  zu  behandeln  suchen.  Wir  setzen,  indem  wir  unter  ti}"-tm 
beliebige  aber  feste  Werte  verstehen, 

Dann  gehört  zu  jedem  Werthsysteme  w^,  1*2,  •  •  •  w»n;  p  ein  einziges  Sy- 
stem ^u^2f-''^mj  umgekehrt  gehören  zu  jedem  Werthsystem  ^1,^^27'"^^ 
.  die  beiden  Werthsysteme 


ausgenommen  zu  g^  =  f^,  ^^  =  g^, . . .  ^gr^  =  f^,  welchem  q  ==  0;  (wi,  Wj,  •  ■  • 
beliebig)  entspricht.  Trägt  man  (2)  in  (1)  ein,  so  erhält  man,  wenn 
(Si7  •  •  •  fm)  keine  Wurzel  von  (1)  bedeutet,  ein  Gleichungssystem  von 
(iw  -|-  1)  Gleichungen  mit  (w  -f-  1)  Unbekannten  und  nach  dem  eben 
Dargelegten  mit  doppelter  Zahl  der  endlichen  Wurzeln  gegenüber  (1). 
Beschränkt  man  aber  die  Systeme  auf  positive  q,  so  entspricht  jeder 
Wurzel  von  (1)  eine  solche  von  (2)  und  umgekehrt. 

Wir  wollen  jetzt  (5i,  fg? ' ' '  W  gleich  einer  Wurzel  von  (1)  setzen. 
Dann  ist 

(3)^=p[t*,^  +  ...  +  w^^]  +  p«.G„  =  0       («=l,2,...m), 

df„ 
wenn  unter  ^y  das  Resultat  der  Substitution  von   (ti,  ^^  -  •  -  tm)   in 

^ —  verstanden  wird,  und  Ga  eine  nach  Potenzen  von  q  aufsteigende 
Function  bedeutet.    Unterdrücken  wir  in  (3)  den  Factor  p,  so  müssen 

(3')      [«i5|  +  ---  +  ««^]  +  9-C?«  =  0       (a  =  l,2,-..m) 
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von  allen  übrigen  Wurzelsystemen  w,  q,  die  aus  den  übrigen  Wurzel- 
sjstemen  (jPh,  z^x,  •  •  •  Zmx)  entspringen,  befriedigt  werden;  und  um- 
gekehrt folgt  aus  jedem  WurzeLsystem  u,  q  ein  solches  {fS\i,ZU}'"  ^mi)> 
Wir  wollen  unter  Wahrung  der  Wurzel  (^n,  %,••)  =  (^^Ss;**)  die 
Coefficienten  ypn  (1)  so  abändern,  dass  eine  zweite  Wurzel  (^197^22;  *"^m2) 
der  ersten  sich  unendlich  nähert.  Dann  wird  das  2(ugehörige  q  gleich  0 
werden;  und  sonach  muss  es  Werthe  ux  geben,  die  das  lineare  System 
der  m  homogenen  Gleichungen 

Wi^-^+«s^H ''**"*ä^"'^        («=1,2,  ...m) 

befriedigen.    Es  wird  demgemäss  die  Detenninante 

3/i 


j= 


(A,fi  =  l,2,  ...m) 


gleich  Null  sein.  J  ist  die  von  Jacobi  eingeführte  Functional- 
determinante,  auf  deren  Bedeutung  für  die  Elimination  wir  später 
noch  genauer  eingehen  werden.    Ist  umgekehrt  e7'=0,  und  bezeichnet 

Ml',  Wj',  •  •  •  ««^  eine  Lösung  von  (4),  für  welche  ^^  m?  =  1   ist,  dann 

folgt  aus  ihr  und  p  =  0  eine  Losung  von  (3*);  d.  h.  (3)  besitzt  noch 

eine   zweite   Wurzel   9  =  0.     Daher  ist   J=0    charakteristisch 

dafür,  dass  die  Wurzel  (J^,  •  •  •  5m)  des  Systems  (1)  mindestens 
von  der  Multiplicität  2  ist. 

Die  Behandlung  vielfacher  Wurzeln  höherer  Multiplicität  nach  der- 
selben Methode  ist  schwierig,  da  zu  einem  q  =^  0  verschiedene  Sy- 
steme u  gehören  können,  durch  welche  mehrere  der  in  (3)  rechts 
stehenden  Anfangsglieder  verschwinden. 

§  400.  Ein  anderer  wichtiger  Satz  über  mehrfache  Wurzeln  be- 
darf zu  seiner  Ableitung  einiger  Vorbereitungen. 

Wir  wollen  annehmen,  jedem  Summanden  einer  Summe  sei  ein 
beliebiges  Gewicht  beigelegt  worden.  Unter  dem  unteren  Grenz- 
gewichte oder  kürzer  dem  Grenzgewichte  der  Summe,  (da  wir 
mit  anderen  in  der  Folge  nicht  zu  thun  haben),  wollen  wir  ein  Ge- 
wicht verstehen,  unter  welches  kein  Gewicht  eines  der  Summanden 
sinken  kann,  welches  aber  auch  wirklich  das  niedrigste  vorkommende 
Gewicht  eines  der  vorhandenen  Summanden  ist.  Der  Einfachheit 
halber  beschränken  wir  uns  von  vornherein  auf  nicht  negative  Ge- 
wichte und  Grenzgewichte.  Bezeichnen  wir  nun  mit  g^^  g^,  -  *  -  gn  die 
Grenzgewichte  einer  Reihe  m^,  w^,  •  •  Un  von  einander  unabhängiger 
Grössen,   wobei   die  u  so   angeordnet   sind,   dass   gi  ^  g^  '^  •  -  •  ^  gn 
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ist,  dann  hat  8{uj)  als  Orenzgewicht  offenbar  g^^   ebenso  S(u^u^)   als 

Grenzgewicbt  fl^i  +  ^2  ?  ^-  ^-  ^'    Daraus  folgt,  dass  die  Goefficienten  von 

tt"  —  a^u^—^  -|-  OjW""^  —  . . .  =  (w  —  ^i)  (w  —  tig)  •  •  •  («*  —  w^)  =  0 

der  Reihe  nach  die  Grenzgewichte  y^ ^  0 ,  yi  =  ffiy  7%=  ffi~\'  9i} '  '  ' 
haben.  Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkehren.  Hat  o^  das  Grenz- 
gewicht ^1,  so  muss  dieses,  da  a^  =  S(u^)  ist,  Grenzgewicht  eines  der 
u  sein,  und  zwar  das  kleinste  vorkommende.  Da  ferner  0^=  ^^(MiMg) 
ist,  so  wird  das  nächst  grössere  Grenzgewicht  eines  u  gleich  (y^  —  ?i) 
sein,  u.  s.  f.  bis  zu  y„  —  y«— 1.  Wird  somit  eine  symmetrische  Function 
S(uP^t4p  •  •  •  wS«)  mit  Pi^Pi^  ' ' '  Pn  im  Anschlüsse  an  die  letzte 
Gleichung  gebildet,  so  ist  deren  Grenzgewicht,  durch  die  Grenzgewichte 
der  Coefficienten  ausgedrückt, 

Piffi  +  ft^2  H h  Pngn  =  PiTi  +Pi(yi  —  n)  H 1-  Pn{yn—yn-i) . 

§  401.     Von  diesen  allgemeinen  Sätzen  wollen  wir  wichtige  An- 
wendungen machen.     Es  seien  die  beiden  Gleichungen  gegeben 

(7)  AW  =  ft.^?  +  6,-i^r'  +  --  +  M?  +  6a-i^-^  +  ---  +  6o  =  o. 

Hier  ertheilen  wir  den  a^,  ar—i,  •••  a^;  6,,  6,_i,  -  -  -  ba  die  Grenz- 
gewichte Null,  den  folgenden  a^,  6x  die  Grenzgewichte  q  —  x,  6  —  x , 
so  dass  insbesondere  Uq  das  Grenzgewicht  p,  und  b^  das  Grenzgewicht  <y 
hat.  Dann  haben  q  der  Wurzeln  0^^,  0^^,  •  •  •  jeri^  von  (6)  das  Grenz- 
gewicht 1,  und  die  übrigen  (r  —  q)  das  Grenzgewicht  0,  wie  aus 
§  400  folgt.     Es  hat  femer  die  symmetrische  Function 

8(4iJS^2  •  •  •  ^ir)  (Pi  >P,  >-">Pr) 

das  Grenzgewicht  Pr-^-f  1  +  Pr-Q+%  H h  l>r . 

Wir  bilden  nun  die  Resultante  von  (6)  und  (7) 

(8)  f.Mf^M  '"=  JJ\b»^lx  +  •  •  •  +  ^o^^x  +  ^o-x^,Y'  +  •  •  •  +  &0I 

und  suchen  für  sie  das  Grenzgewicht  zu  bestimmen.  Die  einzelnen 
Summanden  des  ausgeführten  Products  haben  die  Form 

(9)  ^ab^h'-S{nA%^\^"')' 

Die  Summanden  der  einzelnen  Factoren  rechts  in  (8)  zerlegen  wir  in 
zwei  Theile;  die  ersten  erstrecken  sich  vom  Anfangsgliede  bis  6a  ^j^, 
die  zweiten  vom  folgenden  Gliede  bis  zu  Ende.  Tritt  in  einen  Sum- 
manden der  Form  (9)  ein  Glied  der  ersten  Art  ein  (etwa  a>  6),  so 
wird  das  Grenzgewicht  sicher  nicht  vermehrt,  wenn  man  dieses  Glied 
durch  das  entsprechende  baSSl^  ersetzt;  denn  das  alte  wie  das  neue  b 
haben  das  Grenzgewicht  0,  und  der  Exponent  von  e^^y  der  möglicher- 
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weise  beim  Grenzgewichte  mitbestimmend  auftritt,  vermindert  sich. 
Kommt  femer  ein  61ied  der  zweiten  Art  in  (9)  vor  (etwa  /J  <  <y),  so 
wird  das  Grenzgewicht  des  Summanden  sicher  nicht  vermehrt,  wenn 
auch  dieses  Glied  durch  das  entsprechende  haZ^^  ersetzt  wird.  Denn 
der  Exponent  von  g^^,  der  möglicherweise  mitbestimmend  wirkt,  wird 
nur  um  so  viele  Einheiten  erhöht,  als  das  Grenzgewicht  des  6,  welches 
sicher  Einfluss  besitzt,  sich  vermindert     Daraus  folgt,  dass 

(9")  (boY  S(Z,,Z,,  ■  ■  ■  gtr)" 

das  niedrigste  Grenzgewicht  hat;  d.  h.  q^  ist  das  Grenzgewicht  der 
Resultante.  Dieses  Resultat  hätte  sich  kürzer  aus  §  360  herleiten 
lassen;  die  weiteren  noth wendigen  Folgerungen  wären  aber  auf  dem 
dort  eingeschlagenen  Wege  nicht  zu  erhalten  gewesen. 

Unsere  allgemeinen  Annahmen  über  die  Grenzgewichte  werden 
durch  die  folgenden  Festsetzungen  nicht  gestört.     Wir  nehmen 

»x  =  »xO  +  »xl^a  H f-  ötx,r— x^~*;    &x  =  6x0  +  &xl^2  H h  ^x,*— x^j""*; 

schreiben  statt  f^  und  /g  jetzt 

fi{^u^i)=^y!(^MX^,e\  =0        (x  +  A  =  0,  1, . .  •  r), 

(10)  ^ 

/i(^i;^2)  =^  »x;^^^,  =0       (x  +  A  =  0, 1, . . .  s), 

und  geben  den  üxx  (x  +  A  >  (>)  und  den  b^x  (x  +  A  ^  d)  die  Grenz- 
gewichte 0,  jedem  axi  (x  +  A  <  (>)  das  Grenzgewicht  (p  —  x  —  A),  und 
jedem  h^x  {x  -{-  X  <C  6)  das  Grenzgewicht  (6  —  x  —  A);  0^  soll  das  Ge- 
wicht 1  haben. 

Dann  besitzt  die  Eliminante  li(^),  sowie  ihr  absolutes  Glied  in 
den  Coefficienten  und  in  ^2  das  Grenzgewicht  q6.  Dasselbe  bleibt 
gültig,  wenn  wir  vermittels  der  Liouville'schen  Substitution,  unter 
tij,  Wj  Parameter  verstehend,  x  ^  Uj^z^  +^2^8  ^^  (1^)  einfuhren  und 
die  Eliminante  B(x)  berechnen.     Setzen  wir  sie  gleich  Null, 

so  folgt,  dass  q6  der  Wurzeln  x  das  Grenzgewicht  1  und  die  anderen 
das  Grenzgewicht  0  haben.  Gehen  wir  zu  den  0  zurück,  so  finden  wir, 
dass  beide  Coordinaten  &Lr  qö  der  Wurzeln  (0^^,  0^^)^  •  •  •  das  Grenz- 
gewicht 1  haben,  und  dass  bei  den  anderen  die  Grenzgewichte  0  auf- 
treten.    Folglich  hat 

(11)         S(0n0li0!$zil  • ' •)      {p,  +  qi>P,  +  g,>'-) 

das  Grenzgewicht 

(11*)  (pr*~^o-i-l  +  ?r«-^a+l)  +  (Prs-QO-^-i  +  qn-^^a-^-i)  H h  (jPr*  +  ffr,)- 
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Wir  wollen  hier  gleich  bemerken,  dass  wir  für  den  Fall  zweier 
Variablen  das  zu  beweisende  Theorem  hierdurch  schon  als  richtig  erkannt 
haben,  nämlich:  Ertheilt  man  in  (10)  den  Goefficienten  solche 
Grenzgewichte,  dass  bei  den  Gewichten  1  für  is^  und  jg^  das 
Grenzgewicht  von  f^  gleich  q  und  das  von  f^  gleich  6  wird, 
dann  haben  die  Goordinaten  von  q6  der  Wurzeln  des  Systems 
/i  =  0,  /i  =  0   die  Grenzgewichte  1. 

§  402.   Wir  nehmen  jetzt  noch  eine  dritte  Gleichung  zu  (10)  hinzu: 

(12)  /i(^i,  ^2)  =^0,,  ^y,        (x  +  A  =  0, 1, . . .  0 

und  geben  den  Cxz  (x  +  ^  ^  ^)  ^^^  Grenzgewichte  0,  den  c^x  (x  +  A  <  r) 
die  Grenzgewichte  (r  —  x  —  A) .   Dann  bilden  wir  wieder  die  Resultante 

wobei  die  (zuyZ^x)  di©  Wurzeln  von  (10)  sind.  Wir  verfahren,  um 
das  Grenzgewicht  von  (13)  zu  berechnen,  genau  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, indem  wir  die  Glieder  von  (12)  in  zwei  Theile  theilen,  deren 
erster  alle  die  enthält,  bei  denen  x  +  A  ^  r  ist.  Tritt  in  einem  Sum- 
manden des  entwickelten  Ausdrucks  (13) 

ein  Summand  des  ersten  Theiles  auf,  so  kann  man  ihn  ohne  Erhöhung 
des  Grenzgewichtes  durch  einen  solchen  ersetzen,  bei  dem  x  +  A  =  r 
ist  Das  Gleiche  tritt  im  zweiten  Falle  auf,  aus  denselben  Gründen 
wie  oben,  und  so  folgt,  dass 

Cl\  (%;efi2  .  .  •  ÄTi,  rsY  (^21^22  *  '  '  ^2,r*)^  (x  +  A  =  t) 

das  Grenzgewicht  liefert.     Nach  (11*)  ist  dies   ^tf  (x  -|-  A)  =  ptfr . 

Unsere  allgemeinen  Annahmen  über  die  Grenzgewichte  werden 
durch  die  folgenden  Festsetzungen  nicht  gestört.     Wir  nehmen 

Kk  =  hxio  +  inkl  ^8  +  •  •  •  +  &x,a,f-x-;i^3~*"^, 
CxX  =  CxZO  +   Cxli  ^8  +   •  •  •   +  Cx^X.t-x-k  ^y"*""^, 

schreiben  statt  f^y  f^,  /j  jetzt 

/i(^i,^ä,^8)=^ax2A*^^2^?  =  0      (x  +  A  +  fi  =  0,  l,...r), 
(14)  /i(-^i,^,,^8)=2'*x^^^i^'^3  =  0       (x  +  A  +  ,i  =  0,l,...5), 

und  geben  den  a^Zfi  das  Grenzgewicht  q  —  (x  +  A  +  f*)  5  falls  diese 
Differenz  positiv  ist,  sonst  das  Grenzgewicht  0;  ähnlich  verfahren  wir 
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mit  den  b^x/iy  CxXf*  und  den  6  —  (x  +  X  +  f*);  ^  —  (*  "h  ^  H~  f*)?  ^» 
soll  das  Grenzgewicht  1  haben.  Dann  hat  nach  dem  obigen  Resultate 
die  Eliminante  R(ßs)  das  Orenzgewicht  qöt.  Dasselbe  bleibt  bestehen, 
wenn  wir  vermittels  der  Lionville'schen  Substitution  x  =  u^g^ -\- u^z^ 
-{-  u^e^  einführen,  für  R  (x)  und  auch  für  ihr  absolutes  Glied.  Daraus 
folgt  dann,  dass  Q6r  der  Wurzeln  Ton  (14)  in  allen  ihren  Coordinaten 
^17  ^%y  ^»'  ^®  Grenzgewichte  1  besitzen.  Polglich  gelten,  entsprechend 
modificirt,  die  obigen  Sätze  über  symmetrische  B^unctionen  u.  s.  w. 

In  gleicher  Weise  können  wir  zu  mehr  Variablen  aufsteigen. 
Unsere  Methode  zeigt  uns  also  die  Gültigkeit  des  allgemeinen  Satzes: 
Geben  wir  den  Coefficienten  von 

(15)  fx{z^,  ^3,  •  •  •  ^m)  =  0        (A  =  1,  2, . . .  m) 

solche  Grenzgewichte,  dass  jedes  fx  das  Grenzgewicht  qx  er- 
hält^ falls  man  allen  z  das  Gewicht  1  beilegt,  dann  haben 
9i'  Q%' '  '  Qtn  der  Wurzeln  von  (15)  in  allen  ihren  m  Coordi- 
naten das  Grenzgewicht  1. 

§  403.  Von  diesem  allgemeinen  Satze  machen  wir  eine  Anwen- 
dimg, indem  wir  alle  diejenigen  Coefficienten  in  jedem  fx  gleich  Null 
setzen,  deren  zugehörige  Potenzproducte  geringere  Dimension  haben  als 
Qx  betragt.  Diese  Coefficienten  werden  also  bei  der  Berechnung  der 
Gewichte  ausgeschaltet  Die  übrigen  Coefficienten  setzen  wir  constant. 
Tragen  wir 

ein,  und  berechnen  die  Eliminante  R(x),  so  ist  deren  Grenzgewicht 
auch  QiQi  '  • '  Qm]  da  aber  alle  vorkommenden  Coefficienten  ganze 
Functionen  unserer  Constanten  sind,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn 
Glieder  ä^,  bei  denen  X  <C  q^q^  -  -  *  Qm  ist,  überhaupt  nicht  vorkommen. 
Das  zeigt:  Ist  (0,  0,  •  •  •  0)  eine  pji-fache  Wurzel  von  fx  =  0 
(A  =  1,  2,  •  •  •  m),  dann  ist  (0,  0,  •  ■  •  0)  eine  (qiQ^  -  •  •  Pm)-fache 
Wurzel  des  Systems  (15). 

Durch  diesen  Satz  haben  wir  nur  eine  untere  Grenze  für  die 
Multiplicität  angegeben.  Es  lassen  sich  aber  sofort  Fälle  consttruiren, 
für  welche  diese  Grenze  nicht  überschritten  wird;  z.  B.  für 

f^  =  <'  +  oT'>r'  +  c'^'^?-'+---  +  c^l-,/,^        (X  =  l,2,. ..«»), 

sobald  die  c  Constanten  sind,  deren  letzte  von  Null  verschieden  sein 
muss.  Daraus  schliessen  wir:  Das  obige  Theorem  giebt  die  wahre 
Multiplicität  im  allgemeinen  Falle. 

Was  von  dem  Specialpunkte  (0,  0,  •  •  •  0)  bewiesen  wurde,  gilt, 
wie  man  durch  Coordinatenverschiebung  erkennt,  für  jeden  beliebigen 


unendlich  grosse  Wurzeln.    Vielfache  Wurzeln.    Unendlich  viele  Wurzeln.    95 

Punkt  (^1,  q^y  •  •  •  qm)f  so  dass  wir  sagen  können:  Ist  (g^,  g^,  •  •  •  g«) 
eine  p;i-fache  Wurzel  der  Gleichung  /i  ==  0  (A  =  1,  2,  •••  w), 
dann  ist  (q^^  q^y  •  •  •  jm)  ini  allgemeinen  Falle  genau  eine 
(fix  9i  ' ' '  ^m)-fache  Wurzel  des  Systems  (15). 

§  404.    Endlich  wollen  wir  den  Fall  besprechen,  dass  unser  System 

unendlich  viele  Wurzeln  (jefi,  js^y  •  •  •  Zf^  zulässt.  Die  einzelnen  Func- 
tionen von  (1)  mögen  durch  vorläufige  Transformation  bereits  präpa- 
rirt  sein  (§  340,  §  353,  §  355),  so  dass  etwaige  Zufälligkeiten,  die 
durch  specielle  Formen  der  f  hervorgerufen  werden,  ausgeschlossen 
sind.  Wir  fuhren  etwa  an  Stelle  von  Zm  mittels  der  Liouville'schen 
Substitution  die  Grösse 

(16)  ^  =  «1^1  +  3«2^2  H h  Xm^m 

ein  und  bilden  die  Eliminante  E(x).  Charakteristisch  für  das  Vor- 
handensein unendlich  vieler  Wurzeln  ist  es,  dass  B(x)  identisch  ver- 
schwindet; d.  h.  alle  in  R  auftretenden  Coefficienten  müssen  unabhängig 
von  den  Werthen  der  x  für  sich  gleich  Null  sein.  Dasselbe  gilt  dann 
auch  z.  B.  von  B{0m)'^  also  kann  man  dem  Zm  jeden  beliebigen  Werth 
^mi  geben,  und  zu  ihm  Systeme  (%,^2i; '  '  *  ^«i)  bestimmen,  welche  (1) 
befriedigen.  Wir  können  dies  auch  so  auffassen,  dass  wir  in  (1)  die 
Grösse  jSm  als  Parameter  denken  und  dann  die  Resultante  B(Zm)  bilden. 
Diese  ist  der  Annahme  nach  gleich  0;  sonach  besitzen  die  Gleichungen  (1) 
für  jeden  Werth  des  Parameters  Zm  gemeinsame  Wurzeln. 

Es  möge  daher  jetzt  Zm  unbestimmt  bleiben.     Wir  setzen  nun 

(16»)  ^1  =  ^^1  +  ^^8  H f-  3Cm-l^m-l 

und  f&hren  dies  statt  jSm—i  in  (1)  ein.  Aus  je  (m  —  1)  der  Glei- 
chungen (1)  bilden  wir  die  Eliminante  nach  a:^.  Dann  können  zwei 
Fälle  eintreten:  entweder  nicht  alle  diese  Eliminanten  verschwinden 
identisch;  oder  alle  diese  Eliminanten  verschwinden  identisch.  Hier- 
durch wird,  je  nachdem  dieser  oder  jener  Fall  eintritt,  das  System  (1) 
verschieden  geartet  sein. 

Es  sei  zunächst  ein  12  (x^)  nicht  identisch  =  0,  etwa  das  aus 
/i  =  0,  ^  =  0,  •  •  •  f^^i  =  0  gewonnene.  Dann  wird  durch  die  Auf- 
lösung von  R  (x^)  =  0  jede  Wurzel  von  (1)  erhalten  werden  können. 
Die  Coordinaten  (jaf^^,  0^^^  •  •  •  ^,„-1,1)  treten  dabei  i.  A.  als  Functionen 
des  Parameters  0^  auf;  es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  R(x^) 
Factoren  enthalt,  deren  Coefficienten  von  dem  Parameter  0m  unabhängig 
sind,  und  dann  treten  neben  die  Lösungen  erster  Art 
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Losungen  zweiter  Art,  in  denen  alle  Coordinaten  feste  Werthe  haben. 

§  406.  Ist  zweitens  jede  der  m  möglichen  Eliminanten  B(xi) 
identisch  Null,  so  ist  dies  auch  z.  B.  mit  jeder  Eliminante  R(igm—i) 
der  Fall;  also  kann  man  dem  iSm—i  jeden  beliebigen  Werth  ertheilen 
und  zu  den  willkürlichen  Zm-iy  ^m  Systeme  (js?ii,  jg^u  ' ' '  ^m—i,i)  be- 
stimmen, welche  (1)  befriedigen.  Wir  betrachten  jetzt  Zm-i  und  z^ 
als  Parameter  und  setzen 

(16^)  ^  =  ^^1  +  «2^2  H h  Xrn-2^m-2  ; 

dieses  x^  führen  wir  an  Stelle  von  Zm^^  in  (1)  ein.     Aus  je  (w  —  2) 
der  Gleichimgen  (1)  bilden  wir  die  Eliminante  nach  x^.    Dann  können 

zwei  Fälle  eintreten:  entweder  verschwinden  nicht  alle  diese-- w(w  —  1) 

m 

Eliminanten  identisch;  oder  sie  verschwinden  sammtlich  identisch. 

Es  sei  zunächst  ein  R(x^)  nicht  identisch  =0;  dann  wird  durch 
die  Auflösung  von  jB  (x^)  =  0  jede  Wurzel  von  (1)  erhalten  werden 
können.  Die  Coordinaten  (js^^,  z^d  * '  *  ^m— 2,1)  treten  dabei  i.  A.  als 
Functionen  beider  Parameter  auf;  dann  werden  z^^,  •  •  •  j^w— 2,1  Func- 
tionen von  Zm—i  und  Zm-  Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  B(x^) 
Factoren  enthält,  deren  Coefficienten  nur  von  einem  der  beiden  Para- 
meter, etwa  von  Zm  abhängen;  dabei  werden  durch  Vermittelung  von 
x^  zuerst  jeTh,  ^^i;  *  •  *  ^»1—2,1  Functionen  von  Zm]  und  weiter  liefert  eine 
beliebige  der  Gleichungen  (1)  auch  Zm-i,i  als  Function  von  Zm-  End- 
lich ist  es  auch  möglich,  dass  It(x^)  Factoren  besitzt,  die  von  beiden 
Parametern  frei  sind;  dabei  werden  z^^,  z^^,  •  •  •  Zmi  Constanten. 

Die  Charaktere  dieser  Lösungen  sind  also: 

I)     Zii  =  ^1  (Zfn-l,  0m) f  •  •  •  ^7n-2,l  =  tm-ii^m-l,  ^m);   ^m-1,  ^m     beliebig. 

II)  ^ii  =  Zi(^m),  •  •  •  ^m-1,1  =  Zm-i(^m);  i^m  beliebig. 
IH)  ^11;  %^  '"  0ml  fest.  — 

In  solcher  Weise  kann  man  fortfahren. 

Er o necker  hat  diese  Unterscheidungen  zuerst  scharf  durchge- 
fahrt*).  Die  hier  benutzte  Methode  leitet  uns  sofort  zu  den  Resultaten 
des  allgemeinen  Falles.  Wir  nennen  mit  Eronecker  das  System  (1) 
ein  System  m^'  Stufe  (oder  w*®"  Ranges),  wenn  R(x)  nicht  identisch 
verschwindet,  wenn  also  sämmtliche  Wurzeln  feste  Coordinaten  haben, 
oder,  was  das  Gleiche  besagt,  wenn  sie  eine  Mannigfaltigkeit  0**'  Di- 
mension bilden.  —  Das  System  (1)  heisst  ein  System  (m —  1)'"  Stufe 

•)  Grundzöge  einer  arithm.  Theorie  u.  s.  w."  J.  f.  M.  91  (1881)  p.  1,  §21.  VH. 
Vgl.  auch  Molk,  Acta  math.  6  (1884)  p.  1,  Cap.  III. 
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(oder  (m  —  l)****  Ranges),  wenn  R{x)  ^e  0,  aber  ein  R(xj)  nicht  iden- 
tisch Null  ist.  Dann  bilden  die  Wurzeln  eine  Mannigfaltigkeit  erster 
Dimension;  kommen  ausser  diesen  keine  anderen  vor,  so  ist  das  System 
ein  reines  System  (m  —  1)*®'  Stufe;  kommen  noch  andere  mit  festen 
Coordinaten  vor,  dann  ist  das  System  ein  solches  (m  —  1)**'  Stufe 
gemischt  mit  einem  System  m^^  Stufe.  —  Das  System  (1)  heisst 
ein  System  (m — 2)*®'  Stufe  (oder  (m — 2)^^  Ranges),  wenn  R(x)z^O, 
alle  R(Xj)  ^  0,  aber  ein  B{x2)  nicht  ^  0  ist.  Dann  bilden  die  Wur- 
zeln eine  Mannigfaltigkeit  2*^^^  Dimension;  kommen  ausser  diesen  noch 
andere  vor,  die  eine  Mannigfaltigkeit  erster  Dimension  oder  solche,  die 
eine  Mannigfaltigkeit  nullter  Dimension  bilden,  dann  heisst  das  System 
ein  gemischtes  (m  —  2)**^'  Stufe.  —  Ebenso  bezeichnen  wir  (1)  als  Sy- 
stem J^^  Stufe,  wenn  die  Wurzeln  eine  Mannigfaltigkeit  (m  —  k)^ 
Dimension  bilden.  Ist  keine  weitere  Wurzel  vorhanden,  so  heisst  das 
System  ein  reines;  treten  Wurzeln  auf,  welche  zu  Mannigfaltigkeiten 
niederer  Dimension  zusammentreten,  dann  ist  das  System  ein  ge- 
mischtes. 

Es  ist  nicht  immer  möglich,  Mannigfaltigkeiten  (ni  —  A;)^"  Dimen- 
sion von  m  Variablen  durch  k  Gleichungen  dieser  Variablen  rein  dar- 
zustellen; also  es  ist  etwa  ffir  m  ^=^S,  k  =  2,  um  geometrisch  zu 
sprechen,  nicht  möglich,  durch  zwei  Gleichungen  zwischen  ^er^,  jg^^  z^ 
jede  Curve  dritter  Ordnung  rein,  d.  h.  ohne  fremde  Punkte  als  Schnitt 
zweier  Flachen  zu  bestimmen. 


Neununddreissigste  Vorlesung. 
Elimination.     Bizont'sche  Methode. 

§  406.  Die  Darlegungen  der  siebenunddreissigsten  Vorlesung 
haben  uns  gezeigt,  dass  das  Problem  der  Elimination  mancherlei 
TJeberlegungen  und  Vorbereitungen  zu  seiner  Bewältigung  bedurfte; 
da  liegt  die  Frage  nahe,  ob  nicht  die  stufenweise  Entfernung  von 
m  Variablen  z^y  z^y  •  •  •  Zm  aus  den  (m  +  1)  Gleichungen 

(1)  fx{z^,   Z^,   '"   Zmy   ^m+l)  =  0  (A  =  1,   2,    .  .  .    W  +  1) 

rascher  zum  Ziele  geführt  hätte.    Wenden  wir  die  Methode  der  Elimi- 
nation einer  Variablen,  z.  B.  z^  auf  die  m  Gleichungspaare 

an,   dann  erhalten  wir  m  Gleichungen  mit  den  m  Unbekannten  z^y  z^, 
'  •  •  Ztn^i.    Diese  Gleichungen,  welche  wir  mit 

Netto,  Algebra.  II.  7 
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bezeichnen,  sind  von  den  Dimensionen  ^if^^nin^,  •  •  •  WiM^^-i,  falls  die 
Dimensionen  der  f  wie  gewöhnlich  mit  w^,  n^,  •  •  •  Ww-f-i  bezeichnet 
werden.  Eliminiren  wir  hierauf  ebenso  js^  aus  den  (m  —  1)  Gleichungs- 
paaren 

5^1,2  =  0,  öri,8  =  05  5fi^2  =  0,  5ri,4  =  0;  •••  5^1,2  =  0,  flFi,„.+i  =  0, 
dann  ergeben  sich  (m  —  1)  Gleichungen  in  z^,  g^,  -  -  •  j?m-fi  von  den 
Dimensionen  n^^n^n^f  ^^^^4}  ' ' '  Wi^w^Wm-fi;  und  fahren  wir  so  fort, 
dann  erlangen  wir  zwar  eine  Schluss-Eliminante,  die  nur  £«4-1  ent- 
hält; aber  ihre  Dimension 

2*7* — 1  2"*  —  2  2^  8^ 

ist,  wie  wir  bereits  wissen,  viel  zu  hoch.  Wir  haben  nämlich  bei 
dieser  successiven  Elimination  zu  beachten,  dass  die  Regel  über  die 
Gradbestimmung  der  EUminante  sich  nur  auf  allgemeine  Gleichungen 
bezieht;  Functionen  wie  5^1,2,  5^1,5,  ••  •  sind  aber  offenbar  nicht  allge- 
mein und  auch  nicht  unabhängig  von  einander.  Es  kann  und  wird 
demnach  schon  hier  eine  Verminderung  der  Dimensionszahlen  ein- 
treten. Andererseits  ist  es  aber  auch  ersichtlich,  dass  wirklich  fremde 
Wurzeln  in  die  Schlussgleichung  eingehen  werden.  Denn  wenn  z.  B. 
das  System  vorliegt 

A(^i;  ^2,  ^s)  =  0;     /i(^i,  ^2;  ^3)  =  0,     /;(^i,  Ü27  ^z)  =  ^y 
^fuh  =  <78(^2,  h)  =  0,     J«/„/.  =  g^^hy  ^3)  =  0; 

dann  wird  zwar  för  jede  Wurzel  £,  von  Itg^^g^{z^  =  0  ein  Werth 
z^  =  ^  bestehen,  so  dass  die  beiden  Gleichungen 

i78(S2,  53)  =  0,    ä(S2,  53)  =  0 
befriedigt  sind,  und  femer  deswegen  zwei  Werte  i^^  gj",  so  dass  auch 

/iÄ',  ti,  U=0,  hH:,  U,  S.)=0  und  /i(e;',  £,,  g,)=0,  /i(g/',  6„y =0 
wird;  aber  (Si,  S2;  Ss)  i^*  möglicherweise  keine  Wurzel  von  f^  =  0^ 
und  (Si",  Sa^fj)  keine  von  /i  =  0.  Auch  durch  die  Gombination  von 
f^  und  ^3  zu  g^  lässt  sich  dieser  üebelstand  nicht  beseitigen;  denn 
es  ist  möglich,  dass  ein  (g/",  £2?  S3)  di©  Gleichungen  ^2  =  0,  /^  =  0 
befriedigt,  die  Gleichung  fi  =  0  dagegen  nicht. 

Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiele  durchführen.     Es   seien   die 
drei  Gleichungen  vorgelegt 

f[  ^  ^1'  -  3;8r,  +  ^^2  +  ^3  +  2  =  0, 
/•  =  ^1^  +  ^1^3  +  '2',  —  1  =  0 , 
/i  ~  V  —  ^1  +  ^2  —  ^3  —  2  =  0; 
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dann  ergiebt  sicli  bei  der  Besttltantenbildung 

■B/.,A  =  9i,i  i^i,  *»)  =  (^»  +  «»)  ih  +  3)' , 
■Ba,/.  =•  i?»,j(^, ««)  =  («j  —  *8  —  l)«j(«8  +  1), 
■K/.,A  =^  ?i.8  («j, «»)  =  4(#j  +  2«8  +  «3«) ;      . 
iJCä'i.ii,  fifJ-s)  =  K(jii)  =  est.  ^,(«s  4-  1)  (2^8  +  1) , 
-R(^i.j,  9i,i)  =  Äi(;?,)  =  est  e^ («,  +  1)  (äs»  +  S^s  +  1), 
■R(>i,»,  5'»,«)  =  ÄsW  =  est-  «8  («s  +  1)  • 

Es  kommen  also  nur  die  beiden  Werthe  «j  ^  0  und  äj  =  —  1  in 
Frage,  da  diese  allein  alle  drei  Gleichungen  Ai  =  0,  Äj^O,  Aj^^O 
befriedigen.  Der  erste  Werth  giebt  ans  den  g  als  gemeinsame  Wur- 
zel von 

9<r,  =  0,    0  =  0,    4;8f,  =  0 

das  Resultat  e^  =  0.    Aber  ffir  «^  =  0,   «3=0  gehen  die  f  über  in 


/;r=V— 3^1  +  2  =  0 
=  («i-l)(*i-2) 


/;-;^,»-i  =  o 


/3  =  Ä,»-Ä,-2  =  0 
=  («,-2)(äj  +  1), 


SO  dass  der  oben  als  möglich  hingestellte  Fall  hier  wirklich  auftritt. 
Dagegen  liefert  ^3=  —  1  zuerst  z^=^l  und  dann  z^=^\^  und  die 
einzige  Wurzel  des  gegebenen  Systems  wird  (1,  1,  — 1). 

§  407.  Unter  solchen  Umständen  hat  die  Vermuthung  Manches 
für  sich,  dass  dieser  letzte  Uebelstand  durch  die  schon  früher  als  vor- 
theilhaft  erkannte  Liouville'sche  Einführung  von 

an  Stelle  von  e^^i  sich  heben  lasse.  In  der  That  folgt  aus  dieser 
Transformation^  wenn  wir  die  umgewandelten  Gleichungen  bei  w  =  2  mit 

bezeichnen, 

es  wird  also  jede  Wurzel  von  Ä  =  0  direct  eine  gemeinsame  Wurzel 
liefern,  wenn  sie  gleich  x^^  +  XgjSfg  +  «3^3  gesetzt  werden  kann.  Aber 
hier  tritt  der  Umstand  ein,  dass  dies  nicht  bei  jeder  Wurzel  x  von 
fc  =  0  der  Fall  ist;  und  dadurch  unterscheiden  sich  gerade  die  Wur- 
zeln des  Systems  /i  =  0 ,  /i  =  0 ,  /s  =  0  von  den  fremden  Wurzeln, 
'dass  für  jene  die  Lipuville'sche  Form  vorhanden  ist,  für  diese  da- 
gegen nicht.  Scheiden  wir  alle  diejenigen  Factoren  von  h{x)=^0 
aus,  deren  Wurzeln  nicht  in  der  Liouville'schen  Form  darstell- 
bar sind,  dann  bleibt  die  reine  Eliminantengleichung  zurück. 
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Ein  Beispiel  möge  auch  diese  Verhältnisse  erläutern.    Wir  nehmen 
^1  —  ^^3  =  0,     i?2— ^8  =  0,     jgr^«  — 1=0 
und  erhalten  durch  z^  =  x^z-i -\-  ^z^  ~\'  ^  ^^®  Gleichungen 
(xi— l);8ri+Xa£r2+^  =  0,    «i^i  +  (xg  —  l)^^  +  ^  =  0,    ^grj*— 1  =  0. 
Durch  Elimination  von  e^  ergiebt  sich 

((x3-lK  +  a;)«-x,«  =  (^-l)V+2(x,-l>.^,  +  x«-x,*=0; 
und  weiter  durch  Elimination  von  z^  als  vorläufiges  Eliminationsresultat 

ar*  -  [(2x,x,  _  X,  -  X,  +  1)*  +  (xi  +  X,  -  m^ 
+  [(2x,x,  -  *!  -  X,  +  l)(x,  +  X,  -  l)P  =  0 . 

Diese  Gleichung  zerfällt  in 

a;«  —  (xi  +  ^  -  1)2  =  0 

und  a?  —  (2xiX2  —  Xj  —  x^  +  1)*  =  0 , 

deren  erste  die  Lösungen 

a;'  =  Xj  +  Xa  —  1 ;       ic"  =  —  x^  —  Xg  +  1 
und  also 

{<,  oi,  O  =  (- 1,  - 1,  -  1),'     «,  V,  V)  =  (1,  1,  1) 
liefert,  während  die  zweite  die  Wurzeln 

X*  =  2XiXg  —  Xi  —  Xj  +  1  j        ic"  =  —  2XjXs  4"  Xi  +  Xg  —  1 

ergiebt,  von  denen  aus  ein  Uebergang  zu  den  ^1,^2,  z^  nicht  möglich  ist. 

§  408.  Solche  Ueberlegungen  veranlassten  B^zout  zu  dem  Aus- 
spruche, „dass  man  die  schliessliche  Eliminante  wahrscheinlich  nur 
dann  frei  von  fremden  Wurzeln  erhalten  würde,  wenn  es  gelinge,  alle 
Unbekannten  mit  Ausnahme  einer  einzigen  gleichzeitig  aus  den  vor- 
gelegten Gleichimgen  zu  eliminiren"*).  Er  war  dann  auch  der  Erste, 
welcher  eine  solche  Methode  veröffentlichte  **)  und  das  nach  ihm  be- 
nannte Theorem  aufstellte  und  bewies.  Seine  Methode  trägt  über  die 
sogenannten  allgemeinen  Gleichungen  hinaus.  Wir  wollen  ihre  Grand- 
züge jetzt  darlegen.  Einige  Vorbereitungen  haben  wir  bereits  in  der 
dreissigsten  Vorlesung  gegeben,  und  eine  weitere  soll  jetzt  hergeleitet 
werden. 

§  409.  Es  seien  m  allgemeine  vollständige  Functionen  von  m  Va- 
riablen ^1,  ^2,  •  •  •  Zm,  gegeben 

(1)      faizx'i  z^y-"  Zm)        (Dimeusiou  von  fa  sei  n« ;     a  =  1,  2,  •  •  •  m)  . 

*)  Cours  de  Math^matiques  ä  Tusage  des  Gardes  du  Pavillon  et  de  la  Ma- 
rine p.  209,  210. 

•♦)  Theorie  g^n^rale  des  dquations  alg^briques.    Paris  1779. 


Elimination.    B^zout^sche  Methode.  101 

Eine  weitere  noch  unbestimmte^  allgemeine,  vollständige  Function  der< 
selben  Variablen  /*„  habe  die  vorläufig  noch  nicht  näher  bestimmte 
Dimension  «q.  Wir  suchen  Pactoren  9^,  93,  •  •  •  (p^  auf,  die  gleich- 
falls Functionen  von  jef^,  z^,  •  •  •  Zm  und  zwar  so  gewählt  sein  sollen, 
dass  das  Aggregat 

(2)  /o  +  <Plfl  +  92/i  H h  9>mffn 

von  den  ersten  (m  —  1)  Variablen  0^,  z^f  '  ' '  ^m—i  frei  wird  und  nur 
noch  die  letzte  Zm  enthält.  Die  Dimensionen  von  g>i,  ffi, '  •  -  g>m  nehmen 
wir  dabei  gleich  Hq  —  n^,  n^  —  Wj ,  •  •  •  n^  —  ??«,  so  dass  alle  Sum- 
manden in  (2)  dieselbe  Dimension  n^  haben.  Wir  behandeln  das  Pro- 
blem so,  dass  wir  (2)  nach  seinen  verschiedenen  Potenzproducten  von 
^if  ^}  •  •  •  ^m— 1;  ^m  entwickeln  und  alle  die  Coefficienten  gleich  Null 
setzen,  die  zu  positiven  Potenzen  von  ^j,  xfg,  •  •  ■  ^m—i  gehören.  Um 
dabei  zu  verhüten,  dass  (2)  identisch  verschwindet,  schreiben  wir  dem 
Coefficienten  einer  der  Potenzen  von  um  noch  einen  Werth  c^O  vor. 
Nun  hat  nach  §  329,  (2)  unser  Aggregat 


«o 


Terme;  von  ihnen  müssen  alle,  ausser  denjenigen  mit  ly  0mj  zl^y  *  -  -  z\ 
getilgt  werden;  dies  giebt 

N{%y  m)  —  («0  +  1) 

Forderungen.    Endlich  ist  noch  einem  der  Coefficienten,  etwa  dem  von 
zZty  der  Wert  c  vorgeschrieben.     Es  sind  deshalb 

(3)  ^K,^)-no=("°+^)-no 

Bedingungen  zu  erfuUen. 

Die  Form  dieser  Bedingungen  ist  leicht  zu  erkennen.  Wenn  wir 
die  Coefficienten  der  fa  mit  aaXy  die  des  f^  mit  cx  und  die  unbekannten 
Coefficienten  der  q>  mit  ui  bezeichnen,  dann  sind  es  lineare  Gleichungen 
von  der  Form 

^ii**i  H"  0^12^  -j-  •  •  •  +  q  =  0     oder  kürzer     ^^  -f-  q  =  0, 

(4)  OsjiMi  +  a^u^  H h  ^2  =  0       „         „        "Sr^  +  C2  =  0, 

deren  Anzahl  durch  (3)  bestimmt  ist.     Wir  müssen  nun  auch  die  An- 
zahl der  verfügbaren  Unbekannten  u  aufsuchen. 

Da  tpa  die  Dimension  n^  —  n«  besitzt,  so  ist  die  gesuchte  Zahl 

(3'j  ^N{n^  —  fiay  m)         (a  =  1,  2,  •  •  •  m). 

a 

£jS   handelt   sich   nun  zunächst  darum,   Uq  so   anzunehmen,   dass  der 
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Werth  von  (3*)  demjenigen  von  (3)  mindestens  gleichkommt.  Diese 
Aufgabe  ist  durch  die  Formel  (11*);  §333  bereits  gelöst;  sie  lautet 

k 

^ N(n  —  axyli)>N{n,Tc)  —  a^'a^'"aky     j^ax  < n  +  i) . 

2=1 

Setzt  man  also   nQ  =  Uj^  •  n^  -  -  -  fim,   dann  ist 

(5)  ^  N(ni  •  n^  •  •  •  w,„  —  na ,  m)  >  ^(n^  •  «^  •  •  •  w,« ,  tn)  —  n^  •  w^  •  •  •  n,„ . 

a 

Es  reicht  daher  aus,  wenn  als  Dimension  von  f^  das  Product 
aller  Dimensionen  der  /j,  /j,  •  •  •  fm  genommen  wird. 

§  410.  Dadurch^  dass  in  (4)  die  Anzahl  der  Unbekannten  u  die- 
jenige der  Gleichungen  übertrifft,  ist  aber  die  Lösbarkeit  der  Aufgabe 
noch  nicht  verbürgt.  Denn  es  wäre  möglich,  dass  die  linken  Seiten 
der  Gleichungen  (4)  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  und  es  wäre 
weiter  möglich,  dass  die  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  (4)  sich 
widersprechen.  Sobald  aber  für  eine  besondere  Annahme  der  Func- 
tionen fif  fif  '  - '  fm  bei  unbestimmten  Ci  eine  Lösung  nachgewiesen 
ist,  können  wir  den  Schluss  ziehen,  dass  auch  im  allgemeinen  Falle  eine 
Lösung  besteht. 

Im  allgemeinen  Falle  ist  nämlich  die  Lösung  dann  und  nur  dann 
unmöglich,  wenn  bei  unbestimmten  Ci  eine  Gleichung 

(6)  XiTSDTi  +  ^'SJ'a  +  •  •  •  +  ^q'^q  =  0 

besteht,  in  der  die  x  von  den  Variablen  frei  sind.  Die  x  sind  auf 
mancherlei  Art  als  Subdeterminanten  des  zu  ^t,  '^^y  -  -  -  gehörigen 
Coefßcientensystems  frei  von  den  Ci  darstellbar.  Diese  können  bei  be- 
sonderen Werthen  der  a^x  sämmtlich  verschwinden;  das  ist  dann  ein 
Zeichen  dafür,  dass  schon  zwischen  einer  geringeren  Anzahl  von  ^ 
Relationen  bestehen.  Bleiben  die  c  unbestimmt,  so  ist  dieser  beson- 
dere, wie  jener  allgemeinere  Fall  von  Relationen  ausgeschlossen,  sobald 
die  Gleichungen  für  specielle  Annahme  der  f  lösbar  sind.  Sind  da- 
gegen die  c  gegeben,  so  könnte  wohl  die  allgemeinere  Relation  (6) 
den  gegebenen  Werthen  der  c  widersprechen,  während  die  besonderen 
neuen  Relationen  keinen  Widerspruch  finden  würden.  Darin  liegt  der 
Grund,  bei  den  beweisenden  Beispielen  die  c  unbestinunt  zu  lassen. 

Wir  wollen  das  Besprochene  an  einem  Beispiele  erläutern.  Es  sei 
das  System  gegeben 

(BTi  =  (1  +  «K  +  (1  +  3a)xr,  +  (1  -  a)^,  =  2, 
W,  =  (1  —  a)g^  +  (1  +  2a)g,  +  (1  -  4a)g,  =  2, 
Vft=  «j  —        Ä,  =  1 ; 
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hier  besteht  zwischen  den  drei  IST  die  Relation 

(7)  (1  -  a)^,  -  (1  +  cc)m,  +  («  +  500^3  =  0; 

da  aber  im  Allgemeinen^  d.  h.  für  unbestimmte  a, 

(1  —  a)  .  2  —  (1  +  a)  .  2  +  (a  +  öa«)  .1  +  0 

wird,  so  ist  im  Allgemeinen  das  System  der  obigen  drei  Gleichungen 
nicht  lösbar.     Benutzen  wir  aber  gerade  die  Beziehung 

(1  —  a)  .  2  -  (1  +  a)  .  2  +  (a  +  5a«)  .  1  =  0   ^ 

zur  Bestimmung  von  «,  so  folgt,  dass  für  a  =  0  und  für  «  =  -  -  die 
Relation  (7)  identisch  befriedigt  ist;'  allein  an  ihre  Stelle  tritt  für 

3 

a  ==Y    ^^  Relation     (3^  —  4  oTj  +  30  STj  =  0 , 

und  also  ist  das  besondere  System  auch  jetzt  nicht  lösbar;  und  für 

a  =  0     die  Relation     ^^  —  ofg  =  0 , 

so  dass  dieses  besondere  System  eine  Lösung  hat,  obwohl  das  allge- 
meine nicht  lösbar  ist.  Auf  diese  Verhältnisse  hat  Herr  C.  Schmidt: 
„Zur  Theorie  der  Elimination",  Schlöm.  Zeitschr.  31  (1886),  p.  214 
zaerst  aufinerksam  gemacht. 

Um  die  allgemeine  Lösbarkeit  des  Systems  (4)  nachzuweisen,  reicht 
es  somit  aus,  sie  für  irgend  eine  "besondere  Wahl  der  f  bei  unbestimmt 
gelassenen  ci  darzulegen. 

§  411,     Um  ein  solches  Beispiel  zu  liefern,  setzen  wir*) 

/;=^»x_a,    f2  =  ^  —  ^xy    f9  =  ^  —  ^i>   ••• 

Diese  Functionen  verwenden  wir  zur  Reduction  einer  allgemeinen  Func- 
tion /J,  von  der  Dimension  (w^  •  Wjj  •  • -Wm)  mit  unbestimmten  Coeffi- 
cienten.  Zunächst  dividiren  wir  /J,  durch  /;„,  bis  ein  Rest  /*J^)  bleibt, 
der  in  Zm  nicht  bis  zum  Grade  fim  aufsteigt.  Der  Quotient  steigt  bis 
zur  Dimension  (w^  •  W2  •  •  •  n„)  —  n,,,  auf;  wir  nennen  ihn  —  ip^  und 
haben 

Die  Dimension  von  f^^  ist  nicht  grösser  als  (wj  •  •  •  Wm) .  Wir  dividiren 
flp  durch  fm—i,  bis  ein  Rest  flP  bleibt,  der  in  Zm—i  nicht  bis  zum 
Grade  w„»— 1  aufsteigt.  Den  Quotienten,  dessen  Dimension  (n^-'-n,«) — W;,,_i 
nicht  übertrifft,  nennen  wir  —  tm—i  und  haben 

*)  C.  Schmidt,  1.  c,  p.  218  macht  die  Ueberlegungen  in  der  angeführten 
Weise  am  oben  benutzten  Beispiele. 
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Da  die  letzte  Division  einzeln  in  allen  nach  Zm  geordneten  Gliedern 
ausgeführt  werden  kann^  so  ist  in  dem  Grade  nach  ^„<  keine  Aenderung 
eingetreten,  und  /*W  steigt  in  jßf„»_i  und  e„t  höchstens  bis  zu  den  Gra- 
den n,7t— 1  bezw.  fim*  Fährt  man  weiter  so  fort^  dann  gelangt  man  zu 
dem  ersten  Resultate: 

(8)  /•o+*i/;  +  ^2A  +  ---+t('»./;.=2^*-^/4--A    {K<na). 

Nach  diesen  vorbereitenden  Vereinfachungen  reicht  es  also  aus, 
das  allgemeine  Glied  s^^i^^"'  z^  zu  behandeln,  in  welchem  jedes  ä«  <  n« 
zu  nehmen  ist,  sonst  aber  einen  beliebigen  positiven  Werth  haben  kann. 

Aus  der  Form  von  f^  folgt 

U  •  [^?^**""^^  +  ^?^*'""^^^i  H h  ^?  •  ^i*~*  +  ^i'~^]  =  ^?*^  —  ^iS 

so  dass  wir  in  dem  zu  reducirenden  Gliede 

setzen  können.     Dies  geht  dadurch  in  die  Form 

(9)  ^^"^-^'^^r-'^+f^'^t 

über,  wobei  T^  als  Dimension  besitzt 

<-W2  +  (ni-l)w2W3---M„.+  (w2~l)«5n4---n,«+" 

Tragen  wir  also  die  Reduction  (9)  in  (8)  ein,  dann  können  wir  links 
(^2  —  Jg)  statt  ^2  schreiben,  ohne  die  Dimensionsvorschriften  zu  ver- 
letzen.    Jetzt  setzen  wir  ähnlich  auf  Grund  der  Form  von  f^ 

tragen  dies  in  (9)  ein  und  erhalten  statt  z^^z^!^"*  z^'^'  die  Form 

Dabei  besitzt  T,  als  Dimension 

n^{\fh  +  Ä,  —  1)  +  Ä8H \-hm 

<  — W8+(Wl-l)«5J«5.••W^+(»2-l)«3W4•••»^m  +  (W3-l)n4•••n„,+  ••• 
<(Wl«s5  •  •  -w^)  —  W3. 

Also  auch  jetzt  können  wir,  da  die  Dimension  gewahrt  bleibt,  bei  der 
Eintragung  in  (8)  das  T3  zu  dem  ^3  ziehen.  So  gelangt  man  schliess- 
lich zu  der  geforderten  Reduction  und  Elimination 

Der  Exponent  von  Zm  erreicht  höchstens  den  Werth  (w^w^  •••»!«)  —  1? 
so  dass  also  wirklich  die  Reduction  abgeschlossen  ist. 
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§  412.     Wir  können  nunmehr  den  Satz  aussprechen:  Sind 
(1)      /"«(je^i,  ^2,  •  •  *  ^m)  (Dimension  von  fa  ist  w«;  a  =  1,  2,  •  •  •  m) 

allgemeine  Functionen  der  m  Veränderlichen  Zy  dann  lassen 
sich  eben  so  viele  Factoren 

Vai^D^y  ' ' '  ^m)    der  Dimension     (n^n^  •  •  •  n„^  —  w« 

derart  herstellen^  dass  wenn  /*o  eine  allgemeine  Function  der  z 
von  der  Dimension  (n^n^-'-nm)  bezeichnet,  das  Aggregat 

(2)  /ö  +  (Pifi  +  Vifi  H h  9m/m 

eine  Function  von  z,n  allein  wird.  Setzt  man  jetzt,  was  ja  erlaubt 
ist,  alle  Coefficienten  von  f^  gleich  Null,  während  die  /i,  •  •  •/»»  allge- 
meine Functionen  bleiben,  dann  folgt:  Bedeuten  die  fa  in  (1)  all- 
gemeine Functionen,  dann  kann  man  die  (fa  so  bestimmen,  dass 

(11)  9ltl  +  9>2/i  H 1-  9>mfm  =  G(Z„,) 

d.  h.  eine  Function  von  Zm  allein  wird,  deren  Dimension  das 
Product  der  Dimensionen  der  /"i,  /"g,  ■  •  •  fm  nicht  übersteigt. 
Geht  man  endlich  von  (11)  zu  speciellen  Functionen  fa  und  bedenkt, 
dass  dafür  gesorgt  ist,  dass  G  nicht  identisch  verschwinde,  dann  folgt: 
Auch  für  beliebig  vorgelegte  besondere  Functionen  fa  gilt 
der  letzte  Satz. 

§  418.     Wir  wollen  nun  annehmen,  es  wäre  möglich,  auf  zwei 
verschiedene  Arten  solche  Eliminanten 

(11)  9lfl  +  SPg/i  H h  9>mfm  =  G{Zm)  , 

(12)  .  i^ifi+i^2f2  +  '"  +  i'mfm=^H(z„,) 

herzustellen,  wobei  aber  über  die  Dimensionen  der  9i,  •  •  •  9»»;  ^i,  •  •  •  V^mJ 
G,  H  nichts  vorausgesetzt  werden  soll.  Angenommen,  der  Grad  von 
G  ist  nicht  kleiner  als  der  von  J7,  dann  kann  man  durch  Division 

erlangen  nnd  demgemäss  aus  (11)  und  (12) 

(13)  (9»i - e •  ^0/i  +  {9t-Q-i>t)U  +  ---  +  {i>m-Q- ^m)U = £^M 

herleiten.  Gesetzt  nun,  H  sei  die  niedrigste  nicht  verschwindende 
Function,  welche  einer  solchen  Gleichung  wie  (11)  genügt,  dann  zeigt 
(13),  dass  K  identisch  verschwinden  muss,  d.  h.:  Alle  Functionen 
G{Zn)j  die  sich  in  der  Form  (11)  aus  /i,  ^,  •  •  •  herleiten  lassen, 
sind  Multipla  einer  gewissen  Function  niedrigsten  Grades  H, 
Ist  nun  etwa  G  =  HQy  so  tritt  an  die  Stelle  von  (13) 

(13*)       (9),  -  Qil,,)f,  +  (9)2  -  Qt2)f^  + . . .  +  (,>,,  -  Q^„:)  /,,  =  0 . 
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Diese  Oleichung  kann  nun  entweder  so  erfüllt  sein,  dass  jede  der 
Klammem  gleich  Null  ist,  (pa  =  Qta  für  jedes  a,  oder  dass  eine  Be- 
ziehung 

(14)  Xl-fl  +  Xi'  f2-\ \-Xm'fm=-0 

mit  nicht  verschwindenden  Coefficienten  x  besteht.  Nur  wenn  eine 
Relation  (14)  besteht,  ist  es  möglich,  eine  Function  G(jgm)  a^f  mehr- 
fache Weise  in  der  Form  (11)  darzustellen.  Von  der  Existenz  solcher 
Relationen  überzeugt  man  sich  leicht;  es  reicht  z.  B.  aus,  Xi=  fif 
X2  ==  —  fi  und  alle  anderen  ;i;  =  0  zu  wählen.  Auf  die  allgemeine 
Herleitung  derselben  gehen  wir  später  ein. 

Wir  können  jetzt  beweisen:  Bei  allgemeinen  Functionen 
faijSij  ' ' '  Zu)  giebt  es  kein  6r(jgf„,)  Ton  geringerem  als  dem 
(n^  •  ^?2  •  •  •  nmy®""  Grade,  so  dass  bis  auf  einen  constanten  Fac- 
tor G(jSrr)  eindeutig  bestimmt  ist.  G{zji)  ist  irreductibel. 
Gäbe  es  nämlich  ein  JS^Zm)  von  geringerem,  so  sei  es  zugleich  von 
möglichst  niedrigem  Grade;  dann  wäre  G  ein  Vielfaches  von  H.  Es 
reicht  also  aus,  an  einem  Beispiele  nachzuweisen,  dass  G  für  einen 
besonderen  Fall  nicht  zerlegbar  ist  und  den  angegebenen  Grad  hat, 
dann  ergeben  sich  die  obigen  Sätze  daraus  ohne  Weiteres.  Unser 
voriges  Beispiel  ist  auch  für  diesen  Zweck  ausreichend.     Wir  setzen 

9lfl  +9tf%-\ 1-  9mfm  =  ^"--"m  —  a. 

Dieser  Ausdruck  hat  den  vorgeschriebenen  Grad  und  ist  fElr  ein  all- 
gemeines a  irreductibel,  weil  er  in  a  linear  ist. 

Es  möge  hier  nochmals  hervorgehoben  werden,  dass  zwar  G(Zm) 
bestimmt  ist,  dass  aber  die  9  verschiedentlich  gewählt  werden  können. 

§  414.  Die  in  §  412,  (11)  gefundene  Function  lässt  sich  noch 
von  anderen  Gesichtspunkten  aus  betrachten.  Sind  die  Gleichungen  (1) 
vorgelegt,  und  bedeuten 

ihre  gemeinsamen  Wurzelsysteme,  dann  wird  gemäss  (11)  die  Function 
G(zm)  für  jeden  der  Werthe  ^,^,1?  z„i^2,  •  -  •  z„i^k  den  Werth  Null  annehmen. 
G  verschwindet  also  zugleich  mit  allen  /*«,  und  es  kann  Gr=0  des- 
halb als  eine  Folge  der  Gleichungen  (1)  angesehen  werden.  Jedenfalls 
kommt  dabei*  das  Product 
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als  Factor  von  G(/if„t)  vor.  Nach  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  mehrerer  Variablenreihen  ist  dieses  Product  durch  die  Coef- 
ficienten  der  fa  rational  darstellbar.  Es  müsste  also  G,  wenn  es  nicht 
jenem  Producte  bis  auf  einen  von  z„i  unabhängigen  Factor  gleich  ist, 
zerfallen.  Das  ist  nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Paragraphen  nicht 
möglich.     Folglich  ist 

G{jSm)  =  est.  (jEfm  —  ^ml)(^m  —  ^m»)  •  *  "  (^m  —  ^mk),      ^  =  »»1^2  *  *  *  n,.,. 

Damit  ist  die  XJebereinstimmung  von  G(0fn)  mit  der  Eliminante 
R(0m)  nachgewiesen.  Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  wir  bei 
der  Benutzung  des  Satzes  aus  der  Theorie  der  symmetrischen  Func- 
tionen schon  die  Kenntniss  eines  grossen  Theils  der  früher  abgeleiteten 
Resultanteneigenschaften  vorausgesetzt  haben.  Es  ist  deshalb  sehr  wtin< 
schenswerth,  die  Bezou tische  Theorie  durch  den  Nachweis  des  letzten 
Satzes  unabhängig  von  Früherem  vollständig  zu  machen,  indem  wir  zeigen, 
dass  zu  jeder  Wurzel  Zma  von  G{Zm)  =  0  Coordinaten  Zia,  ^ia,-" 
^w— i,a  gefunden  werden  können,  so  dass  {zia^  0ia,'''^ma)  eine 
Wurzel  von  (1)  ist. 

Bezout  hat  die  Noth wendigkeit  dieses  Nachweises  nicht  bemerkt; 
auch  Liouville  hat  sie  übersehen;  Serret*)  giebt  einen  Beweis,  der 
freilich  den  Satz  versteckter  Weise  schon  als  richtig  voraussetzt.  Herr 
C.  Schmidt  hat  (1.  c.)  einen  Beweis  geliefert,  den  wir  mit  einigen 
nothwendig  erscheinenden  Änderungen  folgen  lassen  wollen. 

§  415.     Wir  setzen  als  Liouville 'sehe  Substitution  an 

(15)  X  =  X^Z^  +  X^Z^  H f-  Xm-l^m-l  +  ^m  , 

in  welcher  wir  der  Einfachheit  halber  den  Coefficienten  von  Zm,  gleich  1 
nehmen;  in  alle  fa  tragen  wir  Zm  =  (^  —  ^i^i  —  •  •  •  ein  und  erhalten 
dadurch  die  Umwandlung 

Ui^u  ^a;  •  •  •  ^n)  =  gaihj  •  •  •  ^"»-i;  ^)  («  =  I7  2,  •  •  •  w). 

Das  Bezout'sche  Verfahren  liefert  dann  bei  der  Elimination  von 
^1,  j?„  • . .  z^-x  eine  Gleichung  von  der  Form 

a 

Trägt  man  hier  umgekehrt  (15)  ein,  so  gehen  die  ga  wieder  in  die  /'« 
über,  die  von  x^,  Xj,  •  •  •  Xm—\  frei  sind, 

(16)  ^Xa(0u'"0m]  X^y-)fa(ZJ^r'^m)  =  S(x^Z^+'-  +  X„^--lZ„,-l  +  Zn^',  «i,-). 

a 

*)  CouTß  d'alg^bre  sup^rieure;  3.  Aufl.  Paris  1866.  Bd.  1,  p.  162. 
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Nun  entwickeln  wir  nach  den  x  zuerst 

Xa  =  (Pa  +  (9al'^X  H h  9am-l-X,«-i)  H («  =  1,  2,  •  •  •  iw). 

und  dann  weiter 

Ha(x)  =  i2a(;ef;n)  +  J3a'(^«»)  K  '  «1  H h  ^m-l  '  «m-l]  H 

Tragen  wir  dies  Alles  in  (16)  ein  und  vergleichen  die  Coefficienten 
von  «1,  Xg,  •  •  •  Km—i  und  die  von  den  x  unabhängigen  Glieder,  bedenken 
dabei  aber  zugleich,  dass  für  x^  =  x^  =  •  •  •  =  Xm— i  =  0  das  x  zu  z^ 
und  also  Sq{x)  zu  ö(rm)  wird,  so  entsteht 

9ii/i  +  9>w/i  H h  VlrnA  =  ^1  G^'(^m)  +  J3i(^m), 

*^^'^)  9ai/i  +  922/«  H h  9>ifnfm  =  ^2 ö'(^^)  +  H^M , 

9to— l,lA  +  •  •  •  +  9m— l,mA  =  ^m  — lG^'(^tn)  +  lfm— l(^m)- 

Bezeichnen  wir  die  Determinante  der  9  auf  der  linken  Seite  von  (17) 
mit  ^,  so  folgt,  dass  die  m  Producte 

lineare  ganze  Functionen  der  m  Ausdrücke 

sind.     Wenn  also  ir,„i  als  Wurzel  von  6r(£rm)  «s  0  genommen  und 

^^^  ~ ~ ö'(^i) ' • "  ^'"-^'^ '^"'(^.;r 

gesetzt  wird,  so  ist  das  System  (1)  befriedigt,  falls  durch  diese  Sub- 
stitutionen J  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt.     Zu  be- 
achten ist,  dass  G{2jn)  irreductibel  ist  (§  413),  also  G\Zmi)  +  0  wird. 
Wir  haben  demnach  zu  beweisen,  dass  d  durch  die  Substitutionen 

(18)  z,  =  -  -^.-^j-,  •  •  •  ^„-,  = ^(^-p 

I 

einen  Werth  annimmt,  der  durch  G(Zm)  nicht  theUbar  ist. 

Sollte  eine  solche  Theilbarkeit  bei  allgemeinen  Functionen  vorhan- 
den sein,  so  müsste  sie  auch  bei  jedem  besonderen  Systeme  erhalten 
bleiben.  Besteht  sie  also  in  einem  speciellen  Falle  nicht,  dann  sind 
wir  sicher,  dass  sie  auch  bei  allgemeinen  Functionen  nicht  vorhanden 
ist.  Wir  werden  nun  ein  Beispiel  liefern,  bei  welchem  die  Theilbarkeit 
nicht  vorhanden  ist. 

§  416.    Es  sei 
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Wir  ontersnchen  zanächst^  welche  Form  eine  identische  Gleichung 

haben  muss^  in  welcher  die  Ä  ganze  Functionen  von  g^^,  z^,  •  •  •  Zm  be- 
deuten. Setzen  wir  z.  B.  /l  =  0,  /i  =  0;  /^  =  0,  /"^  =  0 ,  •  •  •  ^i  =  0,  so 
musSy  weil  dabei  z^  ganz  beliebig  gewählt  werden  kann,  A^  identisch 
Null  werden.    In  A^  substituiren  wir  der  Reihe  nach 

Zy  =  Zi    /i  ;      ^4  =  ^6*  /i  ,      Zh  =  Zq*  —  /e ,  •  •  •  s^m^i  =  z^    —  fm  y 

dann  entsteht 

A  =  ^3(^2;  h,  ^m)  +  62  •  /i  +  ^6  •  /k  +  fre  •  /i  H \-^m'fm\ 

femer  dividiren  wir  JBj  durch  jerji"«  —  l=/i  +^2'^  ^^^  ^®^  R®^* 
sowie  die  CoefGcienten  des  Quotienten  durch 

g^^-^  —z^  =  f^  +  C5/5  +  Cß/;  H h  (?„/•„ . 

Hier  sind  die  h  und  die  c  Functionen  der  z.    So  entsteht 

2)3  steigt  in  jet^  nur  bis  zur  (n^n^  —  Vf^  Potenz  und  in  Zm  nur  bis  zur 
{n^n^  •  •  •  Wm  —  1)*®"*  Potenz.     Wir  untersuchen  jetzt 

A  =  ^0  +  ^  •  ^2  +  «2  •  ^2*  H h  ««in.-! ^"^""S 

wobei  die  e  nur  noch  z^  und  Zm  enthalten.  Nehmen  wir  f&r  Zm  eine 
Wurzel  der  Gleichung 

(19)  4*"""--^8  =  0, 

so  können  wir  einerseits  z^,  ^hj' ' '  ^m— 1  so  bestimmen,  dass  /*^r=s  0,  •  •  • 

/"m  =  0  wird;  und  wenn  dann  andrerseits  für  z^  alle  Wurzeln  von 

4'"-  -1  =  0 

gewählt  werden,  so  kann  man  zu  jeder  ein  z^  so  bestimmen,  dass 
/i  =  ^7  /i  ^^  Ö  wird.  Folglich  muss  fär  jeden  dieser  n^n^  Werthe 
von  z^  auch  JDj  =  0  sein.  Das  geht  nur  so,  dass  jedes  e^,  Cj ,  •  •  •  Null 
ist.  Da  aber  die  e  nur  bis  zum  Grade  (n^n^  •  •  •  ^m— 1)  aufsteigen, 
während  Zm  gemäss  (19)  n^n,  •  -  •  n^  verschiedene  Werthe  annehmen 
kann,  so  sind  alle  e  identisch  Null,  und  es  wird 

(20)  ^  =  dji/i  +  d,^f,  +  Ä,,/;  +  .  .  .  +  dUm . 

Die  entsprechenden  Resultate  gelten  für  alle  A^y  ^y' ' '  ^-  — 

Wir  bilden  jetzt  mit  den  Functionen  f  das  H^x).  Diese  Function 
steigt  bis  zum  Grade  h^=n^n^'  -  -  nm\  wir  kennen  die  Tc  Wurzeln  von 
H{x)  =:  0,  nämlich,  wenn  09  eine  primitive  Tc^^  Einheitswurzel  bedeutet, 

also  ist 
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H(x)  =  n{x  —  xi)  =  n[(g„  —  CD»)  +  x„_i(«„_i  —  ©>)  + .  •  •] 


=(«*™-l)+««-l[*^»-l-'^-'-*c"'] 


Die  Richtigkeit  der  durchgeftlhrten  Summationen  ist  durch  Zerlegung 
in  PartialbrQche  leicht  zu  erkennen.     Man  hat  also 

ö(«ro)  =  0„ —  1, 


*— 1  «-.  — Is 


Damit  ist  der  erste  Theil  der  Aufgabe  gelöst^  indem  die  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  (17)  gefunden  sind.  Wir  müssen  jetzt  zweitens 
die  gefundenen  Functionen  in  die  Form  der  linken  Seiten  von  (17) 
bringen.     Dazu  setzen  wir 

(21)  /^-i=.f^  +  tj^^t,f,  +  ---  +  Um ; 

femer  ergiebt  sich  leicht  für  passende  t  und  r 

(21./*(^»-^^'  —  '^«  "*"')=  ^.^JrVsH l-<»m/m  +  r,-(j?i  — 1), 

^{^mr-l'^m       ^m         )=  Ar^Tm     /m  +  ^m— 1  (^m 1)  • 

Formen  wir  in  diesen  letzten  {m  —  1)  Gleichungen  je  das  letzte 
Glied  der  rechten  Seite  mit  Hülfe  der  Darstellung  (21)  von  (jf^  —  1) 
um^  dann  sind  die  Ausdrücke  sämmtlich  in  die  vorgeschriebene  Form 
gebracht.  Bei  der  Bildung  der  Determinante  ^  spielt  diese  Umformung 
aber  keine  Rolle^  denn  wir  können  ja,  ohne  ^  zu  ändern,  von  den 
letzten  (m  —  1)  Zeilen  die  Elemente  der  Zeile  (21),  mit  t^,  tj,--  t«,— i 
multiplicirt  abziehen.  So  erhält  man  als  Resultat  (A'jef^""^)"*"'^  Das  ist 
aber  möglicherweise  noch  nicht  der  geforderte  Ausdruck,  denn  die 
Darstellung  (21)  ist  nicht  eindeutig.  Nach  dem  ersten  Resultate 
dieses  Paragraphen  könnte  noch  zu  jeder  Zeile  rechts  ein  Ausdruck 
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hinzakommen.  Die  Aenderung  der  Elemente  der  Determinante  würde 
also  nur  darin  bestehen ;  dass  Ausdrücke  der  Form  (20)  hinzutreten. 
PolgUch  ist 

Jetzt  können  wir  entscheiden,  ob  ^  unter  den  Annahmen  (18)  durch 
ß(jgrm)  theilbar  wird,  oder,  was  dasselbe  sagt,  ob  J  für 

gleich  Null  ist.  Durch  diese  Werthe  erhält  man  /^  =  0,  /"g  =  0,  •  •  • 
/I»  =  0  und  somit 

Es  ist  demnach  /d  von  Null  verschieden.  Damit  ist  der  Beweis  er- 
bracht.    Die  B^zout'sche  Methode  liefert 

wobei  JR(jSn)  die  Eliminante  der  Functionen  fa  bedeutet. 

§  417.  Die  Functionen  fa  sind  bisher  als  allgemeine,  vollstän- 
dige Functionen  vorausgesetzt  worden.  Ist  imter  dieser  Annahme  (11*) 
gebildet,  so  reicht  es  bei  besonderen,  gegebenen  fa  aus,  die  allgemeinen 
Coefficienteii  durch  die  besonderen  zu  ersetzen,  um  auch  in  diesem 
Falle  die  Eliminante  in  der  Form  (11*)  darzustellen.  Natürlich  kann 
es  dabei  vorkommen,  dass  der  Grad  von  JR(jSrt)  sich  vermindert,  oder 
auch  dass  B  direct  identisch  gleich  Null  wird.  — 

Sind  die  fa  allgemeine  Functionen,  so  wollen  wir  sie  sowie  die 
^>a  nach  absteigenden  Dimensionen  der  Potenzproducte  ordnen, 

fa=ga+9a+9a'\ ,        9«  =  ^a  +  ^a  +  *a'  H , 

wobei  also  Qa  alle  Glieder  enthält,  die  von  der  Dimension  n«  sind, 
und  ^a  alle  von  der  Dimension  (Je  —  n«).  Trägt  man  dies  in  (11*) 
ein,  dann  folgt,  dass  I^gai^a  die  Glieder  der  höchsten  vorkommenden 
Dimension  k  umfasst.  Folglich  ist  diese  Summe  gleich  dem  Gliede 
höchsten  Grades  in 

d.  h.  man  hat  die  Gleichung 

'^l9l  +  ^%9%  H h  ^m9m  =  Po^m, 

worin  Qq  frei  von  den  Variablen  ist.  Dies  zeigt  uns:  Sind  in  (11*) 
die  Functionen  fa  homogen  von  den  Dimensionen  n«,  dann 
wird  die  rechte  Seite  =  ^o^rj,,  wobei  q^  eine  Function  der 
Constanten  allein  ist.  — 

Von  diesem  Satze  aus  können  wir  nun  auch  zur  Darstellung  der 
Ilesultanten  fttr  {m  +  1)  Gleichungen  /"u  =  0  (a  =  1 ,  2,  •  •  •  m  -(-  1)  mit 
den  m  Unbekannten  jsr^,  z^j-  * '  Zm  gelangen. 
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Zu  diesem  Zwecke  reicht  es  aus^  in  die  fa  eine  neue  Variable  t 
einzufOhren^  durch  welche  unter  Wahrung  der  Dimensionen  na  jede 
der  Functionen  homogen  wird.  Für  das  neue  System  von  (m  +  1) 
Gleichungen  mit  ebenso  vielen  Unbekannten  bilden  wir  nach  der 
Bezout'schen  Methode  die  Eliminante  fQr  t.  So  entsteht  in  Gemäss- 
heit  unseres  letzten  Resultates 

wobei  ^0  von  den  Unbekannten  frei  ist.  Denken  wir  nun  t  wieder 
durch  1  ersetzt,  dann  zeigt  sich,  dass  die  fa  =  0  nur  dann  eine  ge- 
meinsame Wurzel  haben,  wenn  (»^  «=  0  ist.  Wenn  umgekehrt  ^o  =^  ^ 
ist,  so  wird  die  Eliminante  durch  den  Werth  t  =  1  befriedigt.  Es 
giebt  nach  den  Resultaten  des  vorigen  Paragraphen  also  ein  (jEr^^, 
%>  •  •  •  0ml y  1),  welches  alle  fa  =  0  macht;  d.  h.  die  /"« =  0  in 
^1}  ^i)^''^m  haben  eine  gemeinsame  Wurzel.  Qq^^sQ  ist  charak- 
teristisch für  die  Existenz  gemeinsamer  Wurzeln  der  (m-j-l) 
Gleichungen  /i  =  0,  •  •  -/In+i  =  0.  Da  dasselbe  für  die  irreductible 
Function  stattfindet,  welche  wir  als  Resultante  definirt  haben,  so  kann 
Qq  nur  eine  Potenz  der  Resultanten  sein.  Ist  dies  aber  im  allgemeinen 
Falle  eine  höhere  als  die  erste  Potenz,  so  muss  es  auch  in  jedem  be- 
sonderen Falle  so  sein.     Es  zeigt  aber  das  Beispiel 

dass  Po  in 

keine  höhere  Potenz  ist.  Damit  ist  gezeigt:  Die  Resultante  des 
Systems 

fai^iy  ^8 ,  •  •  •  ^m)  =  0      (a  =  1,2, . . .  m  +  1) 

ist  in  der  Form  darstellbar 

9lfl  +  ^ifi  H f-  9m+l/)n-|-l  =  Po- 

§  418.     Wenn  zwischen  Functionen  /i;  /i,-  •    /In  eine  Beziehung 

*1  A  +  ^2  /i  +  •  •  •  +  ^m  /m  =  SM 

besteht,  bei  der  H  irreductibel  ist,  so  wird  die  durch  (11*)  definirte 
Eliminante  R  ein  Vielfaches  von  H.  Nun  verschwindet  aber  JB  nur  für 
alle  die  jSmay  welche  aus  den  Goordinaten  der  Wurzeln  von  (1)  entnom- 
men werden;  für  alle  diese  verschwindet  auch  H.  Folglich  muss 
R{0m)  öine  Potenz  von  H(jSm)  sein. 

Dies  wenden  wir  auf  die  9i,  9?2,  •  •  •  9?m  in  (11*)  selbst  an,  wobei 
unter  den  fa  allgemeine  Functionen  verstanden  werden  sollen,  R  also 
irreductibel  ist.    Es  folgt,  dass  die  Eliminante  von  9^,  tp^^  •  •  •  q>m  eine 
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Potenz  von  ü(jerm)  wird.  Aus  den  Gradzahlen  findet  man  auch  sofort 
den  Exponenten:  Die  Eliminante  von  9^,  V^y  •  *  '  9>m  nach  js^ 
ist  gleich 

^(^m>         g  =  (w8W8..-M^— l)(niW8.-.n«— l)..-(win2---WTO_i— 1). 
Allgemein  zeigt  sich^  dass  ftir  ein  System 


in  dem  jedes  d  und  €  einen  der  Werte  0  und  1  haben  darf,  doch  so, 
dass  nicht  da  und  Ca  gleichzeitig  NuU  werden,  die  Eliminante  eine 
Potenz  von  B(0„^  ist. 

§  419.  B^zout  hat  seine  Methode  eingehend  durchgearbeitet^ 
ohne  jedoch  über  die  durch  Gonstantenabzahlung  erlangten  Möglich- 
keitsbeweise hinauszugehen.  Insbesondere  ist  er  auch  auf  unvollstän- 
dige Gleichungen  eingegangen,  d.  h.  auf  solche,  bei  denen  einzelne 
Tenne  fehlen,  und  hat  far  sie  obere  Grenzen  der  Wurzelzahl  gegeben. 
Ohne  darauf  näher  einzugehen,  wollen  wir  zur  Charakterisirung  seiner 
Sätze  noch  das  folgende  Theorem  anführen*):  Sind  die  Gleichungen 
(1)  so  beschaffen,  dass  iu  jedem  fa  die  Variablen 

^17  ^i>  '"•  ^^^  ^^  ^^^  Graden  i/i^«>,  i/g(«>,.-.      (a  =  l,2,---w) 
aufsteigen,   wobei   die   Summe   je   zweier   dieser   Gradzahlen 
grösser  als  n«  ist,  dann  kann  man  Factoren  <pa  so  bestimmen, 
dass  (11)  besteht,  und  der  Grad  von  G  in  Zm  den  Werth 

n^n^  •  •  •  »m  —  K  —  ViOK  —  ^i")  •  •  •  (»m  —  v^rO 

—  K  —  1^20(^2  —  V^l    '"    (Wm  —  l^rO 

—  K  —  0(^8  —  V3I    •  •  •    (Wm  —  V(^)) 


nicht  übertrifft. 

§  420,  Zum  Schlüsse  dieser  Vorlesung  wollen  wir  noch  eine  Er- 
weiterung des  Satzes  aus  §  88,  Bd.  I  geben.  Dort  gelang  es  uns,  jede 
Potenz  jßf*  als  lineare  Function  von  1,  ät,  £r*,  •  •  •  je?"""^  auszudrücken, 
wenn  0  einer  Gleichung  n*^^  Grades  genügte,  oder  mit  anderen  Worten, 
wir  konnten  eine  Gongruenz 

Ji^  =  Ä^  +  A^0  +  A^z^  H h  ^n-i^~'     (moi  f{z)) 

ansetzen,  in  welcher  die  A  Gonstanten  bedeuten,  und  f(js)  eine  Func- 
tion n*^  Grades  repräsentirt. 

Sind  jetzt  unsere  m  Gleichungen  (1)  gegeben,  so  wollen  wir  sie 
so  geordnet  denken,  dass  >H  ^  ^  ^  *  *  -  ^ftm  ist.  Man  kann  dann 
jeden  Ausdruck  ;er^  0^  -  -  -  z^  als  Aggregat  ähnlicher  Glieder  ausdrücken, 

^  &[uation8  alg^briques;  §  62;  p.  45. 

Netto,  Algebra.   IL  8 
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bei  denen  jedes  K^f^a  —  1  ist,  oder  mit  andern  Worten,  wenn  wir 
wieder  die  Gongruenzbezeichnung  benutzen,  wir  können  jede  Function 

^(^1»  ^2 ;  •  •  •  ^m)  .~^Ahz\'  /i"  -'  zZ     (modd.  /;  ,/2,  "./•«) 

(A«  ^  n«  —  1 ;  a  =  1,  2,  •    •  m) 

darstellen.  Der  Versuch,  die  Herleitung  dieses  Resultates  auf  dem 
für  eine  Variable  benutzten  elementaren  Wege  zu  liefern,  stösst  schon  im 
einfachsten  Falle  von  zwei  Variablen  auf  merkliche  Schwierigkeiten, 
wie  das  auch  Serret,  von  welchem  diese  Ueberlegungen  stammen*), 
bemerkt  hat.  Auch  neuerliche  Versuche  nach  dieser  Richtung  sind 
missglückt  **). 

Wir  wollen  Factoren  9)^,  ^>^y"'^>m  so  zu  bestimmen  suchen,  dass  iu 

(22)  F-\-ipJ^-\-<pJ^  +  ---^  ip„.U 

alle  Glieder  wegfallen,  welche  durch  Zx  oder  z^ ,•  -  -  oder  Zf^  theilbar 
sind.  Die  Dimension  von  F  nennen  wir  n^;  F  sei  eine  vollständige 
Function  mit  unbestimmten  Coefficienten.  Für  die  9i,  9?2,  •  •  •  9m  wählen 
wir  Functionen  der  Dimensionen  n^  — w^,  n^  —  Wg,  •  •  •  n^  —  n^.  Dann 
haben  wir  in  ihnen  zur  Verfügung 

^ N{n^  —  nayfn)        (a  =  1,  2, •  •  •  w) 

a 

Constanten.  Die  Zahl  der  Potenzproducte  in  (22)  betragt  N(nQ,  m)] 
von  diesen  sollen  getilgt  werden  (vgl.  §  331;  (7*)) 

und  so  viele  Bedingungsgleichungen  sind  also  zu  erfüllen.  Um  das 
identische  Verschwinden  des  zurückbleibenden  Ausdrucks  brauchen  wir 
hier  natürlich  nicht  besorgt  zu  sein.     Nach  §  333,  (11)  wird 

^N(n^-na,  m)  >  N(n,,  m)  -  JZ'.n^N{n^,  m)     («  =  1,  2,...^), 

a 

d.  h.  die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  Gleichungen  ist  kleiner  als  die  der 
vorhandenen  verfügbaren  Gonstanten.  Die  Lösungsmoglichkeit  ist  also 
im  allgemeinen  Falle  dargethan,  wenn  sie  an  einem  besonderen  Systeme 
der  fa  bei  allgemeinen  Constanten  der  Function  F  gezeigt  werden  kann. 
Genau  eine  solche  Reduction  haben  wir  nun  bereits  in  §  411  durch- 
geführt. Es  braucht  nur  die  dortige  Dimension  («^  •  Wg  •  •  •  Hm)  durch 
n^  ersetzt  zu  werden;  dann  können  wir  durchaus   so    verfahren,   wie 


♦)  1.  c.  p.  161. 
*•)  Laurent:   Traitö    d'analyse  I.    Paris  (1885),   p.  307.     In    seinem   Traiti' 
iV Algebra.    Compl^ment  IV;  Paris  (1894)  übergeht  Laurent  diese  Frage. 
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dort  geschehen  ist.  Damit  ist  bewiesen:  Bedeutet  F  eine  Function 
»0**'  Dimension  von  a^^  j?«;*'*^»»;  dann  kann  man  Functionen 
(pa  der  Dimension  (n^  —  n«)  so  bestimmen^  dass  das  Aggregat 

(20)  F+q>J^  +  ip,f,  +  ...  +  ifmU  =  * 

durch  keins  der  Monome 

theilbar  ist.  Solche  Functionen  d>  nennen  wir:  nach  dem 
Modulsysteme  fa  reducirte  Functionen. 


Vierzigste  Vorlesung. 
Eigensehaften  der  Eliminanten  nnd  der  Resultanten. 

§  421,  Wir  nehmen  wieder  (m  +  1)  allgemeine  Gleichungen 
fa  ^=^0  mit  m  Variablen  und  den  unbestimmten  Goefficienten  a«  an; 
die  Dimension  Ton  fa  sei  n«;  das  Product  w^  •  Wg  •  •  •  nm-f-i  bezeichnen 
wir  mit  l.    Wir  bilden  die  Resultante 

(1)  R^R{f„f„---U+i)- 

Einige  der  Eigenschaften  von  B  haben  wir  bereits  kennen  gelernt.    Die 

wichtigsten  derselben  sind: 

I.   B  ist  in  den  a«  homogen  vom  Grade  —  für  a  =  1, 2,-  • « w-(- 1- 

a 

U.   B  ist  in  allen  Coefficienten  isobarisch  yom  Gewichte  l. 
m.   Es  ist 

(2)       Bif^'f^'y  fiy'"  fm+l)  =  Ji(ft9  ff,'-'  A+l)  •  -R(/r,  f^r"  /"m+l). 

Wir  wollen  zunächst  einige  Differentialgleichungen  ableiten,  denen 
B  genügt.  Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  yier  Gleichungen  mit 
drei  unbekannten  und  setzen  die  Glieder  derselben  in  fiy  f^,  -  -  -  bez. 

Tragen  wir  nun  in  die  /*  für  jef^,  z^y  z^  bez.  z^^  +  ^;  ^j  +  ^;  Jß^s  +  ^  ©in, 
so  wird  die  Eigenschaft  des  Systems  fa  =  0,  gemeinsame  Wurzeln  zu 
besitzen  oder  nicht  zu  besitzen,  dadurch  nicht  geändert.  Für  jedes 
CoefiBcientensystem,  durch  welches  das  ursprüngliche  B  Null  wird, 
verschwindet  also  auch  das  neue;  und  da  jenes  B  irreductibel,  und 
dieses  von  gleicher  Dimension  mit  jenem  ist,  so  haben  beide  Systeme 

das  gleiche  B  als  Resultante. 
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Durch  die  angegebene  Substitution  geht  a^x/u^lA^  in 

über^  und  daraus  folgt^  dass  a^Xfi  im  neuen  Systeme  durch 

öxi^  +  [(^  +  l)öx+i,;i,/i  +  (A+  l)ax,i+i,^,  +  (fi+  l)ax,2,/*+i]^  +  ••• 
zu  ersetzen  ist.  Yei^leicht  man  nun  im  alten  und  im  neuen  R  die 
Coefficienten  der  ersten  Potenzen  von  t,  dann  folgt  für  R  die  Diffe- 
rentialgleichung 

(3)  ^  ä^^[(^+l)^x+i.;i,A.+(^  +  l)öx,i+i,;*  +  (/i+l)ax,i,^+i]  =  0, 

wobei  die  Summe  auf  alle  Elemente  a  aller  rier  Gleichungen 
zu  erstrecken  ist. 

§422.    Es  möge  femernjL  >  ^2  sein.  Ersetzen  wir  dann /i(;8ri,jer2,j?3) 

durch  /i(j8^i;  ^a;  ^s)  H"  ^fii^u  ^2y  ^s)?  ^^  bleibt  die  Resultante  des  neuen 
Systems  der  des  alten  gleich;  der  Coefficient  a^xiii  von  e\ss\z^  wird 
dabei ^  falls  (x  H~  ^  4~  f^)  ^  ^2  i^^;  ungeändert  bleiben^  dagegen^  falls 
(x  +  A  +  ft)^W2  ist,  durch  dxXn'\-t(^*XfA  ersetzt  werden.  Daraus  folgt 
durch  Entwickelung  der  Resultante  nach  Potenzen  von  ti  Für  i2  be- 
steht die  Differentialgleichung 

(^)  2^3^^^*^^  =  ^  («  +  ^  +  f*<^2)- 

Die  hier  benutzte  Methode  kann  leicht  verallgemeinert  werden, 
indem  man  nämlich,  ohne  R  zu  ändern,  f^  durch  /i  +  /i '  vC^i?  ^2;  ^a) 
ersetzt,  wobei  ip  eine  ganze  Function  ist,  die  bis  zur  Dimension  (n^  —  n,) 
aufsteigt  (vgl.  §  398).  Aus  jeder  derartigen  Annahme  kann  man  eine 
Differentialgleichung   herleiten,  welche  von  der  Natur  der  Gleichung 

(4)  ist. 

§  423.    In  /^  mögen  die  beiden  Glieder 

(^afiY^i  ^2  ^8     und    as «  ^^1  z%  z$ 
vorkommen.     Die  Resultante  R  von  f^  =  0,-"f^  =  0  sei  gleich  Null. 
Wir  ändern  aaßy  ^^^  ^^«^  derart  ab,   dass  die  Bedingung  ü  =  0  ge- 
wahrt bleibt,  während  die  beiden  betrachteten  Coefficienten  in 

übergehen.    Wegen  iß  »=  0  muss  also  sein 

(5)  ^-^^ 6  +  3-; T  =  0  . 

^    ^  ^%fiY  ^"^i*^ 

Andrerseits  ist  durch  /i  *=  0 ,  •  •  •  /^  =  0  die  gemeinsame  Wurzel 
^11  y   hl  y    hl     bestimmt ,     oder    vielmehr    sie    ist    nur    unter    einer 


Eigenschaften  der  Eliminanten  und  der  Besultanten.  117 

endlichen   Zahl  von  Werthsystemen   auszuwählen.     Daher   wird  nicht 
allein 

sondern  auch 

und  daraus  ergiebt  sich  durch  Subtraction 

(6)  fiii4i4i  •  ^  +  ^n4i4x  •  r  =  0. 
Aus  (5)  und  (6)  schliessen  wir 

(7)  X— ; —  :  •^-; —  =  (£fii  ^lifsi)  :  (j^ii^ai^si) ; 

^    afiy  ä»^ 

und  derartige  Gleichungen  gelten  für  alle  Goefficienten  a.  Aus  ihnen 
folgt,  wenn  z.  B.  d  =  a — 1;  f  =  /5;  6  =  y  genommen  wird,  der  Werth 
der  Coordinate  z^^,  u.  s.  w.  Mit  Hülfe  von  (7)  lassen  sich  also  die 
Coordinaten  der  gemeinsamen  Wurzel  berechnen.  Dabei  ist  natürlich  zu  be- 
achten, dass  diese  Methode  beim  Vorhandensein  mehrerer  Wurzeln  für 
/i  =  0,  •  •  •  fm-\'\  =  0  versagt;  denn  da  JR  eine  rationale  Function  der 
a  ist,  kann  die  linke  Seite  von  (7)  nicht  mehrdeutig  werden.  Man 
darf  hieraus  also  den  Schluss  ziehen,  dass  bei  mehreren  Wurzeln 
neben  JJ  =  0  für  jeden  Goefficienten  a  auch 

da         ^ 

ist. 

§  424.  Für  die  folgenden  Paragraphen  wollen  wir  der  Einfach- 
heit halber  die  (m  +  1)  Gleichungen  /i  =  0,  •  •  •  fm-\-i  =  0  unter  Wah- 
rung der  Dimensionen  durch  Einführung  einer  neuen  Variabehi  ;?,„+i 
homogen  machen.  In  den  f  führen  wir  jetzt  die  lineare  umkehrbare 
Substitution  mit  constanten  Goefficienten 

^■^  z^  =  Cai  Vi  +  C22  ^2  +  623^3  + 


•    ■    • 


durch,  bei  welcher  dann  die  Determinante  D  =  \Cxx\  von  Null  ver- 
schieden ist.  Hierdurch  verwandele  sich  /*«  in  Qaiyiy  ^2? '  *  O?  ^^®  Goef- 
ficienten  der  Qa  sind  ganze  Functionen  der  Cnx  und  der  a«.  Da  die 
*/«  =  0  nur  dann  gemeinsame  Wurzeln  besitzen,  wenn  die  /*„  =  0 
solche  haben  und  umgekehrt,  und  da  B,{f\,  f^-  -  -)  irreductibel  ist,  so 
folgt,  dass  die  Resultante  von  (/^  =  0,  •  •  •  ^m+i  =  0,  die  wir  mit 
R(9uff2r'')  bezeichnen,  abgesehen  von  einem  aUein  von  den  c  ab- 
hangigen Factor,  eine  Potenz  von  R(fi,  f^,"-)  ist.  Aus  dem  Umstände, 
dass  die  Coefficienten  der  ga  linear   in  den  a«  sind,   folgt   zunächst. 
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dass  die  Dimensionen  beider  Resultanten  in  den  a  übereinstimmen,  so 
dass  der  Exponent  jener  Potenz  nur  1  sein  kann,  um  den  allein  von 
den  c  abhängigen  Factor  zu  bestimmen,  nehmen  wir  für  die  fa  besondere 
Functionen  an;  wir  ersetzen  jedes  fa  durch  ein  Product  aus  n«  allge- 
meinen homogenen  linearen  Factoren  von  jer^,  ^29 ' ' '  ^m+i-  Die  Resul- 
tante R(f^,'-')  wandelt  sich  in  das  Product  aus  den  l^n^'n^-'-nn^i 
Determinanten  um,  die  bei  Zusammenfassung  je  eines  Factors  Yon  f^y 
von  fif '  * '  von  /m+i  entstehen;  das  folgt  aus  der  Bedeutung  von  B. 
Durch  (8)  reproducirt  sich  jede  dieser  Determinanten  multiplicirt  mit  D. 
Demnach  haben  wir:  Durch  die  Substitution  (8)  erhalten  wir 

(9)  -ROi;  9ir"  9m-{-i)  =  D' '  R(f^,  /i, .  • .  ^+i) . 

Dieser  Satz  entspricht  dem  in  §  147,  Bd.  I  abgeleiteten. 

Auch  für  das  am  Schlüsse  yon  §  146,  Bd.  I  gegebene  Theorem 
können  wir  ein  Analogon  ausfindig  machen.  Wir  setzen  /i,  f%,'"fm+i 
als  von  gleicher  Dimension  n  voraus  und  nehmen 

9a  =  qalfi  +  Qaifi  H h  qa,m+lfm+l  («  =  1,2,  •  •  -m  +  1) 

mit  Constanten  g,  die  eine  umkehrbare  Substitution  bilden.  Dann  erkennen 
wir  genau  wie  soeben,  dass  die  beiden  Resultanten  ü(/i,  /i,  •  -  -  fm-^i) 
und  ü(^i,  (/g  ,  •  •  •  ^TO+i)  sich  nur  durch  einen  von  den  CoefBcienten 
der  f  unabhängigen  Factor  unterscheiden  können.  Oenau  wie  beim 
vorigen  Satze  bestimmen  wir  diesen  Factor  hier  durch  ein  besonderes 
System  der  f.    Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke 

fa  =  «al^l  +  öa«4  H f"  aa.m+l^m+l  («  =  1,  2,  •  •  •  W  +  1). 

Dann  ersieht  man,  dass  die  Determinante  der  a  der  einzige  Factor 
von  B(f^,'  - ')  sein  kann,  und  die  Kenntniss  der  Dimension  zeigt  uns 

s(h,  f„  ■  ■  ■  u+i)  =  \  <i.xr  ■ 

Eine  einfache  Yergleichung  mit  den  Resultaten  der  Substitution  der  g 
liefert,  falls  |  qxi  |  =^  ^  gesetzt  wird, 

(9*)  Ii(j9i,9t,--9v.+i)  =  ^"" R(fi,  /■„•••  /-m+i) . 

§  426.  Aus  der  Structur  der  Eliminante  kann  ein  geometrisch 
besonders  wichtiger  Satz  ohne  Schwierigkeit  abgelesen  werden,  den 
Liouville  zuerst  aufgefunden  und  bewiesen  hat*). 

Wir  waren  auf  folgendem  Wege  zur  Eliminante  R{etn-^i)  von 
(m  +  1)  Gleichungen  mit  ebensovielen  Unbekannten  x?!,  jeTj,  •  •  •  jer»»+i 
gelangt.  Zunächst  hatten  wir  (m  -f-  1)  Gleichungen  mit  m  Unbekannten 
^i;  ^2;'  •  •  ^m  angenommen  und  hatten  ihre  Resultante  ü(/i,  •  •  •  /"m+i) 
gebildet.     Diese  war  eine  isobarische  Function  der  Coefficienten  aller 


*)  J.  d.  Math.  p.  e.  a.  (1)  6  (1841),  p.  369. 
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fi ,  • ' '  fttt'\-i  vom   Gewichte    l  =  n^  •  n^---  nm-\-ij   falls   den   a«    solche 
Gewichte  gegeben  werden  ^  dass  bei  der  Annahme  der  Gewichte  1  für 
die  Unbekannten  jedes  fa  isobarisch  vom  Gewichte  n«  wird.     Eins  der 
Glieder  von  Ji(/1, /i,--)  möge  durch 
(10)  ^«)Ä(*)Ä;<<^).-.        {a  +  b  +  c  +  -"  =  l) 

angedeutet  werden.  Dabei  sollen  die  g,  h,  k,-'-  Goefßcienten  sein, 
die  irgend  welchen  Functionen  fa  angehören,  und  a,  6,  c ,  •  •  •  sollen  die 
entsprechenden  Gewichte  andeuten,  so  dass  die  Summe  a-f-^"!"^"!**** 
gleich  l  sein  muss. 

War  so  jB(/i,-  •  •  fm+i)  gebildet,  dann  hatten  wir  in  die  fa  noch 
eine  neue  Unbekannte  Zm+i  dadurch  eingeführt,  dass  wir  alle  bis- 
herigen Goefßcienten  a«  durch  ganze  Functionen  von  Zm+i  ersetzten, 
deren  Grad  in  dieser  neuen  Unbekannten  gleich  der  Dimension  der 
ersetzten  Coefficienten  war;  also  tritt  z.  B.  statt 

^«)    ein  ga  +  ga-l^m+l  +  ga-%Zm-\-l  H f-  ö'o^mH-l, 

(11)  Ä<*>      „      ht  +  Ä6-1  ^m  +  1  +  A6_2Jßfm+l  H h  Ao^m+1, 

Ä^^)    „    Tcc  +  h-iZm+i  +  h^^el.^x^ l-Ä^jer^+i, 

wo  die  unteren  Indices  der  CoefQcienten  ^,  /*,  i,««-  wieder  die  Ge- 
wichte angeben. 

Hierdurch  werden  die  oben  angegebenen  Resultate  über  das  Ge- 
wicht von  -R(/i,-)  auch  für  das  umgewandelte  R{zm-{-i)y  d.h.  für 
die  Eliminante  der 

/■«  (^1 7  ^8  7  •  •  •  -S^m + 1)  =  ^  («  =  1  ,  2  ,  .  •  .  W  +  1 ) 

gewahrt  bleiben.     Man  hat  also 

(12)        jB(>^_|.i)  =  po4,-hi— PiiE^M-^  H (^  =  Wi-W2---n„+i), 

wobei  Qa  vom  Gewichte  a  in  den  Coefficienten  isobarisch  wird. 

Wir  wollen,  nachdem  die  Einführung  von  z^n^i  vorgenommen  ist, 
die  Functionen  nach  fallenden  Dimensionen  der  Potenzproducte  der 
Unbekannten  ordnen: 

wobei  teir^  alle  Glieder  von  fa  enthält,  die  in  z^,  z^y'--Zm-\-i  von  der 
Dimension  x  sind.  Die  Coefficienten  in  tt«  ^  müssen  daher  sämmtlich 
vom  Gewichte  («„  —  %)  sein.  Es  gehören  sonach  beispielsweise  g^,  h^, 
ICq'  - '  in  (11)  zu  den  Coefficienten  von  Gliedern  der  Art  Wn^j;   ebenso 

Ou^hj^j'''  ^^  ^^'^  Coefficienten  von  Gliedern  der  Art  wi*— i;  u. s. w. 

und  allgemein  g^j  hg,  Ä^,--    zu   den  Coefficienten  von  Gliedern  der 

(ff) 


Art  u»l^o- 
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Trägt  man  nun  (11)  in  (10)  ein,  so  giebt  der  Gomplex  aller  Aus- 
drücke (10)  die  Eliminante  (12).  Qq  hat  das  Gewicht  0;  folglich 
können  die  in  Qq  eingehenden  Goef&cienten  nur  zu  den  g^^  Aq  *  "  S^~ 
hören,  d.  h.  sie  entstammen  den  Unl .  Ebenso  hat  q^  das  Gewicht  1 ; 
folglich  können  die  Glieder  in  jp^  nur  von  der  Form  gik^Tc^  •  •  • ,  g^hik^ •  •  • , 
g^W  ' ' ',  u.  s.  w.  sein,  deren  Factoren  aus  den  v!^^  und  den  wl^-i 
entstammen,  u.  s.  w.  Das  ist  der  Liouville'sche  Satz,  dem  wir  fol- 
genden Ausdruck  geben:  Der  Goefficient  Qi  von  islü^i  hängt  nur 
von  solchen  Coefficienten  der  fa  ab  (a  =  l, 2, •••»>+ 1),  die  in 
Gliedern  der  Dimensionen  n«,  (w«  —  !),•••  (w«  —  i)  der  Potenz- 
producte  vorkommen.     Für  q^  war  dies  schon  bekaimt,  vgL§394. 

§  426.  Wie  wir  früher  gezeigt  haben,  hängen  die  symmetrischen 
Functionen  der  äTj,  ^2? '  * '  ^w+i  ^^^  ^^^  Goefficienten  der  Eliminanten- 
gleichung 

(13)   R{x)  =  QQx'—Qj^(x^,'-Xm-{.i)s^-^  +  Qi(yir-^+i)^''^ =  ^^ 

(a;=  «ijEfi  +!«2Xf2  H h  Xro-f-l  ^m+l) 

ab.  Von  den  Goefßcienten  der  Gleichung  (13)  gilt  dasselbe,  was  so- 
eben für  die  von  (12)  bewiesen  wurde.  Nun  ergibt  sich  aus  §  379, 
dass  jedes 

o  (js?ii  jgfji  •  •  •  jßifl  -ß^i  ' '  V  \2a  -(-  £ß  "!"■••  =  *) 
durch  ein  Aggregat  von  Producten  der  Potenzsummen  s^at"  atis- 
gedrückt  werden  kann,  bei  denen  (>  +  <y4"^+'"*  ^*  ^^t;  und  aus 
§  377,  (7)  folgt,  dass  diese  5  aus  den  zu  (13)  gehörigen  Potenzsummen 
S^'^(/-\.t'-\---  der  Xj^f  ^2 }  '  '  '  abgeleitet  werden  können,  bei  denen 
(>'+  ^+  ^'+  •  •  *  =  p  +  <^  +  ^  ^-  *  ist.  Die  S  können  aus  den  Goef- 
ficienten von  (13)  dargestellt  werden  und  so  erkennen  wir:  Die  sym- 
metri  sehen  Functionen  i^^  Dimension  der  Wurzeln  von 

fa  =  <  +  <Li  +  ...  +  4-^  =  0         («  =  l,2,...m+  1) 

hängen    nur   von   den   Goefficienten  der   Aggregate    u"^,  •  •  • 

(«)  i. 

u;j-,    ab. 

Der  Liouville'sche  Sat^  ist  für  die  analytische  Geometrie  von 
grossem  Interesse.  Man  findet  die  Anwendungen  desselben,  so  weit 
sie  von  Liouville  stammen,  am  angeführten  Orte.  Weitere,  ein- 
gehende Studien  rühren  von  Humbert*)  und  von  G.  Fouret**)  her. 

Wir  wollen  wenigstens  tein  hierher  gehöriges  Theorem  herleiten, 
indem  wir  dabei  den  Betrachtungen  Fouret's  folgen: 


•)  J.  d,  M.  p.  e.  a.  (4)  3  (1887),  p.  361  und  Nouv.  Ann.  (3)  6  (1887)  p.  533. 
♦*)  Nouv.  Ann.  (3)  9  (1890),  p.  258. 
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Der  Schwerpunkt  der  Berührungspunkte  aller  Tangenten, 
welche  einer  gegebenen  Richtung  parallel  an  eine  algebrai- 
sche Gurye  gezogen  werden  können,  ist  ein  fester,  von  der 
Richtung  unabhängiger  Punkt. 

Es  sei  f{x,  y)  =  0  die  Gleichung  der  Curve,  bezogen  auf  recht- 
winklige Coordinaten  x  und  y\  sie  steige  bis  zur  n^^  Dimension  auf. 
Die  Berührungspunkte  aller  Tangenten,  welche  der  Richtung  parallel 
laufen,  die  mit  der  positiven  Halbaxe  der  x  den  Winkel  a  bildet, 
befriedigen  gleichzeitig  die  Gleichungen  /*  =  0  und 

(14)  |^  +  gteng«  =  0. 

Nun  sei  die  Eliminante  dieser  beiden  Gleichungen 

dann  ist  die  Abscisse  des  gesuchten  Schwerpunktes 


1  = 


^i 


wi(w—  1)  9o 

Nach  dem  Liouville'schen  Satze  hängen  q^  und  q^  nur  von  den 
Gliedern  w**'  und  (m  —  Tl)^  Dimension  in  f  ab,  weil  diese  ja  die  Glieder 
(m  —  1)*®'  und  (m  —  2)*®'  Dimension  in  (14)  bestimmen.  |  ändert 
sich  daher  nicht,  wenn  man  f  durch  ein  f^  ersetzt,  welches  in  den' 
Gliedern  der  beiden  höchsten  Dimensionen  mit  f  übereinstimmt,  sonst 
aber  beliebig  gebildet  ist;  es  ist  also  nur  nöthig,  dass  /*=  0  und  /*i  =»  0 
die  gleichen  Asymptoten  haben.  Man  kann  daher  insbesondere  auch  die 
vorgelegte  Curve  durch  den  Complex  ihrer  Asymptoten  selbst  ersetzen. 
Hierbei  fallen  nun  die  Berührungspunkte  mit  den  Schnittpunkten  der 
einzelnen  Asymptoten  untereinander  zusanmien,  und  also  haben  diese 
sicher  das  gleiche  |.  Femer  aber  sind  die  Schnittpunkte  von  a  unab- 
hängig; daher  |  ebenfalls,  und  so  ist  das  aufgestellte  Theorem  bewiesen. 
Es  ist  für  die  Gültigkeit  des  Satzes  wesentlich,  dass  die  Curve  keine 
parabolischen  Zweige  hat,  da  sonst  Asymptoten  ins  unendliche  fallen 
würden. 

§  427.     Zu  einer  anderen  wichtigen  Einsicht  führen  uns  unsere 
Betrachtungen  über  die  Resultante  und  Eliminante  auf  folgendem  Wege. 

Wir  gehen  von  den  m  Gleichungen  mit  m  Unbekannten 

AK;  ^»,"-^m)  =  0         (a=l,2,.-.m) 
aus  und  führen  nach  Liouville  die  Substitution 

Zm  =  x  —  (x^e^  +  Xgjefj  -] 1-  x^-i  z„i-i) 

durch.     Dadurch  möge  entstehen 

(15)     fa(ß^,  ^t}"'^fn)  =  ga(zir"  ^m-1 ;  x)       (a  =  1 , 2, . •  •  m). 
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Aus  den  g  bestimmen  wir  gemäss  dem  Bezout'schen  Verfahren  die 
Eliminante 

(16)  B{x)  =  g,T,  +  ^,P,  +  . . .  +  g^Tm^ 

Nach  Kronecker  schreiben  wir  diese  Gleichung  bequem  als  Congruenz 

(17)  jB(a;)i:£0     (modd.  jr^,  ^Tj,-..  gr^), 

und  von  dieser  können  wir  wegen  (15)  zurückgehen  auf 

(17»)  iJ(a;)  =  0    (mocld./i,/l,.../-„). 

Nun  zerlegen  wir  B(x)  in  seine  linearen  Pactoren  und  bedenken  dabei, 
dass  jede  Wurzel  der  Gleichung  U  ==  0  von  der  Form 

ist.     Es  sei  jß  in  seine  verschiedenen  Wurzelfactoren  zerlegt 

B  =  \x,  {z,  -  e,  j  +  x,{z,  -  e,  j  + . .  .> 

Denkt  man  sich  diesen  Ausdruck  nach  Potenzproducten  der  x  geordnet, 
so  muss  jeder  einzelne  Coefficient  congruent  0  sein,  da  ja  die  Glieder  fa 
des   Modulsjstems  von  den  x  unabhängig  sind. 
Der  Coefficient  von  x^i+A'«+-    liefert  dabei 

(18')  (iTi  -  Six^'C^i  -  f«>"  •  •  •  =  (^1  -  eii)^'  •  Oo  -  0  (modd.  /;,■••), 
und  derjenige  von  x^i+a'»+ — i.Xj  liefert 

Multiplicirt  man  diese  Congruenz  mit  {z^  —  tn}{h  —  ti»)  *"  >  ^^  entsteht, 
da  wegen  (18*)  alle  Glieder,  die  auf  das  erste  folgen,  ll,  0  werden, 

(18")  (;,^  _  e,^)..-i(,,  _  g,J  .  f7,  =  0    (modd./i,...), 

wobei  ?7i  ^  {z^  —  li^^'^^{^\  —  ti^f^^^ '  '  '  ist;  es  reicht  also  auch 
schon  aus,  für  U^  eine  hinlänglich  hohe  Potenz  von  (z^  —  Si2)(^i  —  Sis)** 
sich  zu  denken.  — 

Nun  gehen  wir  zu  den  Gliedern  x^i+^»H ^Xj*  in  der  Entwicke- 

lung  von  R  über.  Dabei  erhalten  wir  zwei  Arten  von  Gliedern,  von 
deren  jeder  ein  charakteristisches  Glied  angegeben  werden  soll: 

(?)(^t-5r>-»(^.-5M)*-f^; 

fr)  ft)  ^'^  -  S"^~'(^*  -  52i)(^i  -  t,,y^-'(^2  -  e,,)  •  n, 

wobei  Vq  für  (xr^  —  gig)"«  (z^  —  g^J"*  •  •  •  geschrieben  ist.  Multiplicirt 
man  alle  diese  Glieder  mit  (z^  —  tuYi^i  —  iuY  •  *  *?  so  werden  wegen 
(18*)  und  (18^)  alle  einzelnen  Producte  bis  auf  das  hingeschriebene 
Erste  =  0;  dieses  Erste  giebt  dann  Veranlassung  zu  der  Congruenz 
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(18«)  (xr,  -  ?„><.-*(;»,  -  t,,)' •  ü,  =  0     (modd.  f„---), 

wobei    U^   wieder   eine   passende   Potenz   von    (e^  —  Si2)(^i  —  Sis)  *  '  " 
bedeutet.  — 

In  den  Coefficienten  von  x/ji+^«+ — ^-x^'^»  treten  Glieder  von 
zweierlei  Form  auf^  nämlich  erstens 

und  zweitens 

Multiplicirt    man    hier    mit    einer    hinlänglich     hohen    Potenz     von 

(^1  —  Si2)(^i  —  fis) ,  •  •  • ;  so  folgt  wieder 

(W)      {^,-t^^r-\^,-in)(^,-^^)U-..^.0     (modd. /i ,  •  •  •)  • 

So  kann  man  fortfahren  und  sieht:  Ist  U  eine  hinlänglich  hohe 
Potenz  von  (z^  —  5i2)(^i  —  Si»)  •  •  *  >  dann  wird 

(18)     (^i-Sn)"(^2-£8iy(^5-esiy---  t^^O     (modd./i,/i,.../m), 

wenn  (a  +  j3  +  y  +  •  •  •)  ^  fti   ist;   oder  auch:   man  kann  setzen 

(18*)     (z,  -  t^^y(^,-f,,y    ''U=  QJ,  +  (>,/i  +  . . .  +  (?„/„,. 

§  428.  Nach  Herleitimg  dieses^  als  Hülfsatz  dienenden  Theorems 
betrachten  wir  eine  Function  *,  welche  für  alle  Wurzeln  (Sn,  SaiT'O? 
{tiiftxi}'")}'''  des  Systems  /"«  =  0  gleich  Null  wird.  Aus  §  350,  (4) 
wissen  wir,  dass  dann  mit  passenden  Coefficienten  (p 

^  =  (^1  —  tn)9>n  +  {h  —  f2i)9^ia  +  {h  —  fsO^^i»  H 

=  (^1  —  Sl2)921  +  (^2  —  ^)922  +  (^3  —  fs2)92S  H 


geschrieben  werden  kann.  Ist  nun  fi  der  grösste  der  Exponenten 
fi>  f*2;  •  •  •>  "'^^  bildet  man  ^-  f7',  wobei  ?7'  eine  hinlänglich  hohe 
Potenz  von  {z^ — Si2)(^i  —  i\z)  "  '  i^*;  ^^  enthält  jedes  der  Glieder 
des  entwickelten  Ausdrucks 

[(^1  -  fll)<Pll  +  (^2  -   U)9n  +  (^8  -  £5l)<)Pl3  +  •••?•   ^' 

Factoren  von  der  Form  (18),  und  daher  ist 

(19)  «^.£r=o  (modd./i,^„../;„+0; 

ebenso  folgt,  wenn  man  t^j,  ^i,  •  •  •  mit  ^,,  inj' ' '  vertauscht, 
(19»)  «^.tr'=0    (modd. /i,^„... /•».), 

wobei  ü"  eine  Potenz  von  {g^  —  g^)  (;?j  —  f^j)  •  •  •  bedeutet;  ferner 
(19")  aW'.IT-'-O    (modd. /i,^,  •••/•„), 

wobei  17'"  eine  Potenz  von  (e^ — ii^i^i — Si»)(j»i — Si^)-- sein  wird;  u.s.f 
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Die  mit  TT,  U",  U'",---  bezeichneten  Functionen  der  ^i,  «»,••• 
haben  in  ihrer  Gesammtheit  keinen  gemeinsamen  Factor.  Folglich 
kann  man  Functionen  v',v",v" ,••■  von  eifZ^,---  derart  bestimmen,  dass 

v'ü'  +  v"U"  +  v'"  U"'-\ =  1 

wird  (§  346;  XII).  Multiplicirt  man  (19),  (19»),  (19"),  •  •  •  der  Reihe 
nach  mit  v',  v",  v",  •  ■  ■  and  addirt  die  Producte,  so  entsteht 

(20)  ®^  =  0        (modd.  /i,^, . . ./;) 

oder  ausfübrlich  geschrieben 

(20»)  ^  =  fiQi  +  M,+    -+  UQm. 

Die  v\  v",  •  •  •  werden  noch  f^,  Eis;*'*  enthalten,  und  dasselbe 
gilt  auch  von  den  Factoren  Q^^  Q^f"-  Nun  kann  man  aber  in  (20) 
die  gji,  5i2;*'*  beliebig  untereinander  vertauschen.  Thut  man  dies, 
addirt  sämmtliche  hierdurch  entstehenden  Gleichungen  und  bedenkt, 
dass  dann  die  Factoren  der  fa  in  den  Wurzeln  symmetrisch  werden, 
so  folgt,  dass  man  sie  rational  in  den  Goefficienten  der  fa  darstellen 
kann.  Demnach  können  wir  den  Satz  aussprechen:  Wenn  eine 
Function  0  für  alle,  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Wur- 
zeln des  Systems 

fa(0u  z^"'Zfn)^0        (a  =  1, 2, - •  m) 
verschwindet,  dann  kann  die  Gleichung 

(20-)  ^ =/;ei  +  /i<?2  +  •  •  •  +  UQm 

aufgestellt  werden,  in  welcher  die  Qjganze  Functionen  der  0  mit 
rationalen  Coefficienten  bedeuten  und  fi  die  höchste  vorkom- 
mende Multiplicität  einer  Wurzel  ist*).  Es  ist  ersichtlich,  dass 
dieser  Satz  von  hoher  Bedeutung  für  die  Geometrie  der  Curven  und 
Flächen  ist ;  0  =  0  stellt  dabei  eine  Curve  oder  eine  Fläche  dar, 
welche  durch  alle  Durchschnittspunkte  der  Curven  oder  Flächen  /*o  =  0 
hindurchgeht. 

§  429.  Bei  den  Untersuchungen  der  letzten  beiden  Paragraphen 
stimmte  die  Zahl  der  Gleichungen  fa  =  0  mit  derjenigen  der  Unbe- 
kannten 0  überein.  Wir  können  uns  von  dieser  Voraussetzung  frei 
machen.  In  der  That,  wenn  die  Anzahl  m  der  Variabein  geringer  ist 
als  die  Anzahl  m  der  Gleichungen,   während  doch  noch  eine  endliche 


•)  Herr  Noether  hat  dieses  Theorem  in  dem  Aufsatze:  „lieber  einen  Satz 
aus  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen"  für  w  =  2  in  etwas  anderer,  für 
unsere  Zwecke  weniger  geeigneten  Form  abgeleitet.  (Math.  Ann.  6  (1852)  p.  361.) 
Vgl.  auch  E.  Bertini:  Math.  Ann.  84  (1889),  p.  447;  und  35  (1889),  p.  456;  femer 
Noether:  Math.  Ann.  34  (1839),  p.  450  und  E. Netto:  Actamath.  7  (1885),  p.  101. 
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Anzahl  Yon  Wurzeln  besteht^  dann  können  wir  mit  willkürlichen  Para- 
metern Ujtx  neue  Functionen 

9a  =Wal/i  +  Waa/iH h  ^amfm  («  =  1,  2  ,  •  •  •  w') 

ableiten,  welche  wegen  der  Unbestimmtheit  der  u^cx  nur  far  die  Wurzebi 
der  fa  ==  0  verschwinden  und  für  alle  diese  Wurzeln.     Daraus  folgt 

^  =  9lQl  +  ffiQi  H f-  9m'Qm'' 

Die  Q  sind  hier  rational  in  den  Coefficienten  der  f  und  in  den  Uxx- 
Für  unbestimmte  u  verschwinden  die  etwa  auftretenden  Nenner  nicht 
identisch,  und  folglich  giebt  es  besondere  Zahlenwerthe,  für  welche 
dies  auch  nicht  der  Fall  ist  (§  337).  Tragt  man  diese  ein  und  geht 
auf  die  f  zurück,  dann  ist  der  Satz  des  vorigen  Paragraphen  von  der 
Voraussetzung  befreit,  dass  die  Zahl  der  Variablen  mit  derjenigen  der 
Gleichungen  übereinstimmen  müsse. 

§  430.  Wir  können  jetzt  auch  die  Voraussetzung  fallen  lassen, 
dass  die  Gleichungen  fa  =  0  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Wurzeln 
besitzen.  Es  seien  m  Functionen  fa  mit  (p  -{-  1)  Variablen  gegeben. 
Das  Theorem  über  die  Darstellbarkeit  sei  bereits  für  m  Functionen 
und  p  Variable  bewiesen;  wir  wollen  daraus  herleiten,  dass  es  auch 
fOr  m  Fimctionen  mit  (p  +  1)  Variablen  gilt.  Da  wir  bei  der  Be- 
schränkung auf  hinreichend  wenige  Variable  zu  einer  endlichen  Anzahl  von 
Wurzeln  kommen,  weil  sonst  das  System  fa  =  0  identisch  erfallt  wäre, 
so  ist  damit  der  allgemeine  Satz  bewiesen.  Die  Variablen  seien 
^u^2f'''^pf^p+^'  ^^  betrachten  ßp^i  als  Parameter,  dem  wir 
einen  beliebigen  endlichen  Werth  zuertheilt  denken.  Dann  ist  der 
Voraussetzung  nach  für  die  p  Variablen  JS^,  -  -  -  ^p 

die  P  sind  dabei  rational  in  den  Coefficienten  der  f  und  in  iSp^i, 
Der  Hauptnenner  der  P  sei  Q(iSp-^i)]  dann  können  wir  schreiben 

(21)  (.(j»,+i)  .  <P^  =  QJ,  +  <2,^,  +  . . .  +  Q„f„. 

Genau  in  der  gleichen  Art  können  wir  herleiten 


wobei  offenbar  das  ft  in  allen  Gleichungen  als  dasselbe  angenommen 
werden  kann,  da  es  ja  in  jeder  solchen  Gleichung  beliebig  vergrössert 
werden  darf. 
Das  System 
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hat  wegen  seiner  letzten  (p  -|-  1)  Gleichungen  offenbar  eine  endliche 
Anzahl  von  Wurzeln^  die  wegen  der  ersten  m  Gleichungen  sänuntlich 
0  zum  Verschwinden  bringen.     Folglich  ist 

und  also^  wenn  man  mit  d^  multiplicirt  und  die  Gleichungen  (21) 
und  (21*)  verwendet, 

O^+a'eeeO    (modd.^„^,...^). 

Damit  ist  der  allgemeine  Satz  bewiesen*). 

§  431.  Es  mögen  jetzt  m  vollständige  allgemeine  Functionen 
fi7  Uy-"  fm  von  den  (m  +  p)  Variabein  J^uSf^r"  ^m^  «i,  v, ,  •  •  •  Vp  ge- 
geben sein.  Femer  sei  9  eine  Function  derselben  Variabein,  und  tp 
eine  Function  allein  von  t^^,  ^S9''*^i>-  ^^^  nehmen  an,  dass  das 
Product  0{z^  j' ' '  em\  ^i ;  •  •  •  ^i»)  •  9(^1  ?  *  •  *  ^p)  ^^  »Uö  Wurzeln  von 
/i  =  0  ,•••/',„  =  0  verschwinde. 

Eine  solche  Wurzel  sei  {e^^y  -  -  -  ^mi^  ^Hf'-Vpi)-  Dann  können 
wir  (§  350) 

(22)  a>=cf  +  (^,-^,,)*,  +  ...  • 

setzen,  wobei  C  von  Null  verschieden  ist,  wenn  O  nicht  selbst  schon 
für  diese  Wurzel  (%,---Vpi)  verschwindet.  Jetzt  wählen  wir  Vgg,--- Vpj 
den  Werthen  v^^y  •  •  •  Vpi  beliebig  benachbart  und  auch  Vj,  dem  v^, 
beliebig  nahe,  aber  so,  dass  nicht  9^(^127  ^as;  " '  ^p^)  "^  ^  ^^^*  Di^  geht 
bei  passender  Anordnung  der  v  stets,  wenn  (p  nicht  identisch  ver- 
schwindet.    Wir  können  bei  dieser  Wahl  direct  festsetzen,  dass 

kis  —  %  I ;     I  «^22  —  Vai  I ,  •  •  •  I  Vp  2  —  Vpi  I  <  *i 
sein  soll,  wo  S^  beliebig  klein  sein  mag. 

Jetzt  bestimmen  wir  weiter  ^12?    *  *  ^»»8  ^^7  ^^^  ^^  diese  Werthe 

/a(^l,---^m,    V12,    V22;---«'P2)=0  («=1,2,...^) 

wird,  was  angeht,  da  die  Anzahl  der  Gleichungen  derjenigen  der  Un- 
bekannten gleich  kommt,  und  da  trotz  der  Einführung  von  v^^y-^-Vp^ 
die  fa  als  Functionen  der  a  aufgefasst,  nach  wie  vor  allgemein  und 
vollständig  sind.  Nach  §  353  werden  auch  \  is^^  —  ^n\}'  ' '  \^m2  —  sfmi \ 
bei  hinreichend  kleinem  d^  beliebig  klein.  Wir  können  alle  absoluten 
Beträge  der  Differenzen  zweier  Coordinaten  <  Öq  machen,  wo  Öq  mit  8^ 
gleichzeitig  unendlich  klein  wird.     Für  den  Bereich  der  durch 

*)  Diese  und  noch  weitergehende  Verallgemeinerungen  des  Problems  der  Dar- 
stellung stammen  von  Herrn  Hilbert:  ,,Ueber  die  vollen  Invariantensysteme". 
Math.  Ann.  42  (1892),  p.  820.  Der  hier  gegebene  Beweis  ist  dieser  Arbeit  ent- 
nommen. 
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bestimmten  ^i,  -  -  -  ßm,  ^u  ' ' '  ^p  seien  ?P*i ,  •  •  •  Wm j  X^y-  -  -  Xp  die 
Maxima  der  absoluten  Beträge  von  i^i'  -  -  tm,  Xu'  "  %p  ^^s  (22)  und 
Sl  sei  der  grosste  aller  dieser  Betrage. 

Da  ^12 ,  •  •  •  ^mi ,  ^12  •  •  ■  «!p2  öine  Wurzel  des  Systems  fa  ^0  ist, 
so  wird  für  sie  * .  9  =  0,  und  weil  9?  =|=  0  ist,  so  wird  <J>  =  0,  d.  h. 
nach  (22) 

Der  absolute  Betrag  der  linken  Seite  ist  grosser  als 

Durch  Verringerung  von  d^  kann  man  dies  wesentlich  positiv  machen, 
falls  I C I  nicht  verschwindet.  Dann  wäre  aber  O  =i(=0,  und  folglich 
ist  (7=0.     Das  heisst:   Verschwindet  das  Product 

für  alle  Wurzeln  des  Systems 

fa(ßir"^my  Vi,'"Vp)  =  0  (a=  l,2,---w) 

von  m  Gleichungen  mit  (w+jp)  Unbekannten,  dann  ver- 
schwindet auch  schon  0  allein  für  alle  diese  Wurzeln;  des- 
halb ist  auch  hier 
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Kroneeker's  Eliminationsmethode.  —  Redaetibilität  and 

Irrednctibilität. 

§  432,  Sind  Är^,  0i^,'"JSin  irgend  welche  Grossen,  deren  sym- 
metrische Functionen  dem  RationaliiÄtsbereiche  angehören,  so  ist  es 
leicht,  alle  Gleichungen  aufzustellen,  deren  Coefficienten  gleichfalls  dem 
Kationalitatsbereiche  zugehören,  und  unter  deren  Wurzeln  %,^i2r'*^i» 
sich  befinden.  Die  einfachste  dieser  Gleichungen  ist  diejenige,  welche 
auch  keine  weiteren  Wurzeln  besitzt,  nämlich 

fM  =  (^1  —^11) (^1  ^^12)  •  •  •  (^1  —  ^m)  =  0, 

und  die  übrigen  werden  durch  f(jgj)  •  fp(ßfi)  =  0  geliefert,  wobei  q)(ßj) 
eine  beliebige  ganze  Function  des  Rationalitätsbereiches  bedeutet. 

Die  nächstliegende,  dieser  Aufgabe  entsprechende,  auf  ein  System 
Ton  Gleichungen  bezügliche  Frage  würde  die   folgende  sein.     Es  sind 


128  Einundvierzigste  Vorlesung  §  431—432. 

k  Werthsysteme  {zia,  ^2aj  •  •  •  ^ma)  f&r  a  ==  1,  2,  •  •  •  ft  der  m  Variablen 
^17  ^a;'"  ^m  gegeben.  Es  sollen  alle  Gleichungssysteme  mit  rational 
bekannten  Coeffieienten  gefunden  werden,  welche  jene  Werthsysteme 
und  keine  andern  zu  Wurzeln  haben.  Diese  Aufgabe  lässt  unendlich 
viele  Lösungen  zu.    Man  könnte  sie  z.  6.  so  behandeln ,  dass  zuerst  ein 

(1)  fißi)  =  (^1  —  ^ii)(^i  —  ^la)  •  •  •  (^1  —  ^1*)  =  0 

bestimmt  wird;  dann  könnte  man  mit  Hülfe  der  Lagrange 'sehen  Inter- 
polationsformel jedem  Z\^=^  Zia  ein  ^2  =  ^2a  vermittels 

(2)  /;(,., «.)  ^  .,  -2'..  ,.._^^,V(...)  -  0 

zuordnen;  ähnlich  jedem  Zia  ein  s^za,  u.  s.  f.  In  dieser  Art  lassen  sich 
also  m  Gleichungen  herstellen,  die  das  Problem  lösen.  Jede  lineare 
Gombination  derselben  wird  im  Allgemeinen  das  Gleiche  thun.  Man 
darf  dabei  aber  nicht  vergessen,  dass  das  aufgestellte  System  noch 
fremde,  im  Unendlichen  gelegene  Wurzeln  besitzt.  Sind  z.  B.  vor- 
geschrieben 

(^1, '^«)  =  (-l,0),    (0,  1),    (1,0), 

dann  findet  man  nach  der  angegebenen  Vorschrift 

SO  dass  ausser  jenen  drei  endlichen  Wurzeln  noch  drei  unendlich  grosse 
bestehen.  Dieser  Uebelstand  wird  sich  im  Allgemeinen  überhaupt 
nicht  heben  lassen;  das  erkennt  man  schon  aus  unserem  Beispiele.  Der 
Bezout'sche  Satz  zeigt,  dass  die  drei  Wurzeln  nur  dann  das  volle 
Wurzelsystem  zweier  Gleichungen  ausmachen  können,  wenn  «^  =  3, 
Wg  =  1  ist;  jene  drei  Wurzeln  können  aber  nicht  einer  linearen  Glei- 
chung Genüge  leisten. 

Hat  man  auf  verschiedene  Arten  die  Darstellung  einer  Reihe  von 
Werthsystemen  als  Wurzeln  geleistet,  z.  B.  durch 

/l  =  0,    /i  =  0, . . .     und  durch    fi'i  =  0,    jr^  =  0 ,  •  •  • , 

dann  wird  jedes  f  für  alle  Wurzeln  des  zweiten  Systems  gleich  Null 
werden  und  umgekehrt.  Nach  dem  Schlussparagraphen  der  letzten 
Vorlesung  giebt  es  also  Darstellungen 

C''  =  K9r  +  Kg,  +  --       («  =  1,2,...); 

5:«  =  <2a/i  +  ^ä/,  +•••         (a  =  l,2,...). 

§  433.  Im  Falle,  dafis  mehrere  Gleichungen  mit  mehreren  Un- 
bekannten vorliegen,  braucht  sich  aber  „das  Gemeinsame^'  des  Systems 
nicht  auf  einzelne  Werthsysteme  in  endlicher  Anzahl  zu  beschränken 
(vgl.  §  404).     Es    können   z.   B.    bei   drei   Variablen  —  geometrisch 
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gesprochen  —  nicht  nur  gemeinsame  Punkte  der  Gebilde  vorhanden 
sein^  sondern  auch  gemeinsame  Curven^  ja  sogar  gemeinsame  Flachen- 
stücke. Man  erkennt^  dass  in  jedem  der  letztem  Fälle  die  Darstellung 
(1),  (2)  yersagen  würde,  da  ja  (1)  für  unendlich  viele  Wurzeln  erfüllt 
wäre,  also  f{z^  identisch  verschwinden  müsste. 

Zugleich  ist  es  klar,  dass  das  ganze  Problem  hier  anders  gefasst 
werden  muss.  Die  allgemeine  Fragestellung  ist  die:  Es  sind  beliebig 
viele  Gleichungen 

(3)    A(i?i,---ifm)  =  o,  /;(^i;"-^m)  =  o,  •••  /iK,---^«)  =  o 

zwischen  m  Variablen  Zu^'-Zm  gegeben.  Welche  Einschrän- 
kungen werden  durch  die  Gleichungen  (3)  auf  die  m-fache 
Mannigfaltigkeit  der  z  ausgeübt?  Insbesondere:  Wieviele  Glei- 
chungen sind  höchstens  nothwendig,  um  die  durch  (3)  defi- 
nirten  Gebilde  rein  darzustellen? 

In  dieser  umfassenden  \ind  weitblickenden  Form  hat  L.  Ero- 
necker*)  das  Eliminationsproblem  behandelt.  Wir  geben  im  Folgenden 
die  Hauptgesichtspunkte  wieder.  Gleich  hier  sei  von  vornherein  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  die  Frage  nach  der  Multiplicität  von  Lö- 
sungen ganz  zurückritt. 

§  434.     Zunächst  führen  wir  wieder  nach  Liouville 

(4)      em^X—iu^Z^-^ f-«<in~l^m-l);      X^U^Z^-] \-UmZ^      (Wm  —  1) 

in  (3)  ein  und  erhalten  dadurch  statt  /i,  /i,  •  •  • 

(5)  g^{x',  ^1, .  • .  ^m-i)  =  0,     g^{x:,  z^,-  Zm-i)  =  0,  •  •  • . 

Die  f  nehmen  wir  als  präparirt  an,  um  Besonderheiten  auszu- 
schalten (§  355).  Es  wird  dadurch  z.  B.  vermieden,  dass  nur  einzelne  Coor- 
dinaten  einer  Wurzel  unendlich  gross  werden.  Ebenso  können  nicht 
zu  einem  System  z^y  z^f'-'Zm—i  unendlich  viele  Werthe  Zm  gehören. 

Den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  giyg^y-"  befreien  wir  von 
etwa  vorhandenen  mehrfachen  Factoren,  benennen  die  zurückbleibende 
Function  i?i(a;;  Jß^i,  •  •  •  Zm^i)  und  bezeichnen  mit  Ga  die  in  R^  nicht 
enthaltenen  Factoren  von  ga-  Dann  entsprechen,  abgesehen  von  der 
Multiplicität  der  Wurzeln,  allen  Lösungen  von  (5)  alle  von 

(6)  .  R^{x',Zi,z^y'"Z„,-.0  =  ^'^ 

(6»)         G^(X]  Z^,'"  Zm-^i)  =  0,       G^{X]  ^1,  •  •  •  Zm^i)  =  0,  •  •  •  ; 

und  umgekehrt  entspricht  jeder  Lösung  von  (6)  oder  von  (6*)  eine 
solche  von  (5).     Es  kann  also  aus  jeder  Lösung  von  (3)  eine  solche 

♦)  Grundzüge  einer  arithm.  Theorie  u.  b.  w.  J.  f.  M.  92  (1882),  p.  1,  §  10.  Vgl. 
auch  die  aaafflhrlichen  Erläuterungen  von  J.  Molk:  Acta  math.  6  (1886),  p.  1. 

Netto,  Algebn.   n.  9 
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von  (6)  oder  (6*)  hergeleitet  werden;  und  umgekehrt  lässt  sich  zu  jeder 
von  (6)  oder  von  (6^)  ein  Zm  so  bestimmen  ^  dass  man  eine  Lösung 
von  (3)  erhält.  Daraus  folgt,  dass  bei  der  Zerlegung  von  B^  in  lineare 
Factoren  nach  x 

jedes  I,  6V"  linear  und  homogen  in  Wi,--Wwi  ist.    Denn  zu  a:  =  |; 

z^y'  "  Zm-i  giebt  es  ein  Zm  =  ^  —  (u^z^  -| 1-  tim-iZm-i),  welches 

mit  z^y ' '  '  Zm—i  zusammen  eine  Wurzel  von  (5)  giebt.  Diese  Wurzeln 
sind  von  u^^  •  -  •  Um—i  unabhängig;  demnach  ist 

I  =  U^Z^  H \-  Um-lZm^i  +  gm- 

Man  hat  deswegen 

JZl  =  (a; U^Z^ Um^lZm  —  l — ?m)(^ ^i^i Uni  —  \Zm  —  l  —  Sm)"- 

und  die  Sm,  Sm ,  •  •  ■  sind  Wurzeln  einer  Gleichung,  deren  Coefficienten 
rational  von  z^y  z^j-  -  -  z,n-i  abhängen.  Die  durch  (6)  erlangten 
Wurzeln  von  (3)  bilden  also  eine  Mannigfaltigkeit  (w  —  1)*®' 
Dimension.  In  ihnen  lassen  sich  z^,  z^r"  ^m-i  beliebig  wählen, 
Zm  ist  dadurch  bestimmt. 

Alle  nicht  hierdurch  gelieferten  Wurzeln  von  (3)  befriedigen 
(6*).  Wir  bilden  mit  unbestimmten  Parametern  v  und  w  zwei  Func- 
tionen 

6^)  t^i G^i  +  ^a 6^2  +  • '  •  +  ^? ^99  w^G^  -\-  w^G^  -{-''-  '\'  WqGg . 
Wenn  ein  System  (S^,  £i,  •  •  •  Sm~i)  beide  für  jede  Wahl  der  v,  «?  zu 
Null  macht,  dann  ist  (6')  befriedigt,  und  umgekehrt  macht  jede  Wurzel 
von  (6*)  die  beiden  Functionen  (6**)  zu  Null.  Wir  eliminiren  aus  beiden 
die  Grösse  Zm—i  nnd  ordnen  die  Eliminante  nach  Potenzproducten  der 
V,  w.    Die  Coefficienten  mögen 

(7)  \{X'^  ^1,  •  •  •  ^m-s)  =  0,     \{x\  ^1,  •  •  •  Zm-2)  =  0, . .  • 

sein,  auf  deren  Anzahl  es  nicht  weiter  ankommt.  Jede  Lösung  von 
(6*)  liefert  hiemach  eine  solche  von  (7);  umgekehrt  kann  zu  jeder 
Wurzel  (6,  gl,  •  •  •  5in— 2)  von  (7)  ein  g^-i  so  gefunden  werden,  dass 
(S;  Sii*Sm-i)  jene  beiden  linearen  Gleichungen  (6^)  in  t;,  w  und 
also  auch  (6*)  befriedigt.  Dieses  im—i  scheint,  da  es  von  (6^)  ab- 
hängt, eine  Function  der  v,  w  zu  sein;  deshalb  wollen  wir  &n-i(v,  w) 
schreiben.     Dann  wären 

die  Coordinaten  einer  Wurzel  von  (6*).  Von  diesen  Wurzeln  kennen 
wir  bereits  die  Form;  sie  haben  die  Coordinaten 
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Daraus  folgt,  dass  £m— s  von  v,  w  unabhängig  ist,  da  es  ja  schon  in  | 
als  Coefficient  von  Um—i  auftritt.  Die  durch  (6)  nicht  gegebenen 
Wurzeln  von  (3)  werden  demnach  von  (7)  geliefert. 

Den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  ä^,  Aj,-**  befreien  wir 
?on  etwa  vorhandenen  mehrfachen  Pactoren,  benennen  die  zurück- 
bleibende Function  B^(x'^  e^^  -  --  0^-^%)  imd  führen  ähnlich  wie  oben  die 
Ha  ein.  Dann  entsprechen,  abgesehen  von  der  Multiplicität  der  Wurzeln, 
allen  Lösungen  von  (7)  alle  von 

(8)  iJ8(x;£ri,  ^a,...^m_2)  =  0; 

(8»)       H^{x'^  ^1,"  ^m-a)  =  0,    H^(x'^  ^ir"  ^m-»)  =  0,  •  •  •  ; 

und   umgekehrt   entspricht  jeder  Lösung   von  (8)  oder  von  (8*)  eine 

solche  von  (7).    Daraus  folgt,  dass  alle  Wurzeln  von  (8)  oder  von  (8*) 

Coordinaten  von  der  Form 

haben.    Nun  schliesst  man  wie  oben,  dass 

sein  wird.  Die  durch  (8)  erlangten  Wurzeln  von  (9)  bilden 
also  eine  Mannigfaltigkeit  (m  —  2)^'  Dimension.  In  ihnen 
sind  ^i,  ^2 ,' ' '  iSfn—i  beliebig;  gm—i  und  Zm  werden  als  Wurzeln 
von  22,  =  0  durch  sie  bestimmt. 

Alle  nicht  durch  (6)  und  (8)  gegebenen  Wurzeln  von  (3)  werden 
durch  (8*)  geliefert.  An  dieses  System  knüpfen  wir  dieselben  Be- 
trachtungen c  wie  oben  an  (6*).  Man  kann  demgemäss  durch  Fort- 
setzung des  Verfahrens  folgenden  Satz  beweisen:  Sämmtliche  ver- 
schiedenen Wurzeln  von 

(3)     fi(^ir"^m)  =  0,    /i(;?i,---^n.)  =  0,.../i(^i,..-^^)  =  0 
werden  durch  eine  der  Gleichungen 

Ra(x]  z^,  z^y  •  "Z„,^a)^0        (a  =  l,2,---w) 

geliefert.  Hierbei  bedeutet  x  den  Ausdruck  Wi^i  +  w^^g  H — • 
+  tiw— li^m-i  +  je^m.  Die  durch  JJ^  =  0  gegebenen  Wurzeln 
bilden  eine  Mannigfaltigkeit  (m  —  «)*•'  Dimension;  es  bleiben 
^ü  ^a;  •  • '^»»-a  beliebig,  Zm—a-^if-  -  -  ^m  werden  durch  sie  alge- 
braischbestimmt. Die  einzelnen  22«  heissen  Theileliminanten; 

das  Product 

JR^  •  2i^  •  •  •  jBbi 

heisst  die  Gesammteliminante  von  (3). 

Wie  man  erkennt,  sind  wir  auch  hier  wieder  auf  völlig  natur- 
gemässem  Wege  zur  Eintheilung  der  Gebilde  ihrer  Stufenzahl  nach 
gekommen  (§  405). 

9^ 


132  Einundvierzigste  Vorlesung  §  436—437. 

§  435«  Nach  diesen  Ergebnissen  sind  wir  im  Stande  zu  erklären, 
was  man  unter  der  Reductibilität  imd  der  Irreductibilität  eines 
Functionen- oder  eines  Oleichungssystems  zu  verstehen  hat.  Ein  System 
von  Functionen  oder  Gleichungen  (3)  nennen  wir  irreductibel 
oder  reductibel,  je  nachdem  seine  Gesammteliminante  es  ist. 

Daraus  folgt  sofort:  Ist  ein  Gleichungssystem  so  beschaffen, 
dass  jede  Function,  die  einen  Wurzelpunkt  mit  ihr  gemein- 
sam hat,  für  alle  seine  Wurzeln  verschwindet,  dann  ist  das 
System  irreductibel.  Denn  wäre  es  reductibel,  dann  könnte  man 
seine  Gesammteliminante  zerlegen,  R  =  S'Ty  und  die  Gleichung  5  =  0 
gäbe  gegen  die  Voraussetzung  nur  einen  Theil  der  Wurzeln. 

Dagegen  gilt  der  Satz  nicht,  dass  wenn  eine  Wurzel  eines  irre- 
ductiblen  Systems  (3)  eine  Function  0(z^y  -  -  -  iZm)  z^m  Verschwinden 
bringt,  dann  O  für  jede  Wurzel  von  (3)  verschwindet,  wie  man  wohl 
zuerst  geneigt  wate,  der  Analogie  gemäss  zu  schliessen  *).  Ein  ein- 
faches Beispiel  zeigt  dies;  das  Gebilde  „die  Eugel^' 

V  +  V  +  ^3*-i  =  o 

ist  sicher  als  irreductibles  System  aufzufassen;  dies  hat  gleichwohl  mit 

^1  +  ^a  +  ^8  —  1  =  0 

Wurzeln  gemeinsam^  aber  nicht  sämmtliche.  Das  wirkliche,  den  Sätzen 
mit  einer  Variablen  analoge  Theorem  würde  sich  etwas  complicirter 
gestalten,  indem  eine  gemeinsame  Wurzel  von  0  =  0  und  von  (3) 
nur  bei  zwei  Theileliminanten  von  gleicher  Dimension  der  Mannigfal- 
tigkeit oder  von  gleicher  Stufenzahl  entscheidend  wird. 

§  436*  Die  Aufgabe,  ein  gegebenes  System  (3)  in  seine  irreduc- 
tiblen  Factoren  zu  zerlegen,  ist  hiemach  einfach  zu  lösen.  Wir  bilden 
die  Gesammteliminante,  oder  auch  das  System  der  Theileliminanten 
und  zerlegen  dieses  oder  jene  in  alle  ihre  irreductiblen  Factoren 

Entwickeln  wir  jetzt  nach  Potenzproducten  der  Unbestimmten  w,  dann 
liefert  das  gleich  Null  gesetzte  System  der  einzelnen  Coefficienten 
ein  Gleichungssystem,  dessen  Inhalt  mit  dem  von  5  =  0  vollkommen 
übereinstimmt.  Diese  Darstellung  gilt  übrigens  auch  von  reductiblen 
Theilern  der  Gesammteliminante,  ja  auch  von  ihr  selbst. 

Die  Anzahl  der  durch  diese  Entwickelung  sich  ergebenden  Coeffi- 
cienten kann  natürlich  sehr  bedeutend  sein.  Es  lässt  sich  aber  nach- 
weisen, dass  (m  -j-  1)  Functionen  stets  ausreichen,  um  eine  vollständige 

*)  Herr  Molk  (1.  c.)  fährt  dieses  Theorem  an  (V,  §  3)  und  versucht  auch 
einen  Beweis  desselben  herzuleiten. 
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Darstellung  eines  jeden  S  zu  liefern.  Das  soll  im  nächsten  Paragraphen 
geschehen. 

Aus  dem  Dargelegten  ist  ersichtlich,  dass  die  Zerlegung  eines 
Systems  in  irreductible  Systeme  nur  auf  eine  Art  Tor  sich  gehen  kann, 
wobei  freilich  nur  die  dargestellten  Mannigfaltigkeiten  eindeutig  fest- 
gelegt werden,  nicht  aber  die  darstellenden  Functionen  der  Systeme, 
weder  ihrer  Form  noch  ihrer  Anzahl  nach. 

Ein  System  ist  ein  Theiler  eines  anderen  Systems,  wenn  die 
Gesammteliminante  des  ersten  ein  Theiler  derjenigen  des  zweiten  wird. 

Ferner  wird  es  klar,  was  imter  theilerfremden  Systemen  zu 
verstehen  sei,  nämlich  Gleichungssysteme,  deren  Gesammteliminanten 
keinen  gemeinsamen  Factor  haben. 

Als  grössten  gemeinsamen  Theiler  zweier  Systeme  haben 
wir  dasjenige  System  zu  definiren,  welches  durch  den  gemeinsamen 
Factor  ihrer  Gesammteliminanten  bestimmt  wird. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  sofort  weiter,  dass  zu  den  beiden 
Systemen 

das  System,  welches  aus  allen  (g  -|-  x)  Elementen  f  und  (p  besteht, 
der  grösste  gemeinsame  Theiler  ist. 

§  487.  Wir  wollen  jetzt  den  angekündigten  Satz  beweisen,  dass 
wenn  irgend  ein  System  (3)  vorgelegt  ist,  sein  Gesammtinhalt  durch 
höchstens  (w  +1)  Gleichungen  vollständig  ausgedrückt  werden  kann. 

Wir  betrachten  irgend  einen  Theiler  der  Gesammteliminante  von 
(3),  der  nicht  noth wendig  irreductibel  zu  sein  braucht.  Durch  sein 
Verschwinden  werde  eine  (m  —  «)- fache  Mannigfaltigkeit  definirt,  die 
aber  auch  mit  Mannigfaltigkeiten  niederer  Dimensionen  gemischt  auf- 
treten kann.    Wir  bezeichnen  diesen  Theiler  der  Gesammteliminante  mit 

Setzen  wir  hierin  der  Reihe  nach  alle  u  mit  Ausnahme  zuerst  von 
M„,__a-fij  dann  von  Um—a-\-2f'-'  endlich  von  Um  gleich  Null,  und  diese 
ttm— a+iy'-Wf»  gleich  1,  so  entsteht  eine  Reihe  von  Gleichungen 

(10)     Öin—a-\-l  (^OT— a-f  1  5    ^1, '  *  *  ^m—a)  =  0,  •  •  •    <ftn(Zfn]   ^1/  *  *  ^m—a)  =  0. 

Es  ist  klar,  dass  (9)  ein  Theiler  von  (10)  ist.  Die  Gesammteliminante 
von  (10)  sei  T{x]  ^i,  •  •  •  ^m);  dann  wird  Sa(o(^]  ^i, •  •  •  ^m-a)  ein  Factor 
von  T 

Da,  wie  gewöhnlich,  mehrfache  Wurzeln  ausgeschaltet  sind,  so  haben 
Sa  und  U  keinen  Theiler  bei  allgemeinen  w^,  112,'- •'^m  gemeinsam. 
Wir  schreiben  jetzt 
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Durch  jeden  gleich  Null  gesetzten  Factor  von  U  wird  eine  Mannigfal- 
tigkeit definirt,  welche  z.  B. 

bestimmt.  Es  sind  die  x  mehrwerthige  algebraische  Functionen,  d.  h. 
Wurzeln  algebraischer  Gleichungen.  Tragen  wir  alle  diese  Werthe  in 
8a  ein  und  multipliciren  wir  die  Resultate,  dann  haben  wir  eine 
Function,  die  in  jp^^i,  ;8f^+2,  •  •  •  symmetrisch,  also  durch  i?i,  •  •  •  ^/j  und 
die  Coefficienten  jener  Oleichungen  darstellbar  ist.  In  diesem  Producte 
kommen  somit  nur  die  Variablen  e^,  -  -  -  e{i]  u^,  -  -  -  Um  vor;  und  bei 
unbestimmten  u  ist  das  Product  von  Null  verschieden,  weil  80=^0  mit 
U=^  0  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat.  Da  das  Product  bei  unbe- 
stimmten Ulf "'  Ihn  nicht  verschwindet,  so  kann  man  auch  besondere 
Werthe  ausfindig  machen,  für  welche  dies  nicht  geschieht.  Ordnet  man 
nämlich  nach  Potenzproducten  der  g^y  -  -  -  jSß,  eo  brauchen  die  u  nur  so 
gewählt  zu  werden,  dass  nicht  alle  Coefficienten  dieser  Potenzproducte 
verschwinden. 

Führt  man  diese  Operationen  bei  allen  Factoren  von  U  durch, 
dann  gelangt  man  zu  besonderen  Gonstanten  u^  »» |)i ,  •  •  •  Um  =  Pm^  für 
welche  keins  der  Producte  der  Sa,  also  auch  kein  Sa  selbst  infolge 
von  U=0  verschwindet. 

Daher  wird  auch  für  diese  Gonstanten  die  Gleichung 

(11)  Sa(pi  ex   +  P%Z%  H h  Pmem\   ^1 ,  •  •  •  üfn^a)  =  0 

mit  ?7=0  keine  Wurzel  mehr  gemeinsam  haben  und  (10)  und  (11) 
liefern  zusammen  {a  -\-  1)  Gleichungen,  welche  den  Inhalt  von  (9)  rein 
und  vollständig  wiedergeben. 

Eine  reine  oder  gemischte  Theileliminante,  durch  welche 
keine  höheren  als  (m  —  a)-fache  Mannigfaltigkeiten  definirt 
werden,  kann  vollständig  und  rein  durch  (a+l)  Gleichungen 
dargestellt  werden.  Insbesondere:  Jedes  beliebige  Gleichungs- 
system  (3)  zwischen  m  Variablen  kann  vollständig  und  rein 
durch  höchstens  (m -{-  1)  Gleichungen  dargestellt  werden. 

Die  Bedeutung  dieses  Satzes  für  die  analytische  Geometrie  liegt 
auf  der  Hand.  Er  zeigt  z.  B.,  dass  Raumcurven  rein  erst  durch  vier 
Gleichungen  zwischen  den  drei  Goordinaten  dargestellt  werden  können, 
oder  dass  eine  beliebige  Anzahl  von  Punkten  in  der  Ebene  erst  als 
Durchschnittssystem  dreier  Curven  rein  geliefert  werden  wird. 

Es  ist  klar,  dass  {a  -\-  1)  Gleichungen  bei  der  Darstellung  zwar 
stets  ausreichen,  aber  nicht  immer  noth wendig  sind,  um  eine  Mannig- 
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faltigkeit  (m  —  a)*®' Ordnung  rein  anzugeben.    Man  kann  ja  eine  solche 
direct  durch  a  Gleichungen  zwischen  den  m  Variablen  z  definiren. 


Zweiundvierzigste  Vorlesung. 

Abhängigkeit  und  Unabhängigkeit  von  Functionen  nnd  von 
Gleichungen.  —  Die  Fnnctionaldetenninante. 

§  438.     Sind  zwei  Functionen  einer  Variablen  is  gegeben 

und  bezeichnet  man  ihre  Werthe  für  ein  willkürliches  z  mit  (p  und  if^y 
so  sind  die  Gleichungen 

gleichzeitig  für  jenes  z  erfüllt^  und  infolge  dessen  ist 


Om (f     «m— 1  «OT— 2    •  •  • 

0        a,„  —  9    Owi-i  •  •  • 

0  bn if      bn-i     "' 


i^Co'g>-+C,'(p^'''t'\ ^0, 


d  h.  es  besteht  eine  Gleichung  zwischen  q)  und  ^,  deren  Goefficienten 
Constanten  sind,  und  die  nicht  für  alle  beliebigen  Werthe  von  q),  ^ 
erfüllt  sein  kann.  Diese  Thatsache,  dass  die  Werte  der  beiden  Func- 
tionen i)^cht  unabhängig  von  einander  gewählt'  werden  können,  sprechen 
wir  so  aus,  dass  wir  sagen,  die  Functionen  seien  nicht  Yon  einander 
unabhängig. 

Sind  q  Functionen  von  m  Variablen 

(1)  /i(^l,  •  •  •  «n),       /i(^l,   •  •  •  -S^m),-  •  •  /i(^l,  •  •  •   ^m) 

gegeben,  dann  heissen  sie  unabhängig  von  einander,  wenn  keine 
Gleichung 

(2)  F{fx,f„--U)-^ 

besteht,  deren  Goefficienten  von  den  Variablen  unabhängig  sind,  und 
die  nicht  identisch  erfüllt  ist,  d.  h.  nicht,  wenn  man  /i,  /i,  •  •  •  /i  als  be- 
liebige variable  Grössen  ansieht.     Es  sind  also  Gleichungen,  wie  etwa 

nicht  geeignet,  eine  Abhängigkeit  zu  begründen. 
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Besieht  zwischen  den  fi,'''fq  eine  solche  Gleichung  (2),  dann 
können  nicht  alle  Werthe  für  /l ,  •  •  •  /i  beliebig  gewählt  werden,  da 
sie  ja  eben  (2)  befriedigen  müssen.  Kann  man  umgekehrt  das  System 
^if  ^i) ' ' '  ^m  so  wählen,  dass  fiy'-fq  jedes  willkürlich  vorgeschrie- 
bene Werthsystem  annehmen  kann,  dann  besteht  natürlich  keine  Glei- 
chung (2)  zwischen  den  Functionalwerthen,  und  die  Functionen  sind 
von  einander  unabhängig.  Von  diesem  an  sich  klaren  Satze  haben 
wir  schon  früher  Gebrauch  gemacht. 

§  439,  Es  möge  zunächst  die  Anzahl  der  Gleichungen  diejenige 
der  Variablen  um  1  übertreflFen,  also  g  =  w  +  1  sein.  Giebt  man  den 
Variablen  ein  beliebiges  Werthsystem,  dann  mögen  die  Werthe  der 
Functionen  durch  die  Symbole  ^i,  ^j,**'  q>q  bezeichnet  werden.  Es 
sind  folglich  die  Gleichungen 

(3)  fa{e^j  Jii,  "J^m)  —  9>a  =  0     («  =  1,  2,  •  •  -  w  +  1) 

mit  einander  verträglich,  und  ihre  Resultante  R  ist  daher  =  0.  Diese 
ist  eine  ganze  Function  der  Coefficienten  aller  f  und  zugleich  der  Werthe 
<Pif  <p%  y  " '  <Pq-  Wir  beweisen,  dass  R  nicht  identisch  verschwinden 
kann,  d.  h.  nicht  dann,  wenn  man  <Pi,'  -  -  g>q  als  unabhängige  Variable 
auffasst. 

Nach  der  Poisson'schen  Bildungsweise  für  Resultanten  ist 

a 

wobei  die  (iSia  y  -  -  •  ^ma)  alle  endlichen  Wurzeln  der  Gleichungen 

f^ifflay  •  •  •  0ma)  —  9>(}  =  0       (p  =  1,  2,  •  •  •  w) 

ZU  durchlaufen  haben.  Aus  dieser  Poisson'schen  Productform  ist 
ersichtlich,  dass  in  R  die  Grösse  97^+1  nicht  verschwinden  kann.  Das 
Gleiche  gilt  für  alle  übrigen  9^.  Unter  Andeutung  dielser  Grössen 
schreiben  wir  für  die  Resultantengleichung 

■R(9>n  9if''  9m-|-l)  ==  0, 

oder,  da  die  9  ja  nur  eingeführt  waren,  um  ohne  Irrthümer  und  Zwei- 
deutigkeiten die  /'i,-*  /in 4-1  darzustellen,  so  erhält  man  jetzt  eine  Glei- 
chimg  von  der  Gestalt  der  Relation  (2),  nämlich 

(4)  Ji(/i, /•„.•• /•.+!)  =  0. 

Ist  die  Anzahl  der  Functionen  um  eins  grösser  als  die  An- 
zahl der  Variablen,  dann  besteht  zwischen  ihnen  eine  Glei- 
chung (2),  welche  aus  der  Resultante  des  Gleichungssystems 
(3)  hergeleitet  werden  kann.  Daraus  folgt:  Uebertrifft  die  An- 
zahl der  Functionen  diejenige  der  Variablen,  dann  bestehen 
mindestens  so  viele  Relationen  (2),  als  die  Differenz  der  beiden 
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Anzahlen  beträgt.  Wir  werden  in  der  nächsten  Vorlesung  mit  der 
Aufstellung  derartiger  Relationen  zu  thun  haben  und  uns  mit  dem 
Problem  beschäftigen^  ein  System  unabhängiger  Relationen  au&ustellen. 
Die  Function  auf  der  linken  Seite  yon  (4)  hat  nur  dann  ein  von 
den  /i,  /i,  •  •  -/In 4-1  freies  Glied^  wenn  das  System 

eine  Wurzel  besitzt ;  bei  allgemeinen  Functionen  findet  das  also  nicht  statt. 

§  440.  Ist  q>  nty  dann  giebt  es  stets  Relationen  (2);  es  ist 
aber  nicht  ausgeschlossen,  dass  derartige  Gleichungen  auch  fdr  q^m 
auftreten,  dass  es  also  auch  dann  eine  Gleichung  F(f^y-"f^=^Q  giebt. 

Wir  wollen  annehmen,  dieser  Umstand  trete  ein;  dabei  können 
wir  voraussetzen,  dass  wir  nur  diejenigen  Functionen  fa  in  Betracht 
ziehen,  welche  wirklich  in  F  eingehen,  indem  wir  die  übrigen  einfach 
von  unserer  Betrachtung  ausschUessen.  Wir  können  femer  die  Vor- 
aussetzung machen,  dass  nicht  schon  unter  weniger  als  q  Functionen 
f\j  f%9'  ' '  fq  ®^^^  Beziehung  dieser  Art  stattfindet,  da  wir  sonst  unsere 
Schlüsse  sofort  an  diese  geringere  Zahl  knüpfen  könnten.  Dann  kann 
man  das  System  mit  willkürlichen  9^,  9$^  -  -  -  99—1 

(5)  A  (^1 ,  ^2 ,  •  ■  •  ^m)  —  9 «  =  0     (a  =  1 , 2 , . . .  g  —  1 ) 
befriedigen.     Denn   wenn    man  anderenfalls  q  —  2  Variable   eliminirt, 
so  ÜEiUen  in  der  Eliminante  alle  Variablen  fort,  weil  sie  für  keine  Wahl 
derselben  verschwinden  dürfte,  und  sie  selbst  liefert  gleich  Null   ge- 
setzt eine  Relation  zwischen  den  fa- 

Bei  (5)  ist  es  möglich,  dass  (9  —  1)  der  m  Variablen  z  bestimmt 
oder  auch  durch  die  übrigen  ausgedrückt  werden;  1»  —  Ö'+l  bleiben 
unbestimmt.    Jene  {q  —  1)  eliminiren  wir  aus  (5)  und 

(5')  /i(^l;  ^2,  •  •  •  ^m)  —  99  =  0, 

wobei  (pq  einen  Werth  bezeichnet,  der  mit  der  Einschränkung  der  e 
durch  (5)  verträglich  ist.  Nun  sind  die  Gleichungen  (5)  und  (5*) 
gleichzeitig  erfüllbar;  ihre  Resultante  nach  {q —  1)  Variablen  Zfn—qj[-%y  •••  ^m 
ist  also  Null.  So  erhalten  wir  iJ  =  0,  wobei  in  B  ausser  den  Coeffi- 
cienten  der  fa  noch  die  Werte  <pa  und  die  unbestimmt  gebliebenen 
Variablen  z^y'-'Zrn—q-\-i  eingehen  können.  Wir  entwickeln  JR  nach 
Potenzproducten  der  9i,-  •  •  ^j;  dabei  entstehe 

(6)  B  =^Äßif4^q4'  . . .  9)f^  =  0. 

Jetzt  sollte  der  Voraussetzung  nach  eine  von  den  Variablen  freie 
Gleichung 
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bestehen.  Setzen  wir  in  ihr  /i  =  qpj,  •  •  • /*j_i  =  9g_>i,  so  bestimmt 
sich  daraus  fq  als  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung;  d.  h.  zu  jedem 
System  qp^,  •  •  •  qpj_i  giebt  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen 
9j,  und  diese  sind  frei  von  j?i,  •  •  •  j^m— 3+1  bestimmt,  was  aus  (5*)  noch 
nicht  hervorging.  Dies  wirft  ein  neues  Licht  auf  (6).  Kommt  in  den 
Aß  in  (6)  eine  der  Variablen  z^y-'-Zm—q^i  wirklich  vor,  dann  kann 
man  nach  der  bei  (5)  gemachten  Bemerkung  für  unendlich  viele  Werthe 
derselben  festgegebene  Werthe  von  fp^,-  -  -  ^>q—i  erhalten  und  dann 
durch  (6*)  die  möglichen  Werthe  von  9^  bestimmen.  Für  die  festen 
9^,  •••  9)5—1  und  für  ein  unter  einer  endlichen  Anzahl  von  Werthen 
vorkommendes  q>q  müsste  (6)  bei  unendlich  vielen  Werthen  der 
wirklich  in  den  A^  vorkommenden  Variablen  befriedigt  werden.  Es 
giebt  daher  auch  unendlich  viele  Werthe  dieser  Variablen,  für  die 
(6)  bei  festem  9>i;  9>a,  •  •  •  ^q—i  und  festem  (pq  gilt.  Folglich  müss- 
ten  alle  Goefficienten  A^  identisch  verschwinden,  und  da  dies  aus- 
geschlossen ist,  so  kann  keine  der  Variablen  ^1,  •  •  ■  ifm—j-fi  in  die 
Coefficienten  Aß  eingehen.  Die  übrigen  Variablen  aber  waren  elimi- 
nirt;  folglich  ist  JR  in  seinen  Coefficienten  ganz  von  den  Variablen  frei, 
und  J?  =  0  eine  Relation  wie  sie  gesucht  wurde.  So  haben  wir  ein 
Mittel  erlangt,  ein  Functionensystem  darauf  hin  zu  prüfen,  ob  eine 
Abhängigkeit  zwischen  seinen  Elementen  besteht,  und  wenn  dies  der 
Fall  ist,  solche  Relationen  (2)  auch  wirklich  aufzustellen.  Um  zu 
untersuchen,  ob  die  q  Functionen  fu-'-fq  von  m  (>q)  Vari- 
ablen jgr^,  ^2)  '  '  '  ^m  ein  unabhängiges  oder  ein  abhängiges 
System  bilden,  bestimme  man  auf  alle  Arten  die  Eliminante 
in  Beziehung  auf  die  Elimination  von  (j — 1)  Variablen 
zwischen  den  Gleichungen 

A  (^1 ,  •  •  •  ^m)  —  9>a  =  0  (a  =  1 ,  2, . . .  g) , 

wobei  die  (pa  lediglich  Bezeichnungen  für  die  fa  sind.  Ist  eine 
dieser  Eliminanten  auch  von  den  übrigen  Variablen  unab- 
hängig, dann  und  nur  dann  bilden  die  f  ein  abhängiges  Sy- 
stem, und  diese  Eliminante  liefert  direct  die  zwischen  den 
f  bestehende  Relation. 

§  441.  Jacobi  hat  in  seiner  Abhandlung  „de  determinantibus 
functionalibus"  (Werke  III,  p.  393)  die  Frage  nach  der  Abhängigkeit 
von  Functionen  oder  von  Gleichungen  untereinander  von  anderen  Ge- 
sichtspunkten her  behandelt.  Er  setzt  dabei  nicht  voraus,  dass  es  sich 
gerade  um  ganze  Functionen  oder  um  algebraische  Gleichungen  han- 
delt; als  Haupttheorem  stellt  er  das  folgende  auf,  durch  welches  die 
Abhängigkeit  oder  Unabhängigkeit  von  m  Functionen  ebensovieler 
Variablen  erkannt  wird. 
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Sind  m  FunctioDen  /lr(^i;  ^g?  •  *  *  ^»0  ^^  a  =  1 ,  2,  •  •  •  w  vorgelegt, 
so  lieisst  die  Determinante 


J= 


a(^.^.,-^^        (x,A  =  l,2,...m) 


die  Functionaldeterminante  des  Systems.  Englische  Mathematiker 
bezeichnen  sie  als  ^^Jacobian'^  Wir  sind  dieser  Determinante  schon  im 
§  399  begegnet.  Ihr  Verschwinden  für  eine  Wurzel  (0^^ ,  •  •  •  ^mi)  der 
fa  =  0  war  charakteristisch  dafür,  dass  die  Wurzel  eine  mehrfache 
Wurzel  des  Systems  ist.  Jacobi  beweist  von  ihr:  Das  identische 
Verschwinden  der  Functionaldeterminante  ist  charakteris- 
tisch für  den  Umstand,  dass  die  Functionen  nicht  von  ein- 
ander unabhängig  sind.  Den  analytisch  gehaltenen  Beweis  Jacobi's 
wollen  wir  hier  nicht  angeben;  es  sei  auf  die  Originalabhandlung  oder 
auf  eine  der  Darstellungen  in  Lehrbüchern  der  Determinantentheorie 
oder  der  Analysis  verwiesen. 

Verbinden  wir  das  Jacobi 'sehe  Resultat  mit  dem  von  uns  im 
vorigen  Paragraphen  hergeleiteten,  so  folgt  eine  merkwürdige  Beziehung 
zwischen  dem  Aufbau  der  Eliminante  und  dem  der  Functionaldeterminante. 

Lassen  wir  zunächst  in  den  Functionen  fa  die  Coefficienten  unbe- 
stimmt, eliminiren  ^2;  ^s? '  ' '  ^m  aus  den  Gleichungen 

/*a(^l,  ^2, 0m)  —  (Pa  =  O  («  =  1,  2,  •  •  •  w)  , 

behalten  0^  zurück,  ordnen  die  Eliminante  nach  z^  und  setzen 

-R(^i;    9l;  •  •  •  9m)  =2r^{<Pir  •  •  9>m)  •  ^1  ', 

X 

schreiben  wir  dann  andrerseits  die  Functionaldeterminante 

80  wird  für  jede  Wahl  der  Coefficienten  in  /i,  /i,  •  •  •,  durch  welche 
alle  Qaß-'  zu  Null  werden,  «7  identisch  verschwinden;  folglich  bilden 
die  fa  ein  abhängiges  System,  und  nach  §  440  wird  eine  der  Elimi- 
nanten,  etwa  die  obige  von  0^  frei;  d.  h.  die  r^  (x  >  1)  verschwinden. 
Dass  wir  hier  gerade  das  obige  12  nehmen,  ist  natürlich  bei  der 
Allgemeinheit  der  Coefficienten  keine  Beschränkung.  —  Das  Um- 
gekehrte findet  ebenso  statt;  denn  verschwinden  alle  diese  Coefficienten 
in  22,  dann  sind  die  Functionen  nicht  unabhängig  von  einander,  und  in- 
folge dessen  sind  alle  Qa{i=0.    Wir  haben  also  den  Satz:  Ordnet  man 

x,a,-.. 


140  Zweiundvierzigste  VorlcBung  §  441 — 448. 

dann  sind  Potenzen  der  Qa{i--  homogen  und  linear  durch  die 
txXfi"  (x>0)  darstellbar  und  umgekehrt  Potenzen  der  t^x... 
durch  die  pa/*     . 

Wir  woUen  zwei   einfache  Beispiele  hierzu   geben.     Es  sei  zuerst 

fi  —  9i  =  ^1^  +  2ais^z^  +  hz^  +  2c0^  +  2dz^  —  ^^ , 

U  —  92  =  ^1  —  «^2  —  92  7 

dann  wird 

J2=(a«+2aa+fe)xf2^+2((a+a)9)2+ca  +  d)jer2+(ys,*— 2cg>a— gji), 

— -J=  {a-\-a)z^  +  {aa  +  l)z^  +  {aC'{-d). 

Hier  ist  die  Richtigkeit  des  Theorems  sofort  ersichtlich;  da  man  hat 

«^  4"  2aa  +  ft  =  a{a  +  a)  +  (aa  +  *^) 
und  I 

aa  +  ^  =  (^^  +  2aa  +  fc)  —  a(a  +  a) .  ! 

Als  zweites  Beispiel  wählen  wir  ; 

A  —  9i  =  ^1*  —  2az^z^  +  hz^^  —  q>i, 

f%  —  V%  =  ^1  —  2a^i^2  +  /3V  —  92? 
das  giebt  fär  i2  den  Ausdruck 

\iß  -  6)  +  (a  -  o)(afc  _  ßa)W 
+  2i,p,{ß  _  6  +  oa  -  a«)  +  9, (6  -  ^  +  aa  -  a«)]V  +  (Vi  -  9>)' 

und  für  —J  den  Ausdruck 

(a  —  a)^i«  +  (&  —  ß)z^z^  +  (a/J  -  6a)i?a'  • 
Auch  hier  erkennt  man  sofort  die  Gültigkeit  des  Satzes. 

§  442.  Wir  wollen  jetzt  noch  einige,  die  Functionaldeterminan- 
ten  betreffende  Sätze  ableiten.  Sind  (m  +  1)  Gleichungen  /*„  =  0  in 
m  Unbekannten  z^y  -  -  -  Zm  gegeben,  so  können  wir  sie  durch  die  Ein- 
führung einer  neuen  Variablen  Zm-^-i  unter  Beibehaltung  der  Dimen- 
sionen Ha  homogen  machen.     So  entsteht  das  System 

(7)  9a(^l,  ^2y  "  '  ^m,     Zm-\-l)-^0  («  =  1,  2,  •  •  •  m  +  1). 

Da  nun  nach  dem  Eul  er 'sehen  Satze  über  homogene  Functionen 

(a  =  l,2,...m  +  l), 

so  wird  jedes  System  g^,  Sg,  •  •  •  5m+i,  welches  alle  flr«  zu  Null  macht, 
die  in  jg?i,  ;8?2,  •  •  •  Zm-^i  linearen  Gleichungen  (8)  befriedigen,  wenn  die 
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rechten  Seiten  =0  gesetzt  werden.  Ist  nun  (?i,  62 , •  •  •  5m-f  1)  4"  (^>  ^? ' ' *  ^X 
dann  muss  durch  die  t  ^^  Determinante  der  linken  Seiten 

werden,  d.  h.  die  Functionaldeterminante  homogener  Glei- 
chungen mit  ebensovielen  Unbekannten  verschwindet  für  jede 
von  (0,  0,---0)  verschiedene  Wurzel  des  Oleichungssystems. 

§  443.  Die  Form  von  J  lehrt  noch  eine  weitere  Eigenschaft 
der  Functionaldeterminante.  Wir  addiren  zu  der  mit  z^  multipli- 
cirten  ersten  Spalte  von  J  die  zweite  mit  0^  multiplicirte  u.  s.  w.  bis 
zu  der  (m+  l)**'*  mit  0m'{-i  multiplicirten  und  wenden  den  Euler'schen 
Satz  über  homogene  Functionen  an.  Dabei  zeigt  es  sich:  Das  Pro- 
duct  aus  der  Functionaldeterminante  in  eine  beliebige  der 
Variablen  ist  bei  homogenen  Functionen  congruent  Null  nach 
dem  aus  den  Functionen  gebildeten  Modulsysteme. 

Die  Darstellung  der  Functionaldeterminante  homogener  Functionen 
kann  noch  von  einer  anderen  Seite  her  in  Angriff  genommen  werden. 
Ist  das  System  (7)  vorgelegt,  und  sind  w^,  ^2?  * ' '  ^^®  gewöhnlich  die 
Dimensionen  der  Gleichungen,  dann  ist  J  von  der  Dimension  (n^  +  Wg 
+  •  •  ■  +  Wro-f  1  —  w  —  1).  Nach  §  420  können  wir  nun  Functionen 
^19  Piy'''Pm-\-i  80  bestimmen,  dass 

(9)  J—  Pi'9i  —  P^'ffi Pfn-\-l9m+l 

in  z^  höchstens  bis  zur  Dimension  (n^  —  1),  in  z^  höchstens  bis  zur 
Dimension  (n^  —  l);***  aufsteigt.  Dabei  sind  freilich  die  Functionen 
P  nicht  sofort  als  homogen  durch  den  angeführten  Satz  zu  erkennen. 
Behalt  man  jedoch  aus  etwaigen  allgemeineren  P  je  nur  die  Glieder 
höchster  Dimension  bei,  so  wird  der  Ausdruck  (9)  eine  homogene 
Function  der  gleichen  Eigenschaft.    Es  giebt  aber  nur  das  eine  Potenz- 

product  jer7*~"^jefS*~*  •  •  •  Zm-i^i^  ,  welches  den  Gradbedingungen  genfigt. 
Folglich  ist  (9)  gleich  diesem  Potenzproducte,  multiplicirt  mit  einer 
Constanten. 

Gesetzt,  die  Gleichungen  (7)  hätten  eine  von  (0,  0,  •  •  •  0)  ver- 
schiedene Wurzel  (gl,  Ssj  •  •  •);  ^^^^  ^^^  ^^  ^^  J=  0  und  g^  ^  0, 
Pj  =  0,  •  •  •  gm-^i  =  0,  also  auch  jene  Gonstante  =s  0.  Eine  solche 
Wurzel  besteht  nur,  wenn  die  Resultante  der  Gleichungen  ver- 
schwindet. Denmach  ist  die  Constante  durch  die  Resultante  R  der 
Gleichungen  theilbar,  und  es  wird 


«i— 1  ^*w-fl 


— 1. 


(10)      J=  Pj^^  +  . . .  4.  F„+,g„+t  +  c,B •  (*?•-'  •  •  •  eX^Ti      )• 
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Die  letzten -Schlüsse  werden  hinfällig,  wenn  eine  der  Goordinaten  ^ 
gleich  Null  ist;  aber  gerade  dann  ist  die  letzte  Oleichung  selbstver- 
ständlich. So  sind  wir  zu  dem  Satze  gelangt:  Stets  dann  und  nur 
dann,  wenn  i2  =  0  ist,  kann 

gesetzt  werden.  Es  ist  also  die  Darstellungsmoglichkeit  (11) 
charakteristisch  dafür,  dass  die  homogenen  Gleichungen  (7) 
eine  von  (0,0, •••0)  verschiedene  Wurzel   besitzen. 

Wir  wollen  diesen  Satz  durch  zwei  Beispiele  erläutern.     Ist 

so  wird 

-^J=^  (aß  —  ba)0i  +  (6/3  —  ca)z^ 

=  ^[(ai3  -  ba)g,  -  (aß'  -  2&«iJ  +  ca^)0,l 

und  hier  ist  der  Goefficient  von  0^  gleich  der  Resultante  der  Func- 
tionen 

f,  =  at^  +  2bt  +  c,    f^  =  at  +  ß. 

Ist  zweitens 
ffi  =  «V  +  26^1^2  +  cV,    g^  =  a^i^  +  2ßz^z^  +  yg^\ 
so  wird 

A  J=  2(aß—ba)zi^  +  2{ay  —  ca)z,z^  +  2(by—  cß)z^^. 

Setzt  man  dies  =  pg^  -\-  qg^ ,  wobei  p  und  q  Gonstanten  bedeuten, 
dann  wird  durch  Auflösung  der  Bedingungsgleichungen 

ozi  ay  —  ca  ^^    .        ay  —  ca 

^  ^  ap — öa'      ^  '        aß  —  ba^ 

aber  auch 

p=2ß  —  4a  — ^,     q  =  —  26  —  Aa-- ^• 

^  ^  ay  —  ca'      ^  ay  —  Ca 

Diese  beiden  Werthepaare  stimmen  hierbei  nur  dann  überein,  wenn 

(ay  —  caf  —  4(a/3  —  6a)(6y  —cß)  =  0 

ist,  wie  dies  nach  dem  ausgesprochenen  Satze  sein  muss,  da  der  Aus- 
druck auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  die  Resultante  aus 

a^2  4-  26^  -f  c  =  0,     at^  +  2ßt  +  y^0 
ist. 

§  444.    Jacobi  hat  (1.  c.  §  3)  ein  System  von  q  Gleichungen  mit 

m  Variablen    als    ein   solches   von    untereinander    unabhängigen 

Gleichungen  definirt,  wenn  keine  derselben  identisch  erfüllt  ist  oder 

mit  Hülfe   der   übrigen   zu  einer  identisch  erfüllten   gemacht  werden 

kann.     Um  ein  System  auf  seine  Unabhängigkeit  hin  zu  prüfen,  wird 
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ans  einer  ersten  Gleichung  fi  =  0  eine  Unbekannte  z^  bestimmt; 
der  erhaltene  Werth  in  die  anderen  eingetragen  und  nachgesehen,  ob 
dabei  eine  identisch  erfüllte  Oleichimg  entsteht.  Ist  dies  nicht  der 
FaU,  so  wird  aus  einer  der  neuen  Gleichungen  0^  bestimmt;  der  erhal- 
tene Werth  wird  in  die  anderen  eingetragen  u.  s.  f.  Kommt  man  bei 
der  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  auf  keine  identisch  erfüllte  Glei- 
chung, dann  heisst  das  System  unabhängig.  Hierbei  sieht  man  zugleich, 
dass  in  diesem  Falle  ebensoyiele  Unbekannte  bestimmt  werden  können, 
als  Gleichungen  vorhanden  sind,  während  im  Falle  der  Abhängigkeit 
das  nicht  eintritt.  Deshalb  gestaltet  Jacobi  seine  Definition  auch  noch 
folgendermassen  um:  Die  Gleichungen  /'j  =  0,  /i  =  0,  •  •  •  /^  =0 
heissen  unabhängig  oder  abhängig  von  einander,  jenachdem 
es  möglich  oder  unmöglich  ist,  aus  ihnen  q  Unbekannte  zu 
bestimmen.  Da  es  nun  nicht  angeht,  mehr  als  q  Unbekannte  aus 
den  q  Gleichungen  zu  bestimmen,  so  folgt,  dass  die  Anzahl  unab- 
hängiger Gleichungen  nicht  grösser  sein  kann  als  die  Anzahl  der  ein- 
gehenden Unbekannten.  — 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Jacobi 'sehen  Definitionen  strenger 
gefasst  werden  müssen.    Will  man  sie  z.  B.  auf  die  beiden  Gleichungen 

^1.(^1  +  ^2  —  3)  =  0,    01  (^1  —  ^2  —  1)  =  0 

anwenden,  dann  giebt  der  aus  der  ersten  entnommene  Werth  g^  =  0  für 
die  zweite  Gleichung  eine  identisch  erfüllte;  dagegen  0^=^3  —  0^  nicht. 
Nach  der  ersten  Definition  könnten  die  Gleichungen  wohl  abhängig 
genannt  werden,  nach  der  zweiten  wohl  nicht. 

Es  scheint  naturgemässer,  zu  definiren:  fq  =  0  ist  von  fj^=:0,'-- 
f^_i^=0  dann  und  nur  dann  abhängig,  wenn  jede  Wurzel  des 
Systems  /j^  =  0,  •  •  •  fq—i  =  0  auch  die  Gleichung  /i  =  0  (abge- 
sehen von  der  Multiplicität)  befriedigt.  Oder  auch:  fq  =0  ist 
von  /*!  =  0,  •  •  • /*2— 1  =  0  abhängig,  wenn  die  Gesammtelimi- 
nante  der  letzten  {q — 1)  Gleichungen  mit  der  aller  q  Glei- 
chungen identisch  isi 

§  446.  Zum  Schlüsse  dieser  Vorlesung  wollen  wir  noch  ein  mit 
den  soeben  behandelten  Fragen  verwandtes  Problem  untersuchen: 
Welche  Gleichungen  von  der  Form 

(12)      ftieij'  •  •0m)Pl(^l,  '"S!m)-\ h  fqißi,  •  •  •0m)Pj(^l, '  *  "  ^m)  =  0 

können  zwischen  allgemeinen  Functionen  f^y  ^;  *  *  '  fq  be- 
stehen?    Vgl.  §  413  u.  §  416. 

Zunächst  sei  g  =  2.     Dann  folgt  aus 
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dass  die  allgemeine  Function  f^  das  Product  f^P^  und  daher  auch  P^ 
theilen  muss.  Setzt  man  nun  Pj  =  —  fi'  Qj  ^^^  folgt  P^  =/*2 •  Q,  so 
dass  nur  identische  Gleichungen  von  der  Form 

möglich   sind.     Das   Gleiche  gilt   auch   bei  besonderen  Functionen  f^ 
und  f^^  sobald  nur  beide  keinen  Factor  gemeinsam  besitzen. 
Es  sei  femer  g  =  3,  so  dass 

zu  erfüllen  ist.  Aus  den  drei  f  eliminiren  wir  0^^  0^  und  erhalten  als 
Eliminante  ll{0^,  ^u  '  ' ' '  ^m)-  Aus  der  Annahme,  dass  die  f  allgemeine 
Functionen  sind,  folg^;  <1ass  R  nicht  identisch  verschwindet.  Unsere 
folgenden  Schlüsse  gelten  auch  für  jeden  besonderen  Fall,  in  welchem 
R  nicht  identisch  Null  ist,  also  für  willkürliche  Wahl  von  0^,04^,  "-0m 
nicht  unendlich  viele  Wurzeln  für  fi=0 ,  /^=0,/j=0  vorhanden  sind. 
Für  jedes  System  ^1,  ^2>--j  welches  die  beiden  Gleichungen 
/*!  =  0,  /i  =  0  erfüllt,  dagegen  /i  =4*  ^  macht,  muss  Pj  =  0  werden; 
für  jedes  System  ^1;  ^2,  •  •  *,  welches  die  drei  Gleichungen  ^^  =  0, 
fj  =  0,  /i  =  0  erfüllt,  muss  JR  =  0  werden.  Folglich  verschwindet 
P^'B  für  alle  Systeme  0^,  fs^y-'-y  welche  /'j  =  0,  /i  =  0  machen, 
gleichgültig,  wie  sich  f^  ihnen  gegenüber  verhält.  Man  hat  also  nach 
§  428,  da  bei  allgemeinen  Gleichungen  nur  einfache  Wurzeln  vor- 
kommen, 

und  deswegen  nach  §  431  auch  schon 
Daraus  folgt  dann 

fx  (Pi  +  Q,  ft)  +  f,  (A  -  «1  /i)  =  0, 

und  also  nach  dem  Resultate  für  g  ===:  2 

Die  geforderte  Relation  nimmt  somit  die  Gestalt  an 

fxiMz  -  Mt)  +  fiiMi  -  fx  Q,)  +  fsifx  Q,  -  /i  <?i)  =  0, 

d.  h.  es  ist  eine  identisch  verschwindende  Gleichung. 

Setzt  man  diese  Betrachtungen   fort,  so  gelangt  man  zu  dem  all- 
gemeinen Resultate:  Die  Gleichung  (12)  kann  nur  für  Functionen 

stattfinden,  wobei  die  Q  die  Bedingungen 

ZU  erfüllen  haben,  sonst  aber  beliebig  gewählt  werden  dürfen. 
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§  446.  In  ähnlicher  Art  behandeln  wir  die  Frage:  Welche  Glei- 
chungen von  der  Form 

(13)       h  U  •  -Pm  +  hh  •  Pm  +  •  •  •  +  /i-i/i  •  A-1,,  =  0 

können  zwischen  allgemeinen  Functionen  fy^  f%y  '  '  '  fq  ^^'' 
stehen?     Zunächst  sei  Q' =  3;  dann  folgt  aus 

/i(APi.s  +  A^m)  +  /i  (/•»P«.s)  =  0 

nach  dem  vorigen  Paragraphen^  dass  P2,s  durch  f^  theilbar  ist  und 
ebenso  weiter,  so  dass  wir  setzen  können 

sobald  die  f  allgemeine  Functionen  sind,  ja  auch  schon,  wenn  sie  keinen 
Factor  gemeinsam  haben.  Setzt  man  diese  Kesultate  ein,  so  folgt  als 
Bedingungsgleichung 

Q'+Q"+Q"'=o. 

Bei  q  ==  4  ordnen  wir  die  Gleichung  folgendermassen: 

(13*)    /■,[/;PM  +  /-sP,,»  +  A-Pl,4]+/i[/iP»,»  +  A-PM]  +  /"3/i-P3,4=  0. 

Genau  derselbe  Schluss  wie  im  vorigen  Paragraphen  zeigt  uns,  dass 
bei  der  Elimination  von  z^  und  z^  zwischen  /^j,  f^  und  f^f^^  das  Product 
^3,4  •  -BC/iy/i  7/3/4)  ^^id  dann  auch  P8,4  durch  f^  und  f^  homogen  und 
linear  darstellbar  ist;  das  Entsprechende  gilt  von  allen  P«^.    Daher  ist 

Pl,A  =  Öl,  4,2/2  +   öl,  4,3/3;        P2,4  =   Ö2,4,l/l  +   02,4,3/3; 

Ps,4=  Ö8,4,l/i  +  03,4,2/2. 

Tragen  wir  dies  in  die  Gleichung  (IS**)  ein,  dann  ist  die  Frage  auf 
^  =  3  reducirt,  und  wir  erkennen,  dass 

Paß  =  Qaßyfr   +  Qaßdfö  ; 
Qaßy   +  Qßya   +  Qyaß  =   0;  Qaßy   =  Qßay 

ZU  setzen  ist,  wobei  ausser  den  angegebenen  beiden  Beschränkungen 
für  die  Q  keine  anderen  bestehen. 

Dieselbe  Methode  führt  auf  das  allgemeine  Resultat:  Sind  f^- 
f^,"'fq  allgemeine  Functionen,  dann  kann  (13)  nur  statt, 
finden,  wenn  jedes 

Paß  =  Qaßyfr  +  Qaßdfd  +  "  '  '  +  Qaßqfq 

ist,  wobei  die  Q  bis  auf  die  Beschränkungen 

QaßY  +   Qliy«  +  Qr^ß  =  ^  ?       Qaßy  =  Qß<^Y 

ganz  willkürlich  gewählt  werden  können. 

Man  erkennt  leicht,  dass  den  Problemen  dieses  und  des  vorigen 
Paragraphen  ähnliche  in  derselben  Richtung  zur  Seite  stehen,  und  man 
sieht  auch,  wie  die  Lösung  sich  gestalten  wird. 


lYetto,  Algebra,   ü.  10 
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Dreiundvierzigste  Vorlesung. 
Die  Cayley'sche  nnd  die  Sylvester'sche  Eliminationsmethode. 

§  447.  In  §  139  (Bd.  I)  haben  wir  die  Resultante  zweier  Glei- 
chungen f{fs)  =  0  vom  m^^  und  g{ig)  =  Q  vom  n^^  Grade  in  der  Form 
einer  Determinante  dargestellt^  indem  wir  die  (w  +  n  —  1)  Potenzen 
Sy  z^  y'  ' '  jer"+"— 1  aus  den  (m  +  n)  Gleichungen 

eliminirten. 

Sind  mehrere  Gleichungen  mii>  mehreren  Unbekannten  gegeben, 
dann  liegen  die  Verhältnisse  insofern  complicirter,  als  bei  ähnlichem 
Vorgehen  die  Anzahl  der  zu  eliminirenden  Potenzproducte  nicht  mit 
der  Anzahl  der  Gleichungen  übereinstimmt.  Bei  hinreichend  hoher 
Dimension  der  Potenzproducte  wird  die  Anzahl  der  Gleichungen  die 
grössere.  Cayley  hat  diese  Verhältnisse  genauer  studirt*).  Wir 
müssen  uns  damit  begnügen^  seine  Untersuchungen  kurz  zu  erwähnen, 
da  seine  Schlüsse  nicht  immer  bindend  und  seine  Hülfssätze  zum  Theil 
unrichtig  sind.  Ob  seine  Resultate  dadurch  beeinflusst  werden,  mag 
dahingestellt  bleiben. 

Wir  gehen  von  (m  +  1)  Gleichungen  mit  m  Unbekannten  aus 

(1)  fa{^u  z^,-^-Zn)  =  0         (a  =  l,2,...m  +  l); 

dabei  habe  fa  die  Dimension  n».  Die  GoefGcienten  der  Function  fa 
sollen  generell  mit  Ca  und  diejenigen  eines  unterschiedlos  gewählten  f 
mit  c  bezeichnet  werden.  Die  f  sollen  allgemeine  vollständige  Func- 
tionen sein.     Nun  multipliciren  wir  jedes  fa  mit  jedem  Gliede 

so  weit,  bis  die  Multiplication  von  fa  mit  den  Potenzproducten  zu 
allen  Ausdrücken  der  Dimension  n  geführt  hat,  wobei  n  eine  noch  zu 
bestimmende  Zahl  bedeutet.     Wir  bekommen  dadurch  nach   §  334 

^N(n  ~  Hay  m)  =  271 

Gleichungen,  die  wir  durch  w^  =  0,  m^  =  0,  Ug  =  0,  •  •  •  bezeichnen 
wollen.  Die  Functionen  u  steigen  nur  bis  ztir  Dimension  n  hinauf; 
es  kommen  demnach  nur  -ZV(n,  m)  =  N  verschiedene  Potenzproducte 
der  m  Unbekannten  vor. 


*)  On  the  tbeory  of  involntion  in  Geometry.     Cambr.  a.  Dubl.  matb.  J.   2 
(1847),  p.  52;  On  the  tbeory  of  Elimination;  ibid.  3  (1848),  p.  116. 
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Es  handelt  sich  nun  zunächst  um  die  Beantwortung  der  Frage, 
ob  man  n  so  gross  wählen  kann^  dass  die  Anzahl  der  Gleichungen 
gleich  oder  grösser  wird  als  die  Anzahl  der  Potenzproducte  der  Un- 
bekannten. Abgesehen  von  dem,  beiden  Zahlen  gemeinsamen  Nenner 
m\  liefert  die  Entwicklung  unserer  Ausdrücke  nach  fallenden  Potenzen 
Yon  n   die  Anfangsglieder 

(w  +  1)  n*" und    w*"  +  ' "  '  • 

Daraus  folgt  sofort  die  Möglichkeit  der  Bestimmung.  Für  die  genauere 
Feststellung  des  n  haben  wir  bereits  in  §  335  die  nothwendigen  Vor- 
untersuchungen gemacht.     Setzen  wir 

(2)  n  =  ni-{-  fi^-i f-  n^+i  —  w, 

dann  ist  die  Voraussetzung  der  dort  gegebenen  Formel  (14)  erfüllt, 
und  wir  haben 

Es  reicht  also  aus,  n  gemäss  (2)  zu  wählen,  um  ein  System 
von  Gleichungen  zu  erhalten,  deren  Anzahl  diejenige  der  in 
ihnen  auftretenden  verschiedenen  Potenzproducte  der  m  Un- 
bekannten ^i,  is^y  •  '  '  ^m  übertr  ifft. 

§  448.  Nehmen  wir  jetzt  aus  den  2J^  so  erhaltenen  Gleichungen 
irgend  welche  N  Gleichungen  heraus  und  bilden  die  Determinante  ^ 
der  Coefficienten  aller  Potenzproducte  inclusive  0iZ^"'Zmy  dann  muss 
z/  verschwinden,  sobald  {z^^  ^i,'  '  *  ^m)  so  gewählt  werden  kann,  dass 
die  (w+  1)  Gleichungen  (1)  und  mit  ihnen  die  U^  Gleichungen  ^^  =  0, 
tig  =  0 ,  •  •  •  befriedigt  sind. 

Verfährt  man  mit  z/  genau  so,  wie  es  in  §  149,  Bd.  I  mit  der  für 
zwei  Gleichungen  einer  Unbekannten  ähnlich  gebildeten  Determinante 
geschehen  ist,  indem  wir  jede  Spalte  mit  demjenigen  Potenzproducte  der 
Unbekannten  multipliciren,  zu  dessen  Coefficienten  gerade  die  Elemente 
dieser  Spalte  gehörten,  und  diese  Producte  dann  sämmtlich  zu  den  Ele- 
menten derjenigen  Spalte  addireu,  die  dem  Potenzproducte  z^^ z^---  zl»  =  1 
zuzuordnen  ist,  dann  entsteht,  genau  wie  dort, 

(3)  ^  =  /i-Mi+/iilf2  +  .-.+A+i-Mm+i, 

wobei  Ma  höchstens  bis  zur  Dimension  (n  —  w«)  aufsteigen  kann. 

Wir  müssen  nun  die  beiden  Möglichkeiten  in  Betracht  ziehen, 
dass  entweder  ^  r^  0  ist,  oder  dass  ^  nicht  identisch  verschwindet. 

Im  zweiten  Falle  erkennen  wir  aus  dem  Umstände,  dass  ^  für 
jedes  Coefficientensystem  der  c  verschwindet,  welches  die  Resultante  R 
von  (1)  befriedigt.,  nach  §  346,  IX  und  §  390  die  Richtigkeit  des 
Satzes:  Die  Determinante  z/  ist,  falls  sie  nicht  identisch  ver- 
schwindet, ein  Multiplum  der  Resultanteü  der  Gleichungen  (1). 

10* 
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Es  handelt  sich  nun  um  die  Frage,  wann  /i  in  (3)  identisch  ver- 
schwinden kann.  Nach  den  Erörterungen  am  Schlüsse  der  letzten  Vor- 
lesung ist  dies  nur  dann  möglich,  wenn  jedes  Ma  linear  und  homogen 
in  /"i,  ^2 ,  •  •  •  /"a-i,  fa-\-\ ,  •  •  •  fm-\-\  gewählt  wird.  Man  erhält  demgemäss 
sämmtliche  Gleichungen 

(4)  0  -;  /i  JkTi  +  /•,  JJf,  +  . . .  +  /•„+,  Jlf„+i , 

wenn  wir  alle  möglichen 

(5)  fa{Qaßffl)-ft>{Qa!,fa)^0  («,  ^  =  1,  2,  •  •  •  ♦»  +  1;  «  4= /J) 

bilden,  worin  Qafi  nur  bis  zur  Dimension  (n  —  Ua  —  n^)  aufsteigen 
darf,  weil  Ma  die  Dimension  (n  —  na)  nicht  überschreitet,  und  wenn 
wir  dann  alle  (ö)  linear  combiniren.  Man  erhält  daher  so  viele  Rela- 
tionen (5),  als  in  allen  Qaß  Potenzproducte  vorkommen;  d.  h.  es  giebt 

^N(n  —  na  —  nß,  m)  =  H^ 

Relationen  (5),  aus  denen  sich  alle  Gleichungen  (4)  linear  zusammen- 
setzen lassen. 

§  449.  Im  Falle  m  =  2,  d.  h.  bei  drei  Gleichungen  zwischen  e^ 
und  g^  folgt  auch  leicht  weiter,  dass  die  Relationen  (5)  sämmtlich 
untereinander  unabhängig  sind.     Denn   nach  §  446  können  Relationen 

zwischen  den  Qaß'faf{i,  Qay'fafy,  QiiY'ffify  ^^r  auftreten,  wenn 
jedes  Q  durch  das  noch  fehlende  /  theilbar  ist.  Dann  würden  aber  die 
Glieder  dieser  Relationen  bis  zu  Dimensionen  (71^  +^2  4"*^)  aufsteigen, 
was  nach  (2)  ausgeschlossen  ist.  Da  also  unter  den  2\  Gleichungen 
tti  =  0,  t«g  =  0,  •  •  •  hier  2J^  und  nur  so  viele  unabhängige  Relationen 
bestehen,  muss  U^  —  U^^  N  sein,  wie  dies  auch  §  335  zeigt,  und  wie 
es  sich  auch  leicht  durch  directe  Rechnung  gemäss  der  Gleichung 

(Wi  +  W2+;n8)(wi  +  Wj+ns— l)  +  Wi(Wi  — l)-f  w^Cwj  — 1)  +  W3(W3  — 1) 

=  (Wi  +  Wä)(ni  +  W2— l)+(wi  +  n3)(wi+W8— l)+(n2  +  W3)(Wj,  +  W3  — 1) 

ergiebt.     Die  ZJ^  Relationen  (5)  denken  wir  uns  so  geschrieben,   dass 

alle  {Qafiffi),  iQa{ifa)  nach  Potenzproducten  ^^  ^^  *  -  -  z^  geordnet 
werden;  multiplicirt  man  dann  mit  diesen  Potenzproducten  in  die  fa  bezw. 
/Jj,  dann  bekommt  man  alle  Relationen  v^  =  0,  t;^  =  0,  •  •  • ,  welche 
zwischen  den  i^»^*  •/'a  bestehen,  d.  h.  zwischen  den  Mi=0,  Wj  =  0,  ••. 
Im  Falle  m  =  3,  also  bei  vier  Gleichungen  zwischen  jsTj,  z^y  z^ 
sind  die  eben  gebildeten  v^  =  0,  Vg  =  0,  •  •  •  nicht  alle  von  einander 
unabhängig;  es  ist  nach  §  335,  (14)  nämlich  27i  —  -^2  "<  ^ -  ^^  ^^'^ 
That  können  hier  auch  zwischen  den  Qaßfaf(i  in  Formel  (5)  nach  den 
Darlegungen  von  §  446  Relationen  von  der  Form 
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auftreten,  wobei  Qaßy  bis  zur  Dimension  (w — w«  —  w^  —  n^)  aufsteigen 
darf  und  sonst  ganz  beliebig  ist.  Diese  Relationen  wollen  wir  durch 
f€?i  =  0,  M^a  =  0,  •  •  •  bezeichnen.    Ihre  Anzahl  beträgt 

^N(n  —  Ua  —  nß  —  nyy  3)  =  2:3 , 

und  da  nach  §  335,  (14)  bei  m=  3 

N=E,- 1:^  +  1:, 

ist,  so  lässt  sich  vermuthen,  dass  die  w  voneinander  unabhängig 
sind.    Dies  folgt  auch  wirklich  aus  den  Resultaten  von  §  446. — 

In  gleicher  Weise  können  wir  för  w  =  4  vorgehen;  doch  reicht 
es  aus,  wenn  wir  hier  stehen  bleiben. 

Cayley  giebt  nun  ohne  Beweis  folgendes  Resultat  an:  Die  Coeffi- 
cienten  der  u  werden  in  einem  Rechtecke  Q^  von  N  Spalten  und  S^ 
Zeilen  angeordnet,  so  dass  die  Goefficienten  eines  jeden  u  je  eine  Zeile 
füllen.  —  Dahinter  werden  die  Goefficienten  der  v  in  einem  Rechtecke 
Q^  von  27^  Zeilen  und  2^  Spalten  angeordnet,  so  dass  die  Goefficienten 
eines  jeden  v  je  eine  Spalte  füllen,  und  die  Elemente  jeder  Zeile  dem- 
selben ti  entsprechen,  dem  diese  Zeile  in  Q^  angehört.  —  Unter  Q^ 
werden  die  Goefficienten  der  w  in  einem  Rechtecke  Q^  von  I^  Spalten 
und  2^3  Zeilen  angeordnet,  so  dass  die  Goefficienten  eines  jeden  w  je 
eine  Zeile  füllen,  und  die  Elemente  jeder  Spalte  dem  v  entsprechen, 
dem  diese  Spalte  in  Q^  angehört. 


Goeffic.  der  u 
E^  Zeilen 
N   Spalten 


Goeffic.  der  v 
S^  Zeilen 
2^  Spalten 


N^Z,-Z,  +  E,. 


Goeffic.  der  w 
2^2  Spalten 
2^3  Zeilen 

Aus  Q^  wählt  man  eine  nicht  identisch  verschwindende  Determinante 
^3  der  Ordnung  2iJ^;  aus  den,  den  nicht  benutzten  entsprechenden 
Spalten  von  Q2  eine  nicht  identisch  verschwindende  Deteiminante  z/^ 
der  Ordnxmg  (U^  —  2^)]  und  aus  den,  den  nicht  benutzten  entsprechen- 
den Zeilen  von  Q^  eine  Determinante  z/^  der  Ordnung  [JSi— (l^j— JE,)]  ==^. 
Dann  ist 


^6 


=  0 
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die  charakteristische  BediDgung  dafür,  dass  die  u  eine  gemeinsame 
Wurzel  haben.  Der  Quotient  {^d^J^  :  ^^  hat  als  Dimension  in  den 
Coefficienten 

[2;,  -  (2;,  -  2:3)]  -  [z,  -  2:3]  +  2:3  =  2;^  -  22:^  +  32:3, 

also  nach  §  336,  (15) 

so  dass  er  mit  der  Resultante  von  (1)  übereinstimmt.  — 

Für  w>  3  tritt  hinter  ^3  noch  ein  Q^,  unter  Q^  noch  ein  §5  u.  s.  f. 
Die  Möglichkeit  der  Determinantenbildung  wird  dadurch  gewährleistet, 
dass  nach  §  335,  (14) 

JV=  2;,- 2:^  +  2:3 

wird;  so  kann  man  Determinanten  der  Ordnungen 

2:1  - r,  +  2^, ;  2;, - i;,  + .  •  •;  i^ 

bilden.     Nach  Cayley  soll  der  Quotient 


(6) 


A  -^s  A 


A  ^4  A  •  ■  ■ 

durch  sein  Verschwinden  die  charakteristische  Bedingung  für  die  Er- 
füllbarkeit der  M  =  0,  d.  h.  der  /"«  =  0  liefern;  und  da  die  Dimension 
des  Ausdrucks  (6)  gleich  derjenigen  der  Resultante 

=  2^1  -  22,  +  32:3 ^n,n,n,  .  . .  (1  +  1  +  1  +  . . .) 

ist,  so  würde  (6)  mit  der  Resultante  B  übereinstimmen. 

Wir  wollen  hier  das  von  Cayley  (On  the  theory  of  elimination) 
gegebene  einfache  Beispiel  für  m  =  2;  w^  ==  Wg  =  Wg  =  2  und  also 
n  =  4  nachfolgen  lassen : 

/i  ^-  «1  +  \^i  +  Oih  +  rfi^i'  +  ^i^i^a  +  ^1^2^  =  0, 

^  ~  »2  +  \^l  +  <^^2  +  dW  +  ^2^1  ^2  +  Ä^2^  =  0, 
/i  ~  »3  +  h^l  +  hh  +  ^3^1^  +  ^3^1  ^2  +  9z^i^  =  0  . 

Die  f  sind  der  Reihe  nach  mit  1;  z^,  z^\,  z^,  z^z^,  z^  zu  multipliciren. 
So  entstehen  18  Ausdrücke  u 

A  =  V  ;  ^l/i  =  K'  >  ^2/i  =  «^3"  ;   ^1 Y2  =  <' ;   ^1  ^2/^2  =  %"  ;   ^2^2  =  W( 

/i  =  <';  hfz^<,  V3  =  <";  V/i=<",  ^iV3  =  <",  ^2Y3-=«'( 

Zwischen  den  w  bestehen  wegen  /'„/j^  —  f^f^  =  0  folgende  drei  Rela- 
tionen: 


ff 

6     ) 

fff 
6     • 
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S'x»«     =0, 


+  «i«r+  &!<"+  <!<'+  <ii«;"+ «!%'"+  «7i«r=o, 

«8«l"+  *S«s"+  ft|«8"+  ^»i"+  ^«5"+  S'S««" 

-  ag<"—  6j<"-  c,<"-  dj«;"—  e,<"-  «7,«,'"=  0. 
Ans  diesen  Gleichtmgeu  setzen  sich  Q^  und  Q^  zusammen: 


«1  *i  "i  ^  «1  ^1 


a, 


*i  <i        ^  ^  ffi 


«, 


a. 


a. 


\    Ci 


^  ^  ffi 

^  «1  9i 


O,   &,  Cg  (^  %  ^, 


a,       bf  Cj       ^  ^  ffi 


<h 


fe,    Cj 


«» 


&o       C] 


'» 


<*(   «s  ^s 


<^a  &i  Ä 


h 

ffi 

—  Ol 
-61 

-  Cl 

-d, 

—  ei 

—  9i 


—  <h 

—  Ci 

—  Cs 
—9i 


«8 

h 

Ca 
d, 

9» 


h 

Ci 

«1 
9i 


—  <h 
-h 

—  c, 
-d, 

—  «% 

—  9t 


di    6%  9i 

di  e»  9t 

d»  et  9t 
<h  h  Ca  dg  e^  gs 

o»       *s  <^        dg  e^  g^ 

«8  ^8^8  ^     ^   ^3 

Die  Resultante  B  wird  gefunden,  indem  man  aus  den  letzten  drei 
Spalten  eine  der  nicht  identisch  verschwindenden  Determinanten  2/, 
bildet;  das  ist  auf  mancherlei  Arten  möglich.  Aus  den  hierbei  nicht 
benutzten  Zeilen  der  ersten  15  Spalten  wird  die  zweite  Determinante 
jj^  gebildet;  diese  ist  durch  jene  theilbar,  und  der  Quotient  d^ :  z/, 
giebt  bis  auf  einen  constanten  Factor  die  Resultante  der  drei  Glei- 
chungen /i  =  0,  /",  =  0,  /i  =  0. 

§  450*  Zum  Zwecke  des  Beweises  fasst  Gayley  das  Problem  all- 
gemeiner. ,,Zwischen  n  Grössen  x^y  ^a?*'*  ^^^^^  P  (>w)  homogene 
lineare  Gleichungen  gegeben,  ^i  =  0,  tig  =  0 ,  •  •  • ;  zwischen  diesen  be- 
stehen i'^'P  —  n  lineare  homogene  Relationen.    Die  charakteristischen 
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Bedingungen  dafür  zu  suchen,  dass  die  ti  =  0  eine  von  (0,  O,-)  ver- 
schiedene Wurzel  haben";  dies  ist  die  für  w  =  2  präcisirte  Aufgabe. 
Wir  wollen  n  =  2;  p  =  ^,  q=i2  nehmen,  also  etwa 


^ 


V, 


=  6uWlH 1-^4^4=0, 

Dann  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass 


V 


2 


^21%  H |-&24W4  =  0. 


a 


11 


«li 


a 


fi 


a, 


SS 


«11      «u 


«Sl        «8« 


;    ^8       hA 


^1        ^4 


«81 

«jt 

«41 

«4. 

^. 

&.. 

6.. 

&.. 

ist.  Nun  behauptet  Cayley  und  ebenso  Salmon*),  dass  das  Ver- 
schwinden dieses  Quotienten  die  gesuchte  Bedingung  liefert.  Das  ist 
aber,  wie  aus  einem  Beispiel  ersichtlich  wird,  unrichtig.    Wir  nehmen 


u. 


t{t  —  2)x^  -\-  tOO^y 


w« 


^t{%t—l)x^  +  tx^, 


^  t{ —  4it  +  %)x^  —  tx^,    u^^^  -\-  btXy^  -f-  a?2 , 

wobei  t  einen  beliebigen  Parameter  bedeutet.     Dann  gelten  die  Rela- 
tionen zwischen  den  u 

»1  =  M,  +  (1  +  0«2  +  (1  +  20%  +  (-  <  +  <*)«4  =  0, 

«,  ?=  (1  +  t)u,  +  (1  -  t)u^  +  (1  +  20«3  +  (- <  +  20*«4  =  0, 
und  es  wird  der  entscheidende  Quotient 

Es  dürfte  also  das  System  w«  =  0  nie  befriedigt  werden.     Für  ^  =  0 
aber  reicht  x^  =  Q  bei  beliebigem  x^  zur  Befriedigung  aus.    Also  schon 
in    diesem    einfachsten    Falle    versagt    die   Beweismethode. 
Es  ist  klar,  wie  das  allgemeine  Problem  lautet. 

§451.  J.  J.  Sylvester  hat  im  Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  7 
(1852),  p.  68  „On  the  principles  of  the  calculus  of  forms"  eine  andere 
Methode  angegeben,  mit  deren  Hülfe  es  gelingt,  die  Resultante  von 
drei  Gleichungen  derselben  Dimension  in  zwei  Unbekannten  als  eine 
Determinante  darzustellen. 

Wir  führen  sie  der  Vollständigkeit  halber  hier  an,  trotzdem  auch 
sie  an  Strenge  der  Beweisführung  zu  wünschen  lässt. 

Der  Bequemlichkeit  halber  schreiben  wir  die  drei  Gleichungen  als 
homogene  Gleichungen  dreier  Unbekannten  von  n*®*^  Dimension 

•)  Lessons  introduct.  to  the  Modern  Higher  Algebra  (4.)  (1885),  p.  88 — 89. 
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Es  sei  auf  alle  mögliche  Weise  die  noch  unbekannte  positive  Zahl  h 
in  drei  ganze  positive  Summanden  zerlegt 

Wenn  dann  jeder  von  diesen  ^  n  ist,  dann  kann  man  sicher 

ansetzen,  wobei  die  P,  Q,  R  ganze  Functionen  der  Variablen  bedeu- 
ten.    Die  Zerlegung  von  Je  kann  auf t-^~ verschiedene  Arten 

vor  sieh  gehen;  für  jede  wählen  wir  eine  solche  Darstellung  der  /'. 
Giebt  es  nun  eine  von  (0,  0,  0)  verschiedene  Wurzel  (g^,  ^,  gj)  der 
drei  Gleichungen  (7),  dann  ist  für  diese  die  Determinante 

p;   QÄ  r; 

D<t,ß,y  ^^      Pa        Q'fi        P^' 

Pa   Qß  r;' 

Man  erhält  also  hierdurch  ^^ -r^ verschiedene  Functionen 

1  •  j 

welche  homogen  in  den  z^y  ^27^3  von  der  Dimension  (3n — h)  sind 
und  für  (g^,  ^,  gg)  verschwinden. 

Multipliciren  wir  femer  die  drei  fi^u^^f^s)  ^®^  Reihe  nach  mit  allen 
Potenzproducten  z\z\zf^y  in  denen  x  +  A  +  fi  =  2w  —  h  ist,  dann  er- 
halten wir  zu  (8)  noch  weitere 

3JV(2w  —  Ä;,  2)  =  -J  (2w  —  Ä;  +  2)(2w  —  Ä;  +  1) 

homogene  Gleichungen  derselben  Dimension  (3n  —  k).  Wir  haben 
damit  also  im  Ganzen 

1  (Ä  _  2)(fe  -  1)  +  I  (2w  -  ft  +  2) (2«  -  Ä  +  1) 

Gleichungen  zwischen 

N{^n  —  Ä,  2)  =  \  (3w  —  Ä:  +  2)  (3«  —  Ä  -f  1) 

Potenzproducten;  diese  Gleichungen  werden  für  jede  eigentliche  Wurzel 
von  (7)  befriedigt.  Setzt  man  nun  die  beiden  letzten  Anzahlen  ein- 
ander gleich,  so  entsteht  zur  Bestimmung  von  Tc  die  Gleichung 

ifc«  —  (2w  +  3)Ä  +  (n«  +  3w  +  2)  =  0, 

welche  ä  =  w  +  1  oder  Jc  =  n-\-2  giebt.  Damit  ist  auch  die  Bedingung 
befriedigt,  dass  keiner  der  Summanden  a,  /},  y  grösser  als  n  genommen 
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werden  darf.  Wir  haben  also  die  Möglichkeit^  aus  den  vorhandenen 
Gleichungen  sämmtliche  Potenzproducte  zu  eliminiren.  Dabei  entsteht^ 
weil  jedes  der  Baßy  in  den  Coefficienten  der  f  von  der  Dimension  3 
ist^  eine  Determinante  von  der  Ordnung 

3.  i.  (jfc  _  i)(A;  _  2)  +  4  (2»  —  *  +  2)(2w  —  Ä  +  I) 

=  3[Ä;«  —  (2w  +  3)Ä;  +  (w«  +  3n  +  2)]  +  3m»=  3w«, 

so  dass  die  Determinante  des  Gleichungssystems  nicht  nur  die  Resul- 
tante enthält,  sondern  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  der  Resul- 
tanten identisch  ist. 

Diese  Sylvester'sche  Methode  versagt  schon  bei  vier  homogenen 
Gleichungen  unbestimmter  Dimension 

/i(^u  hy  Hy  O  =  0,  •  •  •   h{h,  ^2,  ^3,  äJ  =  0. 
Verfährt  man  hier  ähnlich  wie  oben,  indem  man 

setzt,  und  versucht  man  die  Anzahl  der  Gleichungen  derjenigen  der 
Potenzproducte  gleich  zu  machen,  dann  kommt  man  zur  Bestimmung 
von  y,  auf  die  Gleichung 

JV(4n  —  i,  3)  =  42^(3»  —  *,  3)  +  (Ä  —  1)(äj  —  2)(Ä:  —  3); 

diese  liefert  aber  für  unbestimmte  n  keine  ganzzahligen  positiven  Ic  als 
Wurzeln.  Nur  für  n  =  2  erhält  man  Ä  =  5;  dies  heisst  also,  dass  im 
Falle  von  vier  quadratischen  homogenen  Formen,  wie  Sylvester  auch 
angiebt,  die  Methode  verwendbar  bleibt. 


Vierundvierzigste  Vorlesung. 
Discriminanten. 

§  462.  Wir  haben  in  §  158,  Bd.  I,  die  Bedingung  dafür  be- 
sprochen, dass  eine  Gleichung  f{ß)  =  0  mehrfache  Wurzeln  besitzt; 
sie  bestand  darin,  dass  ein  gewisser  aus  den  Coefficienten  der  Gleichung 
rational  gebildeter  Ausdruck,  die  Discriminante*),  verschwindet. 

Die  hierauf  führenden  Betrachtungen  können  nach  zweierlei  Rich- 


*)  Es  sei  nachträglich   bemerkt,   dass   diese  Bezeichnung   von  Sylvester 
herrührt.    Cambr.  a.  Dubl.  M.  J.  6  (1862),  p.  62. 
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tun  gen  auf  das  Gebiet  mehrerer  Variabein   ausgedehnt   werden.     Zu- 
nächst bietet  sich  die  folgende  Verallgemeinerung  dar. 
Ist  ein  System  von  m  Gleichungen  mit  m  Variablen 

(1)  U^u  e„  •  •  ■ '^m)  =  0        (a  =  l,2,...»») 

gegeben,  welches  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Wurzeln  besitzt,  so 
kann  man  dieselbe  Frage  aufwerfen:  ,,welches  ist  die  charakteristische 
Bedingung  dafür,  dass  (1)  mehrfache  Wurzeln  besitzt?"     Führen  wir 

wie  früher  nach  Liouville  statt  0m  in  (1)  ein  x  =  x^z^  -\ 1-  Xm—i^m-i 

-f-  Zm  und  bilden  dann  die  Eliminantengleichung  It(x)  =  0,  so  wird 
(1)  dann  und  nur  dann  mehrfache  Wurzeln  haben,  wenn  R{x)^=0 
solche  besitzt.  Die  charakteristische  Bedingung  ist  die,  dass 
die  Discriminante  von  R(x)  verschwindet.  Dieser  Ausdruck  ent- 
hält die  Parameter  Xj,  Xj,  •••;  es  müssen  also  die  einzelnen  Coeffi- 
cienten  der  Potenzproducte  dieser  Parameter,  so  weit  sie  in  der  Discri- 
minante vorkommen,  verschwinden. 

Ist  z.  B.  bei  unbestimmten  Coefficienten 

/i  =  az^^  +  2bigj^0^  +  c;gfa*  +  2d0i  +  2ez^  +  ^  =  0, 

und  führen  wir  för  z^  ein  x  —  xz^,  so  ergiebt  sich  für  die  Eliminante 

R(x)  =  {aß^—2haß  +  ca^)a;* 

+  2[(aßy—bay  —  daß'{'ea^)  —  x(hßy'-cay  —  dß^  +  eaß)]x 
+  [(«/  —  2rfay  +  ga^)  —  2x(6y*  —  dßy  -  eay  -j-gaß) 
-^^K\cy'-2eßy  +  gß')l 

Die  Discriminante  von  R  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

{ax  +  ßy  .  [a\cg  —  e')  +  2aß(de  -  hg)  +  2ay{be  —  cd) 
^  ^  +  ß\ag  —  eP)  4-  2ßy{bd  —  ae)  +  y\ac  —  b^)] , 

und  da  der  erste  Factor  nicht  verschwinden  kann,  ohne  die  Existenz 
des  Systems  zu  zerstören,  so  liefert  das  Verschwinden  der  eckigen 
Klammer  in  (2)  die  charakteristische  Bedingung  dafür,  dass  das  be- 
trachtete System  eine  Doppelwurzel  besitzt. 

Wir  können  aber  weiter,  gestützt  auf  die  in  §  399  abgeleiteten 
Resultate,  die  Frage  noch  von  einer  anderen  Seite  her  betrachten.  Wir 
haben  dort  gesehen,  dass  das  Verschwinden  der  Functionaldeterminante 

(3)  ^(^^'^«'•••^-)  =  -a(.,,..,...0^    ^ 

fQr  eine  Wurzel  (gj,  ^2;  * '  *  &n)  des  Systems  (1)  charakteristisch  dafür 
ist,  dass  diese  Wurzel  eine  Multiplicität  >  1  besitzt.  Sind  also 
(£ia;  i%aj"'  &na)  für  «  =  1,  2,"-k  sämmtUchc  Wurzeln  von  (1),  deren 
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Anzahl  als  endlich  vorausgesetzt  war^  so  folgt:  Das  Verschwinden 
der  Function 

(4)  YIj{tia,iiar--U<.)         (a=l,2,...Ä) 

a 

ist  charakteristisch  dafür^  dass  das  System  (1)  mehrfache 
Wurzeln  besitzt.  Der  Ausdruck  (4)  ist  in  den  Wurzeln  von 
(1)  symmetrisch  und  also  rational  durch  die  Coefficienten 
von  (1)  darstellbar.  Hieraus  erkennen  wir,  dass  eine  einzige  Rela- 
tion die  Frage  entscheidet;  folglich  muss  aus  der  Discriminante  der 
Eliminationsgleichung  R(x)  =  0  der  Ausdruck  (4)  so  als  Factor  her- 
austreten^ dass  der  zurückbleibende^  von  den  x  abhängige  Factor  nicht 
gleich  Null  gesetzt  werden  kann,  so  lange  das  Gleichungssystem  (1) 
bestehen  bleibt. 

Bei  der  Berechnung  von  (4)  ist  zur  Umsetzung  der  Function  in 
einen  Ausdruck,  welcher  nur  die  Coefficienten  der  fa  enthält,  wieder 
die  Kenntniss  der  Coefficienten  von  R(x)  noth wendig. 

Im  behandelten  Beispiele  wird 

(aß'  -2baß-{-  ca'Xt,,  +  t»)     ■    ==  2(bßy  -  cay  -  dß'  +  6aß), 

(aß'-2haß  +  ca*)(t,^  +  g„)         =  2(—aßY  +  6«y  +  da/J-e«»), 

(a/J«  -  2baß  +  c«>)  •  tnti,  =  cy'  -  2eßy  +  gß\ 

(aß*  —  2baß  +  ca«)  •  t,ttn  =  «y*  —  2<iay  +  ga', 

(aß'  -  2baß  +  ca>)(t,,tn  +  5«i^.)  =  2(-bf  +  dßy  +  eay  -gaß). 

Femer  ist 

Y  e7(Äi,  ^«)  =  {aß  —  ba)B^  +  Q>ß  —  ca)e^'{-  (dß  —  ecc) , 
und 

=  (aß  -  baytntu  +  (aß  -  ba)(bß  -  ca)(g,,g,,  +  S^ifii) 
+  (iß  -  ca)%,t,,  +  (aß  -  ba)(dß  -  ea)(i,,  +  gj 
+  (bß  -  ca)(dß  -  ea)(i,,  +  6«)  +  (dß  -  ea)\ 

Trägt  man  die  Werthe  für  die  symmetrischen  Functionen  ein,  dann 
entsteht  wieder  die  eckige  Klammer  in  (2). 

Wir  wollen  nachweisen,  dass  der  Ausdruck  (4)  von  mehrfachen 
Factoren  frei  ist,  so  lange  die  Functionen  (1)  allgemein  bleiben.  Dazu 
reicht  es  aus,  diese  Eigenschaft  an  einem  passend  gewählten  Beispiele 
zu  zeigen,  bei  welchem  natürlich  keine  Reductionen  der  Dimension 
eintreten  dürfen.  Ein  solches  Beispiel  erhält  man,  sobald  jedes  fa  in 
fia  lineare  Factoren  zerlegbar  angenommen  wird.  Wir  setzen  m  =  2, 
weil  schon  hierbei  die  Schlussfolgerungen  deutlich  heraustreten, 
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/i  =jrj(&al^J  +  6a2^2  +  ^ao)  =  J^^« 

Wir    bezeichnen   die   Wurzel   von    w„  =  0,    v^  =  0    mit    (g^»/*,  g^'/*), 
dann  ist 


(a  =  l,2,...ni), 
(a  =  l,2,...W2). 


(5) 


ttyl 

üyi 

öyO 

^ra?»^e?'0- 

«al 

aa2 

«aO 

• 
• 

dal      da$ 

7.               1. 

6/?i 

&/J2 

6/SO 

f^fil      ^ßi   1 

byl 

6y2 

6yO 

1                 .          1 

t^r(£?'^  C?'0- 

dal 

a«2 

«aO 

• 
• 

dal      "a2 

hßi 

6/*2 

fe/*0 

Der  Ausdruck  (4)  geht^  wie  man  leicht  sieht,  in 


77 


««(Sf'S  S?'»)  VfiitVy  5?-») 


(6)  -*-*      ^»1     *«« 

0  =  l,2,--.n,;  3  =  l,2,---ns; 

a  =  l,2,-i)  — 1,  jp+l,-«i;  /J==l,2,.g'— 1,  g+1, •■«!!) 

über,  und  aus  (5)  ist  ersichtlich,  dass  keinerlei  vielfache  Factoren  in 
(6)  auftreten,  wenn  die  a,  2^  als  unbestimmte  Grössen  genommen 
werden. 

§  463.  In  dem  Falle,  dass  ä;  ==  w^  •  Wj,  •  •  •  w«  ist,  wenn  also  (1) 
keine  unendlichen  Wurzeln  hat,  lässt  (4)  noch  eine  weitere  merkwür- 
dige Umformung  zu,  welche  einen  Ausdruck  liefert  ähnlich  dem,  der 
die  Discriminante  als  Quadrat  einer  Determinante  darstellt'*'). 

Wir  untersuchen  die  bereits  in  §  352  betrachtete  Determinante 


J.= 


^ 


1,  5la;    fea;'*'     Sla;  K\a%%a  ^ 


n»-l 


2a 


«m— 1 


£,   in 
ma 


in  welcher  die  einzelneu  Zeilen  durch  die  Goordinaten  der  verschiedenen 
Wurzeln  von  (1),  also   durch  den  Index  a  sich  unterscheiden,  und  in 

I 

deren  Elementen  alle  Potenzproducte  auftreten,  welche  in  ^^  nicht  die 
n^y  in  ^  nicht  die  n^ ,  •  •  •  Potenz  erreichen.  Die  Determinante  ist 
also  vom  Grade  (w^  •  w^ ,  •  •  •  W|„).  Wir  wollen  ihre  Dimension  in  den  % 
aufsuchen.  Wir  nehmen  an ,  es  sei  schon  für  (m  —  1)  Grössen  % 
bewiesen,  dass  die  Dimension  der  Determinante  \d^  dabei 

y(Wi-W2  .••  w^_i)^(«a  — 1)  (a  =  l,2,-..w) 

sei.  Tritt  dann  gm  dazu,  dann  kommt  für  die  Subdeterminanten  aus 
den  mit  ^i,  Sm2;'  -  *  multiplicirten  Gliedern  als  Dimension 

•)  Laurent:  Trait^  d' Analyse.    Paris  (1886),  I.  p.  305—306. 
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2" 


m— 1 


1 


heraus.     Man    findet   als   Dimensionszahl  ^   indem   man    alle   diese    für 
9  =  0,  Ij-'^Hm  —  1  gebildeten  Ausdrücke  summirt, 

Y  (wiMg  •  •  •  n„-i)«m  V  (««  —  1)  +  -^^ (wi«j  •  •  •  n„,_i) 

(7)  -f^ 


1  "^ 


-^ 


es   tritt   also   wieder    die   oben    angenommene   Form   heraus,   die   für 
m  =  1  offenbar  richtig  ist.     Folglich  gilt  sie  allgemein. 

Nun  verschwindet  ^^^  sobald  (1)  eine  mehrfache  Wurzel  hat,  und 
ferner  ist  z/q*  symmetrisch  in  den  Wurzeln.  Das  Verschwinden  des 
Ausdrucks  (4)  war  aber  charakteristisch  dafür,  dass  mehrfache  Wurzeln 
vorkommen;  daher  ist  J^^  durch  alle  irreductiblen  Factoren  von  (4) 
und  also,  da  (4)  keine  mehrfachen  Factoren  besitzt,  durch  (4)  selbst 
theilbar,  und  der  Quotient  ist  wieder  eine  symmetrische  Function  der  g. 
Die  Dimension  von  (4)  betragt  k'£(na — 1),  also  genau  so  viel  wie 
diejenige  von  ^q\  Folglich  stimmen  (4)  und  z/^*  bis  auf  einen  von 
^  unabhängigen  Factor  überein,  und  man  hat 

(8)  JJ[jitla,  •  •  •  tma)  =  C  •  ^0*  (a  =  1;  2,  •  •  -,^1^2  •  •  •  n,n)  . 

a 

Nach  den  bisherigen  Betrachtungen  dürfen  wir  diesen  Ausdruck 
als  die  Discriminante  des  Gleichungssystems  (1)  bezeichnen. 

§  464.  Neben  diese  Verallgemeinerung  des  Discriminantenbegriffes 
durch  den  Uebefgang  von  einer  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  zu 
einem  Systeme  von  m  Gleichungen  mit  m  Unbekannten  tritt  noch  eine 
andere,  welche  wir  jetzt  zu  besprechen  haben. 

Wir  hatten  der  Discriminante  von 


die  Form  gegeben 


+  «1 


D  =  -^ 


1 


«0 

0 


a. 


a. 


WÄQ    (n 


0 


na 


1)«!    (n  —  2)a^ 
(n  —  l)a^ 


(n  —  1)  Zeilen, 


n  Zeilen 


diesen  Ausdruck  gestalten  wir  folgendermassen  um  (§  160,  Bd.  1) 
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D  = 


a^n 


n  — 1 


(-1) 


n  — 1 


n 


w  — 2 


0  na^             na^ 

na^  {n  —  1)0^  (n  —  2)a^ 

0  na^  (n —  l)a^ 

a^^  2a^              803 

0  a^               2a^ 

na^  {n  —  l)ai  (w  —  2)02 

0  nüQ  (n  —  l)a, 


|^  =  /i  =  ««o^""'  +  (w 


Es  wird  daher,  wenn  wir 

fi  =  nao^r"-!  +  (^  —  l)ai;8r»-*  +  (n  —  2)a22r«-s  -| 1-  2an^i^  +  a«_i, 

^  =  ai^gr«-!  +  2a2;?"-*  +  3«s^'~^  +  •  •  *  +  (*^  —  l)a„_i^  +  nUn 
setzen, 

werden.  Diese  Umgestaltung  lässt  eine  symmetrische  Behandlung  zu, 
wenn  wir  f  durch  Einführung  einer  neuen  Variablen  zu  einer  homo- 
genen Form  machen.  Dabei  folgt  dann,  wenn  wir  im  Schlussresultate 
y  =  1  setzen, 

f{x,  y)  =  ttorr«  +  a^x—^j/  +  a^a^-^y^  H h  a«-i  xy""-^  +  a„y"; 

Da  in  den  folgenden  Paragraphen  dieser  Vorlesung  hauptsächlich 
von  einer  einzigen  Function  9)(^i,  ^g;**)  die  Bede  sein  wird,  so 
wollen  wir  der  bequemeren  Schreibweise  halber 

dtp  d<p  d*(p  d*fp 

bezeichnen.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  tp  sei  homogen  gemacht, 
aber  in  allen  Resultaten  werde  die  homogen  machende  Variable  sim 
gleich  1  gesetzt. 

§  465.  Unsere  Verallgemeinerung  soll  nun  folgende  sein:  Ist 
eine  homogene  Function  9(^1;  ^g,  -  *  *  ^m)  gegeben,  so  soll  die 
Resultante  Jß  der  m  Ableitungen  9^,  98^'* '9m  als  Discrimi- 
nante  D  bezeichnet  werden.  Hieraus  folgt,  dass  wenn  die  Discrimi- 
nante  T)  von  tp  verschwindet,  es  von  (0,  0,  •  •  •  0)  vei-schiedene  Werth- 
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Systeme  (^i,  Sg?  •  •  •  &n)  giebt,  für  welche  9i  =  0,  y^  =  0,  •  •  •  und 
also  auch 

gleich  Null  wird. 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Discriminante  D  erkennt  man 
durch  die  folgende  Betrachtung.  Wir  nennen  jedes  System  (Si?  ?2?  ■  •  *  tm\ 
welches  9(^1,  ^2;  *  *  ^»»)  =  ^  macht,  einen  Punkt  des  Gebildes  9?  =  0. 
Von  einem  solchen  Punkte  des  Gebildes  fp  =  0  lassen  wir  eine  Gerade 

ausgehen,  welche  den  Punkt  (5i?52;"fm)  mit  dem  Punkte  (jfx^y^j-'-ym) 
verbindet.  In  (8)  laufe  q  durch  alle  reellen  Werthe  von  —  c»  bis 
-f-oo,  und  der  Inbegriff  der  so  erhaltenen  (x^,  ^2;''  '  ^m)  stellt  eben 
die  Gerade  dar.  Wir  fragen  nach  den  Schnittpimkten  unserer  Geraden 
mit  q>.  Diese  werden  durch  die  Wurzeln  q  von  9(^1,  ^2? "'  *  ^"»)  =  0 
geliefert,  und  da  (Si,  S2?  *  *  '  W  dem  Gebilde  angehört,  so  ist 

9(^1,  ^2;  •  ■  •  ^n)  =  (>[yi9i(5i;  -'tm)  +  y^fPidv  • '  •  5m)  -I ] 

+  |jp'[2/iVii(5i,  •  •  •  W  +  2yiy29i2(Si,  •  •  •  5m)  H ]  H 

gleich  Null  zu  setzen.  Die  Anzahl  der  Wurzeln  q  ist  also  gleich  der 
Dimension  von  9.  Eine  der  Wurzeln  ist  (>  =  0.  Wählt  man  nun 
yi7  y^y '  '  '  ym  auf  dem  Gebilde 

(^)       yi9l(£l7  •  •  ■  W  +  ^29^2  (5l  ;  •  •  •  5m)  H h    3^m9m(5i,  *  '  '  5m)  =  0, 

SO  werden  zwei  der  Wurzeln  q  gleich  0  werden.  Bezeichnen  wir  das 
Gebilde  (9)  als  Tangentialebene  von  q>{0,r  "  ^m)  =  0  im  Punkte 
(5i?  •  •  •  5m),  SO  ist  es  klar,  dass  jede  Gerade  (8),  welche  (5i;  *  •  ■  5m)  und 
einen  Punkt  der  Tangentialebene  verbindet,  mit  (p  =  0  in  (5i,  •  •  5m)  =  0 
eine  Doppelwurzel  q  =  0  besitzt  und  umgekehrt.  Es  ist  ferner  klar, 
dass  jede  solche  Gerade  ganz  der  Tangentialebene  angehört.  Die 
Gleichung  (9)  bestimmt  im  Allgemeinen  die  Tangentialebene  eindeutig. 
Nur  dajin  wird  diese  Bestimmung  hinfällig,  wenn  alle  Coefficienten 
9i>  92?  •  *  ■  ^^  (^)  ßuizeln  verschwinden.  In  diesem  Falle  existirt  keine 
durch  (5ir*  5m)  gehende  Tangentialebene,  sondern  jede  durch  diesen  Punkt 
des  Gebildes  gehende  Gerade  hat  eine  Doppelwurzel  q  =  0  mit  dem- 
selben. Diese  Punkte  sollen  singulare  Punkte  von  9)(^i,--*  ^m)  =  0 
heissen.  Solche  singulären  Punkte  bestehen  stets  dann  und 
nur  dann,  wenn  die  Discriminante  D  von  (p  verschwindet;  sie 
werden  durch  die  gemeinsamen  Wurzeln  von 

9iK,  •  •  •  ^m)  =  0,    <p^(z^, . . .  ^„.)  =  0, . . .  9„,(^i, . . .  ^^)  =  0 

geliefert. 
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Ist  (5i,--*  tm)  ein  singulärer  Punkt,  und  wählt  man  {y^y^y"  -Vn^ 
auf  dem  Qebilde 

(10)        yiVn(5,  ,•••&»)  +  ^yiViViiiti  ,•••§«)  +  •••  =  0, 

SO  erkennt  man  zuerst  leicht  aus  den  Sätzen  über  homogene  Func- 
tionen, dass  die  gesammte  Gerade  (8)  dem  Gebilde  (10)  angehört,  und 
femer,  dass  jede  von  (Si ,  •  •  •  5m)  ausgehende,  auf  (10)  liegende  Gerade 
mit  /*  =  0  in  (ti ;  •  •  *  &«)  eine  dreifache  Wurzel  q  =  0  hat.  Das  Ge- 
bilde (10)  heisst  der  Tangentialkegel  von  /'=0  für  den  singulären 
Punkt  (Si,  •  •  •  Sm).  Natürlich  kann  (10)  auch  in  zwei  getrennte  oder 
zusammenfallende  lineare  Ausdrücke  zerfallen. 

Wir  können  dieselben  Betrachtungen  auch  gänzlich  analytisch 
wenden.  Es  sei  (5i ,  •  •  •  tm)  ein  Punkt  des  Gebildes  q)  =  0.  Es  soll 
versucht  werden,  ein  lineares  Gebilde  mit  festen  Coefficienten  p 

(11)  (»1  —  tl)Pl  +  (^2  —  ^2)^2  H h  (ym  —  &n)Pm  =  0 

derart  zu  bestimmen,  dass  ^(yi,  •  •  •  ym)  =  0  mit  (11)  und  den  (m  —  2) 
folgenden  linearen  Gleichungen 

(12)  (yi  —  ti)qai  +  (^2  —  S2)ga2  H \-{ym  —  tm)qam  =  0 

(a=l,2,...m  — 2) 

bei  willkürlichen  q  stets  in  (^i,  y^^  *  ' '  y«)  =  (Si;  Si;  *  *  *  &»)  eine  mehr- 
fache Wurzel  besitze.  Nach  dem  Satze  über  die  Functionaldeter- 
minante  aus  §  399  folgt,  dass 

9l(5l;  •  •  •  ?»n)  ;     92(^1  9'  •  'ifn),   '•  '   9>m{tl  ,  •  •  •  fm) 
Pl  ,  Pi  7   '"  Pm 

ftl  ;  ^12  }  '  "  q^rn 


?ro— 2,1         ,  Ö'm  — 2,2  ?   '  *  *  Q'm— 2,m 

far  jede  Wahl  der  q  gleich  Null  sein  muss.  Wählt  man  g^j,  g^j«, 
q%i}  q^'t"  gleich  Null,  die  übrigen  q  beliebig,  so  folgt  Pi'P^=^i'^^f 
u.  s.  f.  Man  erhält  also  für  (11)  wieder  die  Form  (9).  Man  erkennt 
übrigens  sofort,  dass  wir  die  linearen  Gleichungen  (12)  durch  völlig 
willkürliche  höhere  Gleichungen  hätten  ersetzen  können. 

Auch  hier  zeigt  es  sich,  dass  Pi,Ptj'''Pm  g&nz  beliebig  ange- 
nommen werden  können,  sobald  9i (5i  ,•••)  =  ö;  •  * '  9»n(fi  r  ")  =  ^  ist. 

§  466.  Da  D  die  Resultante  von  ^j,  9>2,  •  •  •  9>m  ist,  so  wird  sie 
in  den  CoefBcienten  von  <pi  homogen  von  .einer  Dimension,  welche 
gleich  dem  Producte  der  Dimensionen  der  übrigen  Functionen  9  ist, 
d.h.  gleich  (n  —  1)*"— V  Das  Gleiche  gilt  för  die  Coefficienten  von 
Vti  9>5,  ■••;  und  da  diese  sämmtlich  zu  den  Coefficienten  von  q>  gehören, 

Netto,  Algebr».  II.  11 
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so  sieht  man:  Die  Discriminante  D  von  (p  ist  in  den  Coefficien- 
ten  von  9  homogen  von  der  Dimension  w(w —  1)*"""^. 

Es  ist  ferner  D  in  den  Coefficienten  aller  <Piy  (p^y'"  9>m  isobarisch, 
falls  die  Gewichte  der  Coefficienten  der  einzelnen  Functionen  in  der 
früheren  Weise  festgesetzt  werden  ^  wobei  nur  daran  zu  erinnern  ist, 
dass  durch  die  Annahme  der  Homogeneität  die  gegebene  Vorschrift 
formal  modificirt  werden  muss.  Ist  nämlich  für  eine  allgemeine  Func- 
tion von  Zij  02  7 ' ' '  ^m^i  das  Gewicht  der  einzelnen  Goefficienten  fest- 
gesetzt^  und  macht  man  dann  die  Function  durch  die  Einführung  einer 
neuen  Variablen  Zm  homogen,  dann  erkennt  man,  dass  jeder  GoefGicient 
ein  Gewicht  besitzt,  welches  dem  im  zugehörigen  Potenzproducte  auf- 
tretenden Exponenten  von  Zm  gleich  ist.  Es  haben  also  z.  B.  die  Glie- 
der, die  Zm  nicht  enthalten,  Goefficienten  des  Gewichtes  0;  die  Glieder, 
welche  mit  Zm  multiplicirt  sind,  Goefficienten   des  Gewichtes  1 ,  u.  s.  f 

Ist  auf  diese  Art  das  Gewicht  der  Goefficienten  von  g>  festgelegt, 
dann  erkennt  man,  dass  durch  dieselbe  Regel  auch  die  Gewichte  der 
Goefficienten  von  ^j,  fp^,*  -  -  q>m—i  bestimmt  werden.  Bei  q)m  dagegen 
wird  jeder  CoefBcient  ein  um  1  erhöhtes  Gewicht  gegenüber  dem  der 
angegebenen  Regel  gemäss  abgeleiteten  haben;  denn  in  den  ersten  Fallen 
bleiben  ja  beim  Uebergange  von  q>  auf  die  Ableitung  die  Potenzen  von 
Zm  ungeändert,  im  letzten  Falle  werden  sie  um  eine  Einheit  vermindert. 

Wären  alle  Gewichte  der  Goefficienten  nach  der  angegebenen  Regel 
bestimmt,  so  wäre  D  isobarisch  vom  Gewichte  (n  —  1)"*.  Hier  tritt 
für  ifm  bei  jedem  Goefficienten  eine  Erhöhung  um  1  ein,  und  da 
die  Goefficienten  homogen  von  der  Dimension  (n — lyn—i  in  die 
Discriminante  D  eintreten,  so  ist  das  Gewicht  von  D  gleich 

(n  —  1)"»  +  (n  —  1)"»-*  =  n{n  —  1)"*-^ . 

§  467.  Wir  wollen  jetzt  9?  durch  eine  homogene  lineare  Sub- 
stitution 

^x=^qxiffi  +  qxijfi  +  "  '  +  qxmjfm        (x  =  l,2,...w) 

transformiren,  deren  Determinante  J  =  \qaii\  von  Null  verschieden  ist. 
Man  hat  dann,  wenn 

gesetzt  wird, 

**  =  qikq>\  +  qtk^2  H 1-  ^mt^m. 

Demnach  ist  nach  dem  zweiten  Satze  aus  §  424  die  Resultante  der 
^1?  ^2  7  •  ^m  nach  y^,  y,,  •  •  ym  gleich  der  Resultante  von  ^i,  9),,  •  •  •  ffm 
nach  denselben  Variablen  multiplicirt  mit  der  (n —  l)'"""*-ten  Potenz 
von  zl .  Fenier  ist  nach  dem  ersten  Satze  von  §  424  die  Resultante 
der  q)a  nach  den  y  gleich  der  Resultante  der  9?  nach  den  z  multiplicirt 
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mit  (n  —  l)'"-ten  Potenz  von  zJ.  Folglich  ist  die  Discriminante 
der  Function 

^(ffiiyi  H h  Qimtftn,  inVi  H h  ffamy«,  •  •  •) 

gleich  der  Discriminante  von  9(^1,  ^2;' "O  multiplicirt  mit 

§  458.  Ist  9>  eine  homogene^  nicht  lineare  Form  gewisser 
anderer  Functionen  gxy9%}'''}  ^^^  ^^  beschaffen  sind,  dass 
das  System 

5^1  =  0,  5r2  =  0,..- 

unendlich  viele  Wurzeln  besitzt^  was  also  z.  B.  stets  dann 
eintritt^  sobald  die  Anzahl  der  Variablen  von  9  grösser  istj 
als  die  Anzahl  der  g,  dann  verschwindet  die  Discriminante 
von  tp  identisch. 

Hat  man  nämlich  9  ==  Sq  •  g\c^^  -  •  •  bei  x  +  A  +  •  •  •  >  1,  dann 
können  ^^,  9>a;''*  ^m  ^^  dieselbe  Form  gebracht  werden,  so  dass 
die  Gleichungen  ^^  =  0,  9)^  =  0,  •  •  •  9^  ==  0  erfällt  sind ,  sobald 
^1  =  0,  S'a  =  0 ,  •  •  •  wird.  Folglich  hat  das  System  ^j  =  0,  •  •  •  9)m  =  0 
unendlich  viele  Wurzeln,  und  daher  ist  seine  Resultante,  d.  h.  die  Discri 
minante  von  q>  identisch  0. 

Im  Falle  m  ==  2  sind  die  Voraussetzungen  erfüllt,  sobald  q>  einen 
mehrfachen  Factor  besitzt. 

§  459.  Falls  die  Function  9  einen  nur  einfachen  singu- 
lären  Punkt  (gi,  ^,  •  •  •  5«)  hat,  kann  derselbe  durch  Differen- 
tiation von  D  gefunden  werden. 

Der  Voraussetzung  nach  ist  D  von  9  gleich  Null;  wir  wollen  die 
Goefficienten  Oq,  «i ,  •  •  •  von  9  in  a^  +  äa^,  %  +  da^ ,  •  •  •  derart  um- 
wandeln, dass  D  =  0  bleibt.     Dann  gilt  also  die  Gleichung 

Durch  die  gemachte  Umwandlung  möge  der  singulare  Punkt  (tir"  tm) 
in  (Si  +  'Sir  *  *  &n  +  *Sm)  übergehen.  Dann  ist  auch  für  diesen  die 
umgewandelte  Function  sowie  jede  ihrer  Ableitungen  gleich  Null;  also 

(x  =  1,  2,  •  •  •  w). 
Wir  multipliciren  mit  fx  ^md  addiren  die  Producte.     Weil 

^        ^*y    ^ j_ /d(p\ 

da,  "^dija,        dS,[daJ 

ist,  so  wird  der  Goefßcient  von  dax  gleich 

11* 
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nach  dem  Euler 'sehen  Satze;  und  der  Coefficient  von  dtx  wird  gleich 


=  (n-l)^  =  0. 


Man  erhält  also  ab  Summe 


(14) 


d(p 


^0  +  äj  *«i  +  •  •  •  =  0. 


Durch  die  Bedingung  (13)  ist  von  den  Incrementen  tfa^,  doi,  ■  •  •  nur 
eins  durch  die  anderen  bestimmt^  etwa  da^  durch  äa^y  da^f",  welche 
'willkürlich  bleiben;  eliminirt  man  nun  öa^  aus  (14)  und  (13),  so  kann 
die  resultirende  Oleichung  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  die  Coefficienten 
von  da^,  da^y  •  •  •  einzeln  verschwinden,  d.  h.  es  folgt 


(15) 


dD    dB    dB 


dq>     dw     dtp 
da^'  da^'  da^' 


Bedenkt  man  endlich,  dass  q)  linear  und  homogen  in  den  a^,  o^,  •  -  - 
ist,  so  folgt,  dass  jedes  Glied  der  rechten  Seite  in  (15)  ein  Potenz- 
product  der  g^,  ^,  •  •  •  £m  wird.  Passende  Wahl  der  Exponent^  fährt 
also  durch  (15)  zur  Bestimmung  von  5i :  &2  •  * '  *  •  Sm  selbst.  (Vgl.  §  163, 
Bd.  I.)  —  Bei  mehrfachen  Wurzeln  versagt  dieser  Schluss. 

§  460.  Wir  haben  im  §  442  gefunden,  dass  wenn  f=0,  5^  =  0, 
Ä  ss=  0,  •  •  •  eine  Reihe  von  m  homogenen  Gleichungen  der  m  Unbekann- 
ten z^y  z^y'''Zm  darstellt,  dann  die  Functioualdeterminante  J  dieser 
Gleichungen  für  jede  Wurzel  (gj,  £8,---tm)  von  /*=0,  g^^O,  A  =  0,-- 
verschwindet.  Wir  wollen  jetzt  alle  diese  Gleichungen  von  derselben 
Dimension  n  annehmen.     Dann  folgt  aus 

« 
^i9i  +  ^2^2  +  Pfiffs  H h  ^m9m  =  ng , 


durch  Auflösung  nach  den  z  die  Relation 


fl7     fif    ' 

9i7  9%y  • 


=  n 


f,  /;, 

9,  9», 


wobei  der  Coefßcient  von  e^  gleich  J  ist.     Differentiirt  man  nach  g^, 
so  folgt 

denn  die  Differentiation  nach  den  Elementen  der  ersten  Spalte  der  Deter- 
minante rechts  ergiebt  eine  verschwindende  Determinante.     Ebenso  ist 

wL/'-^a  +  ö^-^s  +  Ä-JS^aH ]  =  ^iJ3;     "•  s.  W. 
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Für  (tj,  ?8,' •  •  5m)  verschwindet  also  ausser  J auch  noch  J^yJ^y'-Jm  i^nd 
also  auch  J^^  d.  h.  jede  der  ersten  Ableitungen.  Also  ist  dieDiscri- 
minante  der  Functionaldeterminante  J(Zi,  •  •  •)  Null,  wenn 
das  System  /"^O,  fl'  =  0,-«-  der  m  homogenen  Gleichungen 
eine  Wurzel  besitzt.  Im  Falle  m  =  2  hat  deshalb  J  jeden 
gemeinsamen  Factor  («o^i  +  ^o^a)  von  f  und  g  als  Doppelfactor. 


Fünfundvierzigste  Vorlesung. 
Jaeobi's  Erweiterung  eines  Eni  er' sehen  Satzes. 

§  461.  Im  §  38,  Bd.  I  haben  wir  merkwürdige,  von  Euler  stam- 
mende Formeln  abgeleitet.  Jacobi  hat  ein  Analogon  zu  denselben  für 
zwei  Functionen  mit  zwei  Variablen  gefunden*).  Sein  Beweis  kann 
ohne  Schwierigkeit  auf  m  Functionen  fa  von  m  Variablen  ^i,^2)'"^m 
übertragen  werden. 

Wir  benutzen  die  Bezout'schen  Eliminationsformeln  (§  412)  und 
setzen,  nachdem  die  f  yorläufig  präparirt  sind, 

9>ll/i  +  912/2  +  •  •  •  +  9lm/m  =  Crii^i)} 

(1)  921  /l  +  9>«2/2  -| h  Vimfm  =  6^2(^2)  ;  |-ßr  J  „  J 

Die  Wurzeln  von  GaijSa)  =  0  seien  Jai,  Sag,---  Sa/j,*-*,  und  zwar  mögen 
(5ix>  S2X,  •  •  •  £fnx)  die  Wurzeln  der  /*«  =  0  werden.  Die  Determinante 
der  q>xi  bezeichnen  wir  mit  O.  Geben  wir  nun  den  z^y  ^2?'**^m 
irgend  welche  Werthe  gi^,  Ußy' ' '  Sm<r,  welche  die  G«  =  0  machen, 
aber  nicht  das  System  der  /*^,  f^y  •  -  -  fmy  dann  folgt  aus  (1),  dass  <P 
verschwinden  muss.     Es  gilt  also  der  Satz:   Die  Determinante 

(2)  ^(jS^yZty"'^m)  =  Wnx\  (x,  A  =  1,  2,  •  -  •  w) 

verschwindet  für  jedes  System  ?ia,  &/*,•••  ?m<r,  welches  die 
Gai^a)  =  0  befriedigt,  aber  nicht  die  fa(^if  •  •  •  ^m)  =  0. 

Zu  einem  zweiten  Theoreme  kommen  wir  auf  folgende  Art:  Diffe- 
rentiirt  man  eine  der  Gleichungen  (1)  nach  einer  der  Variablen  a^j, 
80  entsteht,  wenn  daß  nach  Eronecker  1  oder  Null  bedeutet,  jenach- 
dem  wir  a  «=  /}  oder  a^  ß  haben. 


•)  J.  f.  Math.  14  (1836),  p.  281.  —  Werke  m,  p.  285. 
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m  «  -  «• 


Trägt  man  in  diese  Gleichung  irgend  ein  Wurzelsystem   (giy,  •  •  •  Smy) 
ein^  für  welches  alle  f^  yersch winden  ^  so  erhält  man 


m 


2^Van{tlYj'") 


2 

x  =  l 

Wegen  des  Multiplicationssatzes  für  Determinanten  folgt  daraus 


^f. 


dz^ 


m 


(3)  0{Uy,  •  •  •  Smy)  •  J^ly  ,  •  "  "  Ur)  =JT^'«  (&«/)  " 

x  =  l 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  /"„  =  0  (a  =  l,2, •••m)  keine 
mehrfachen  Wurzeln  besitzen.  Durch  unsere  Vorbereitung  der  Functio- 
nen können  wir  es  dann  bewirken,  dass  auch  keine  der  Gleichungen 
Gß{z)  =  0  mehrfache  Wurzeln  hat;  also  bleiben  die  beiden  Seiten  von 
(3)  für  jedes  y  von  Null  verschieden.     Insbesondere  ist 

§  462.  Wir  haben  nun  das  in  §  106,  Bd.  I  bewiesene  Cauchy'- 
sche  Theorem  anzuwenden.  Da  es  aber  in  etwas  abweichender  Form 
gebraucht  wird,  so  mag  hier  noch  ein  directer  Nachweis  für  diese 
Platz  finden.  Es  sei  eine  Gleichung  f(js)  =  0  mit  den  untereinander 
verschiedenen  Wurzeln  i^i,  ^g,  •  •  •  ^n  gegeben;  M(0)  sei  irgend  eine 
ganze  Function  von  e.  Dann  lässt  sich,  wenn  E  die  grösste  ganze 
Function  bedeutet^  die  in  M:f  enthalten  ist, 

-m-^^'^  +  M 


m(0 


=  E{z)  +^  nj  ^'  +  q,^'  +  "' 

^r-f  M(z  ) 

schreiben.    Es  ist  also  die  symmetrische  Function 

gleich  dem  Coefficienten  von  0"^  in  der  nach  fallenden  Potenzen  von 
IS  geordneten  Entwickelung  von  M(/) :  f(z). 
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Hiernach  ist  also  die  auf  alle  gi^  (a  =  l,2,--ft)  bezogene  sym- 
metrische Function 

gleich  dem  GoefBcienten  von  jbt^*  in  der  Entwickelung  nach  ^r^  von 

wenden  wir  denselben  Satz  auf  (4)  an,  so  folgt,  dass  die  auf  alle  ^la 
und  auf  alle  ^2/9  bezogene  symmetrische  Function 

gleich  dem  Goefficienten   von   {j^iis^)"^   in   der  Entwickelung  von  (5) 
nach  jSj^  und  e^  ^^}  ^-  ^*  ^-  ^^^  schliesslich  zeigt  sich,  dass 

gleich  dem  Goefficienten  von  (z^z^  •  •  •  -8^m)~^  in  (5)  wird. 

Für  M  werde  nun  M-  0  gesetzt;  dann  ergiebt  sich  unter  Berück- 
sichtigung der  ersten  Theoreme  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  dass 

y  ^(£la»--£ma)^(glai---£ma) 

oder  w^en  (3),  dass 

(6)  ^  -^(^Igt  •  •  •  ^ma) 

gleich  dem  Goefficienten   von   (js^Z2  *  -  *  Zm)"'^   in   dem   nach   fallenden 
Potenzen  der  z  geordneten  Ausdrucke 

^    ^  ^1(^1)^21^2)   •  •  •    (^mi^nd 

wird. 

Nun  steigen  die  G^,  G-^,--  bis  zu  dem  Grade  k  auf,  welcher 
dem  Grade  der  Eliminante  R(x)  gleichkommt.  Der  Nenner  in  (7) 
hat  also  die  Dimension  km.  Femer  steigen  die  ^^ya  im  Allgemeinen 
bis  zur  Dimension  (k  —  n«),  und  also  steigt  O  im  Allgemeinen  bis  zu 
der  Dimension  (mk  —  2Jwx). 

Endlich  bezeichnen  wir  mit  /t  die  Dimension  von  M,  Dann  hat 
der  Ausdruck  (7)  die  Dimension  (ji  —  Uhm).    Ist  nun 

II  —  Uhx  <  —  m 
oder 

fi  <  Ufix —  m, 
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dann  kommt  in  der  Entwickelung  von  (7)  gar  kein  Glied  mit  (j^i"- ^m)~^ 
vor;  folglich  wird  (6)  gleich  Null.  Unsere  früheren  Untersuchungen 
über  die  Bezout'sche  Eliminationsmethode  zeigen,  dass  im  allgemeinen 
Falle  die  angegebenen  Dimensionen  der  y«^  auftreten;  diejenige  von  O 
könnte  (mk  —  2^«x  —  q)  sein,  wobei  q  eine  positive  Zahl  bedeutet; 
dadurch  aber  würde  die  rechte  Seite  der  letzten  Ungleichung  nur  noch 
vergrössert  werden.  Wir  haben  daher  den  Jacobi 'sehen  Satz:  Be- 
deuten die  fa  allgemeine  Functionen  der  Dimensionen  tia,  und 
ist  M  eine  Function  der  Dimension  fi^  wobei  (i<i2Jnx  —  m  ist, 
dann  wird 

Man  sieht  aber  leicht,  dass  in  besonderen  Fällen  die  Bestimmung 
der  Dimensionen  für  die  g)aß  und  für  <P  hinfällig  wird.  Nehmen  wir 
etwa 

f,  =  e,»  + 0,^-9^0,        /i  -  z,>  +  ^,«  +  2^,  -  ^,  -  3  =  0 
mit  den  beiden  Wurzeln 

(tu,  S21)  =  (-3,0),     (e,„  s,.)  =  (- 1 '  ö") , 

dann  werden  die  Gleichungen  (1)  zu 

=  —  b0^*  —  2Az^  —  27, 

(2iEr,  +  ;.,-2).(V+V-9)-(2^i  +  ^,-6).(V  +  V  +  2^i-^2-3) 

=  5^-12-^2; 

^^^\y  ^2)  =  —  2z^  —  4;ef2  . 

Hier  übertrifft  die  Dimension  der  9?xo  die  Differenz  (k  —  n»),  und 
andererseits  ist  die  Dimension  von  <P  geringer  als  die  durch  Grad- 
abzahlung erlangte.  In  Specialfällen  verliert  also  der  Jacobi'sche 
Satz  seine  Giltigkeit.  In  dem  angeführten  Beispiele  hat  (7)  die  Dimen- 
sion (fi  —  3);  nur  für  /t  =  0  ist  (8)  erfiillt. 

§  463.  Eronecker  hat  zuerst  auf  diesen  Umstand  aufmerksam 
gemacht*),  doch  habe  ich  in  den  hinterlassenen  Papieren  Jacobi's 
eine  Bemerkung  gefunden,  aus  welcher  hervorgeht,  dass  er  selbst  schon 
für  die  Gültigkeit  des  Satzes  die  Bedingung  als  nothwendig  erkannt 
hatte,  k  müsse  =  n^  •  w^  •  •  •  «w  sein  **). 

♦)  Berl.  Ber.  (1868),  21.  Dec. 
**)  Vgl.  Werke  IE,  p.  610. 
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Kronecker  schlägt  bei  seiner  Herleitang  von  (8)  einen  von 
dem  obigen  ganz  verschiedenen  Weg  ein.  Er  geht  von  der  in  §  350 
gegebenen  Darstellung  aus 

(9)  f,{z^,  "'Zm)  =  {z,  -  tiy)glll  +  . . .  +  (;er^  -  Ur)9^l 

(a=l,2,---m;  y  =  1 ,2,---Ä); 

hierin  sind  die  gal  ganze  Functionen  von  Ziyg^j-'-Zm  und  von  tiy?  Ssyr" 
t^jnr-  Eine  solche  Darstellung  ist  auf  unendlich  viele  Arten  möglich; 
gesetzt  wir  hätten  neben  (9)  auch  noch 

(9*)  fa{z^,  '"Zm)  =  {Z,  -  tly)hl!;l  +  •  •  •  +  (^^  -  &„y)AL''i, 

dann  folgt,  dass  die  Differenz  der  beiden  rechten  Seiten  von  (9*)  und 

(9)  identisch,  d.  h.  für  jede  Wahl  der  z^y  z^^-'-Zm  verschwinden  muss. 
Es  ist  demnach 

Setzen  wir  hierin  bei  unbestimmtem  z^  für  z^,-  -  -  Zm  ©in  Ssy,  •  •  *  ^mry 
80  folgt,  dass  Qial  —  g^al)  für  jedes  z^  also  identisch  verschwinden 
wird.     Es  ist  demnach 

AS'I— ^iri  =  0        (m0dd.(^2-&y),    (^8-gsy),-(^m  — fimy)); 

und  in  Folge  dessen  für  x  =  1,  2,  •  •  •  w 

(10)  Älri  -  dil  -:.  0     (modd.  {z,  -  gi  y),  •  •  •  (^n.  -  Uy)) . 

Es  ist  deswegen  nach  dem  gleichen  Modulsystem  auch  die  Determi- 
nante Dy  aus  den  h^^l  derjenigen  aus  den  g^Jll  congruent. 

Eine  solche  Darstellung  (9*)  können  wir  leicht  auf  folgende  Weise 
erlangen.  Es  sei  Ua  der  Complex  der  Glieder  von  der  Dimension  n« 
aus  fa'^  dann  wird 

fa  =  ^[(^1  — Siy)  fj^  H h  (^m  —  gmy)  ^"^J  +  «a(^i,  '  "  Zm\    ?iy  ,  '  "  ')j 

wobei  qa  in  den  z  höchstens  von  der  Dimension  («„  —  1)  ist  und  für 
j6r^  =  gjy,...  verschwindet.  Wendet  man  das  gleiche  Verfahren  auf 
g«  ftn  und  geht  so  fort,  dann  erkennt  man,  dass  gesetzt  werden  kann 

(11)  ^ax  =  —  j-^  +  (Glieder  niederer  Dimension). 
Hieraus  ergiebt  sich 
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(12)  Dy  =  I  Airil  =  ^^..^M"!,  ■■■'«.) 

+  (Glieder  niederer  Dimensionen), 

wobei  Ju  die  Fanctionaldeterminante  der  Ui,  u^,-  -  -  Um  bedeutet. 

Eine  andere  Form  för  die  h  können  wir  gewinnen,  wenn  wir  die 
fa  nach  Potenzen  von  (z^  —  Siy)?  •••  (^w  —  Smy)  entwickeln;  dann  folgt,  | 

wenn  wir  die  neuen,  den  g^ti  entsprechenden  Coefficienten  mit  k^z  he-  • 

zeichnen, 

(modd.    (^1  — Siy),--(^«  — £my)). 


m  ^- 


dz. 


X    a  =  ^ 


Hier  wird  also  die  Determinante  der  k^Jl  nach  dem  angegebenen  Modul- 
Systeme  congruent  J'(gi  y,  •  •  ■  tmy)}  wobei  J  wie  gewöhnlich  die  Func- 
tionaldeterminante  der  f  bezeichnet. 

Bedenken  wir  weiter,  dass  gemäss  (10)  ein  jedes  System  k^Jl  (modd. 
(z^  —  fiy)  •  •  •)  durch  die  g\l^i  ersetzt  werden  kann,  so  folgt,  dass  die 
Determinante  Dy  ^^^  jedes  System  gal  congruent  J(tiY}"')  is*- 

Für  andere  Wurzeln  (gid,  •  •  •  tmd)  dagegen  wird  Dy  gleich  Null; 
denn  diese  Substitution  macht  in  (9)  die  linken  Seiten  zu  Null,  wäh- 
rend nicht  alle  (z^  —  t»s)  verschwinden,  wenn  das  System  fa  =  0  keine 
mehrfachen  Wurzeln  hat.     Das   wollen  wir  von  jetzt  ab  voraussetzen. 

Hiernach  haben  für  alle  Wurzeln  (tia,  - '  -  tma)  (a  =  1, 2, •  •  •  i)  des 
Systems  alle  Dy  dieselben  Werthe,  wie  auch  die  gxa  gewählt  sind;  näm- 
lich für  a  4=  y  d®^  Werth  0  und  für  a  =  y  den  Werth  J(tiY  f '  '  ')- 
Folglich  sind  alle  Dy  einander  (modd.  ^j, /*,,-•• /)„)  nach  den  Sätzen 
aus  §  428  congruent.  Denn  die  Differenz  zweier  Dy  verschwindet  f&r 
alle  Wurzeln  des  Systems,  und  diese  haben  nur  die  Multiplicität  1. 

§  464.    In  dem  Quotienten 

l>y(flyi    tjy»  •  •  •  tfny) 

den  wir  kürzer  mit  Dyijdy  bezeichnen  wollen,  haben  wir  einen  Aus- 
druck, der  sich  zur  Erweiterung  der  Lagrange'schen  Interpolations- 
formel eignet,  da  das  Aggregat,  in  dem  q^y  9if''ik  Constanten 
bedeuten, 

(13)  «=2'«^^^ 

(y)         ^Y 

für  jede  Wurzel  (Siy,  gsy,  •  •  •  tmy)  des  Systems  fa  =  0  den  Werth 
Qy  annimmt.  Der  Unterschied  zwischen  dieser  Formel  und  der  in 
§  352  gegebenen  ist  augenfällig;  hier  sind  die  {;  als  Wurzeln  eines  Glei- 
chungssystems  definirt;  dort  waren  es  gegebene,  bekannte  Werthsysteme. 
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Gesetzt  es  ^be  eine  andere  Function  der  z,  welche  gleichfalls 
für  alle  (giy,  •  •  •)  die  Werthe  qy  annimmt,  dann  verschwindet  die  Dif- 
ferenz dieser  Function  und  der  Function  (13)  für  alle  Wurzeln  des 
Gleichungssystems.  Da  nun  die  Voraussetzung  gemacht  worden  ist, 
dass  diese  sämmtlich  nur  einfache  Wurzeln  sind,  so  ist  schon  die  Diffe- 
renz und  nicht  erst  die  Differenz  einer  höheren  Potenz  beider  Functionen 
congruent  0  (modd.  /i,---)-  Jode  Function,  die  für  (§iy>  *  •  •  S»»y) 
gleich  qy  wird  (y  =  1,  2,  •  •  •  Ä;),  ist  congruent  (13)  nach  dem 
Modulsysteme    /"j,  /i,  •  •  •  /m- 

Wir  nehmen  nun  eine  Function  Q{z^j  ^2; ' ' '  ^»»),  deren  Dimension 
geringer  sein  soll  als  die  von  J{z^ ,  *  •  •  i^m)  oder,  was  ja  das  Gleiche 
ist,  als  die  von  e/u(^i7  *  •  •  ^m)-  Dann  wählen  wir  für  die  g  diejenigen 
Functionen,  welche  auf  (12)  führen,  und  haben,  wenn  man  ö(5iy>"0  "^  ?y 
setzt,  nach  (12)  und  (13)  für  Q  die  Darstellung 

Q  ^ Jui^iy'" ^m)^  -J-  +  (Glieder  niederer  Dimensionen) 

(modd.  /i ,  /i ,  •  •  •  Ai). 
Da  nun  Q  von  geringerer  Dimension  ist,  als  Ju,  so  lässt  sich 

(y)     y 

durch  Hinzufügung  eines  linearen  homogenen  Ausdrucks  von  fiy-'fm 
auf  niedrigere  Dimension  reduciren,  so  dass  also  etwa  in 

(y)     y 

die  Glieder  höchster  Dimension  von  Ju  verschwinden.  Nun  ist  Ju 
homogen;  behält  man  in  den  P  und  den  f  nur  die  Glieder  höchster 
Dimension  bei,  die  wir  mit  u^,u^j"-  bezeichneten,  so  folgt  die  Gleichung 

(y)  ^y 

Wäre  die  Summe  von  Null  verschieden,  so  müssten  nach  §  443 
Ml  =  0,  tij  =  0,  •  •  •  «i^j  ==  0  gemeinsame  Wurzeln  haben;  also  wären 
Wurzeln  von  /"^  =  0,  •  •  •  unendlich,  und  i  <  (w^  •  w^  •  •  •  m^).  Setzen  wir 
deshalb  voraus,  dass  lc  =  n^n^  •  •  •  Um  ist,  dann  muss  die  Summe  ver- 
schwinden. Ist  die  Anzahl  der  Wurzeln  von  /"j  =  0,  •  •  •  /!n  =  0 
gleich  WjWj  •  •  •  Wm,  und  ist  die  Dimension  von  ö(^i,  ^a,  •  •  •  ^m) 
geringer  als  (ilw«  —  w),  dann  gilt 
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und  dies  ist  der  Jacobi*sche  Satz. 

Es  ist  jetzt  noch  nachzuweisen,  dass  wenn  h  <  (n^n^  •  •  •  n„,)  wird, 
die  Formel  (14)  nicht  mehr  allgemein  gültig  ist.  Dazu  verfahren  wir 
folgendermassen.  Da  wir  die  Glieder  höchster  Dimension  aus  /»  mit  Ua 
und  die  Functionaldeterminante  der  u  in  (12)  mit  Ju  bezeichnet  haben, 
so  folgt  jetzt  die  Gleichung 

Ji^l  ,•-'  ^m)  =  Ju(^u  •  •  •  ^m)  +  -^i(^i7  •  •  •  ^m)  , 

in  der  L^  von  niederer  Dimension  ist  als  Ju,  also  höchstens  von  der 
Dimension  {2Jna  —  m  —  1).  Das  erkennt  man  sofort,  wenn  man  die 
einzelnen  Elemente  der  Determinante  J  nach  ihren  Dimensionen  an- 
ordnet. Für  unseren  Fall  k  <  Ilna  ist  femer  Ju  linear  und  homogen 
in  den  Ua  nach  §  443;  also  etwa 

Ju  =  QiU^  +  g,t<g  -\ f-  q„^Um 

wobei  ij  von  niederer  Dimension  ist  als  (2Jna  —  w),  da  ja  jedes  fa 
mit  Ua  in  den  Gliedern  höchster  Dimension  übereinstimmt.  Setzt 
man  L  =  L^  -^  Z»,,  so  ist 

Ji^l7-  '  '  ^m)  ^-  i(^i,  •  •  •  ^m)       (modd.  /;,  f^j"-fm)j 

und  also  wird  für  jede  Wurzel  (£ia,  •  •  •  6na) 

Es  giebt  demnach  eine  Function  L  von  geringerer  als  der  {Zfia  —  m)**^° 
Dimension,  die  für  alle  Wurzeln  der  /*„  =  0  mit  der  Functionaldeter- 
minante übereinstimmt.  Nehmen  wir  diese  für  Q  in  (14)  an  und  be- 
denken, dass  auch  Da(5ia,  •  •  •)  =  JiXiay ' '  •)  ist  (§  463),  so  folgt  für 
diese  Function,  dass  jeder  der  Summanden  in  (14)  den  Werth  1  hat. 
also  ist  dafür  entgegen  dem  Jacobi 'sehen  Satze 

^  ^rÜly  ^  •  •  '  tmy) 

§465.  In  noch  anderer  Weise  zeigt  Liouville*)  die  Richtigkeit 
des  Satzes.  Er  stellt  die  Eliminante  RQs^)  von  fj^=  0,-  *  -  fm^=0  auf 
verschiedene  Arten  her,  indem  er  die  Wurzeln  gg,  Ss,---  &n  von  je  (m — 1) 
dieser  Gleichungen  immer  in  die  übrigbleibende  einsetzt  und  nach 
der  Poisson 'sehen  Methode  das  Product  der  Substitutionsresultate 
nimmt.    So  erhält  er  verschiedene  Formen  derselben  Function  i^  deren 


*)  J.  d.  M.  p.  e.  a.  6  (1841),  p.  345. 
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Yergleichung  ihm  dann  den  Jacobi 'sehen  Satz  liefert.  Derselbe  tritt 
bei  ihm  in  einer  scheinbar  grosseren  Allgemeinheit  auf;  seine  Formel 
lasst  sich  aber  ans  der  Jacobi'schen  leicht  ableiten*).  Sefzt  man 
nämlich  statt  fy^  das  Product  zweier  Functionen  ^-^  ein,  bezeich- 
net mit 

5   die  Wurzeln,  mit  Jq  die  Functionaldet.  von  /J,,  f^y  fzy' '  '  fm, 
V   f}  7}       j    n    ^1    V  ff  ff    fif  hf  hf'''fm 

und  bedenkt,  dass  das  frühere  J  durch  fo^i'i'fiJo  ersetzt  werden 
muss,  so  entsteht  aus  (14) 

Hier  ersetzt  man  dann  Q  noch  durch  QJq  und  kommt  zu  der  Liou- 
Y  i  11  e 'sehen  Formel 

V  ««1 » 


^ 


welche    sich   sonach    als    einfache   Folgerung   aus   der   Jacob i 'sehen 
ausweist. 

§  466.  Eine  sachliche  Erweiterung  giebt  Herr  W.  E  n  d :  ^^Algebraische 
Untersuchungen  über  Flächen  mit  gemeinschaftlicher  Curve'^,  Math. 
Ann.  35  (1890),  p.  82.  Er  weist  nach  (für  m  =  3),  dass  der  Jacobi'- 
sche  Satz  unter  gewissen  Bedingungen  auch  dann  gilt,  wenn  das  System 
der  Gleichungen  von  höherer  Stufe  ist,  falls  nur  die  Summation  auf 
diejenigen  Wurzeln  allein  ausgedehnt  wird,  welche  als  getrennte  Wurzel- 
punkte des  Oebildes  auftreten. 


Sechsundvierzigste  Vorlesung. 

Die  Kroneeker'sehe  Charakteristiken -Theorie. 
Die  qnadratisehen  Formen  Hermite's. 

§  467.  Der  Cauchy'sche  Satz  (§  34,  Bd.  I)  über  die  Anzahl  der 
innerhalb  einer  geschlossenen  einfachen  Curve  C=0  liegenden  Wurzel- 
punkte einer  Gleichung  f(/)  =  0  lässt  eine  bedeutende  Erweiterung 
zu,  wenn  man  ihn  nach  Einführung  von  ig  =  x-\-iy  und  f(/)'=^u(x,y) 
+  iv(^f  y)  =^0  so  auffasst,  dass  man  das  gegenseitige  Durchdringen 
der  drei  Curven   C=0,  m  =  0,  v  =  0  studirt.     Diese  Betrachtungen 


♦)  Kronecker,  1.  c.  p.  690. 


174  Sechsundvierzigste  Vorlesung  §  467—468. 

sind  von  Kronecker  angestellt  worden*).  Wir  wollen  sie  jetzt  in 
etwas  veränderter  Form  hier  wiedergeben. 

Es  seien  /J),  /i ,  •  •  •  fm  gegebene  (w  +  1)  ganze  Functionen  der 
Variablen  z^^  ^g,  •  •  •  ^w  niit  reellen  Coefficienten;  die  Ableitung  von  fa 
nach  Zfi  bezeichnen  wir  mit  faß-  Jede  der  Functionen  fa  möge  nur  für 
endliche  Werthe  der  Variablen  verschwinden;  dabei  wollen  wir  jedem 
fa  ein  solches  Vorzeichen  geben^  dass  für  unendlich  grosse  z  jedes  fa 
positiv  wird.  Diejenigen  Stellen,  in  denen  sgn/*a  =  —  1  ist,  nennen 
wir  das  Innere  des  Gebildes  fa  =  0.  Es  besteht  aus  einer  oder  aus 
mehreren  geschlossenen  Mannigfaltigkeiten  m^'  Dimension. 

Betrachten  vnr  zwei  solche  Gebilde  fa  =  0  und  /Jj  =  0,  dann 
sollen  diejenigen  Stellen,  in  denen  sgn  {fa-f^)  =^  —  1  ist,  als  Binnen- 
raum für  {faj  fpi)  aufgefasst  werden. 

Der  Bequemlichkeit  der  Formeln  wegen  führen  wir  noch  unbe- 
stimmte Elemente  /io,  /io,  •  •  -  fmo  ©in  und  benutzen  die  Determinante 

^  =  \fri\         (x  =  0,l,...m;  A  =  0,l,...m). 
Die  Ableitung  ^jr-=^Jx  ist  der  Functionaldeterminante  e^xvon  /i,--/'x_i, 

/x-fi,-'-/m  bis  auf  das  Vorzeichen  gleich;  wir  wollen  das  von  J« 
direct  gleich  dem  von  z/«  nehmen,  also  die  Functionaldeterminante 
mit  jdx  einfach  identificiren. 

Setzen  wir  alle  /*«  ==  0,  ausgenommen  /i  und  /*,  so  wird  dadurch 
zwischen  ^^,  z^,  •  •  -  Zm  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  bestimmt,  die  wir 
als  die  Linie  [hh]  oder  [kh]  je  nach  der  Richtung,  in  der  sie  durch- 
laufen wird,  bezeichnen  wollen.  Die  Richtung  stellen  wir  folgender- 
massen  fest:  Ist  (^i,  ^2; '  *  *  ^w»)  ^^^  Punkt  der  Linie,  dann  werden  die 
benachbarten  Punkte  auf  ihr  durch  Incremente  (dz^y  dz^,  •  •  •  dzm)  be- 
stimmt, für  die   das  Gleichungssystem 

(a  ==  0,  1,  •  •  •  m  ausser  h  und  Ic) 
gelten  muss.     Aus  diesem  Systeme  linearer  Gleichungen  folgt 

so  dass  gesetzt  werden  kann,  wenn  b  reell  und  unendlich  klein  ge- 
nommen wird. 


dZa  +  ^    ^z-    ^ir~ h  ^    Tsf 


-        ^fkO^fka  ^        ^^fkO^fka 


*)  Berl.  Ber.  1869  März  und  August;  1878  Februar. 
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Hiemach  giebt  es  zwei  verschiedene  Portschrittsrichtungen;  wir  wollen 
die  Curve  bezeichnen  mit 

[hJc]  bei  der  Fortschrittsrichtung  dza  =  £^  p>   r.^    ; 


[kh]      „         „  „  rf^a  =  £2 


^fkO^fka 


§  468.  Wir  untersuchen  nun  die  Schnittpunkte  von  [hk]  mit 
/i  =  0.  Ist  (£1,  •  •  •  tm)  ein  Schnittpunkt,  so  wird  fh{tir"  W  =  0,  und 
in  dem  benachbarten  Punkte  längs  der  Fortschrittsrichtung  [hk]  hat 
/i  den  Werth 


=  £*  p^r-  =  6*Z/^ 


Daraus  ersieht  man:  [hk]  tritt  bei  (5i,  •  •  •  &n)  in  das  Innere  von  /i, 
wenn  .<:::/«  negativ  ist,  und  in  das  Aeussere,  wenn  ^k  positiv  ist. 

Wir  nennen  einen  Punkt,  in  welchem  [hk]  beim  Passiren  von 
/i==0  in  den  Binnenraum  von  (fhyfk)  eintritt,  einen  Eintrittspunkt; 
einen  Punkt,  in  welchem  [hk]  beim  Passiren  von  ^  =  0  aus  dem 
Binnenraume  von  (/i,  /i)  heraustritt,  einen  Austrittspunkt  von  [hk]. 

Es  lässt  sich  leicht  feststellen,  wann  (g^,  £2,  •  •  •  Sm)  das  Eine  oder 
das  Andere  ist.  Tritt  [hk]  ins  Innere  von  /*  ==  0,  und  ist  dabei 
^n  fk{iij'  * '  im)  =  -\-  iy  so  haben  wir  einen  Eintrittspunkt;  ebenso 
wenn  [hk]  aus  fh=0  heraustritt,  und  wenn  dabei  sgn/i(J;i,--gm)=  —  1 
ist.     In  beiden  Fällen  wird  sgn^Jkfk  =  —  1. 

Umgekehrt  folgt  für  einen  Austrittspunkt  sgn  z/jt/i  =  +  1. 

Wir  setzen  der  Deutlichkeit  halber  noch  die  folgende  Uebersicht  her: 

Eintrittspunkte. 

sgn/;   =+1,   0,   -1;       sgn/i 1,   0,    +  1 

sgn  /i   ==  +1  ;       sgn  /;   =  —  1 

sgn  z/fc  =  —  1  ;       sgn  z/*  ==  +1 

sgnJkfk  =  —  1. 


Austrittspunkte, 
sgn/;    =+1,    0,   -1;       sgn/;    =-1,    0,    +1 
sgn  /;    =  —  1  ;       sgn  /;    =  +1 

sgn  ^*  =  —  1  ;       sgn  z/*  =  +1 

sgn  ^kfk  =  +  1. 
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Hieraus  kann  man  eine  Reihe  wichtiger  Schlüsse  ziehen. 

Auf  einen  Punkt  (ti,'''tm),  in  welchem  [hk]  ins  Innere  von 
/i=  0  tritt,  folgt  ein  Schnittpunkt  (5i,  •  •  •  Sm)  von  [hJc]  mit  /i  =  0, 
in  welchem  [hk]  aus  dem  Inneren  heraustritt,  und  umgekehrt.  Im 
ersten  ist  ^k  negativ,  im  zweiten  positiv;  da  die  Curve  [hk]  geschlossen 
ist,  weil  alle  /^^  =  0  ganz  im  Endlichen  liegen,  so  wird 

(1)  ^BgnJk^O 

(erstreckt  auf  alle  Schnitte  von  [äA:]  mit  /i  =  0). 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  Male,  in  denen  Eintrittspunkte  bei 
sgn  /Jk==  —  1  auftreten,  mit  5^,  und  bei  sgn  ^jt  =  +  1  mit  «g;  femer 
die  Anzahl  der  Austrittspunkte  bei  sgn  z^*  =  —  1  mit  a^,  und  bei 
sgn  z/jt  =  +  1  ^^^   ^7  dann  ist  nach  (1)  und  der  obigen  Tabelle 

§  469.  Verfolgen  wir  den  Lauf  von  [hk]  und  zählen  die  Ein- 
trittspunkte und  die  Austrittspunkte  in  den  Binnenraum  von  (/*a,  fk), 
die  beim  Schnitte  mit  /^  ==  0  statthaben,  dann  ist  die  Gesammtzahl 
bei  einem  vollständigen  Umlaufe  eine  gerade  Zahl,  f^  +  *2  "f"  "i  "h  ^  ^  ^ 
(mod.  2),  und  also  ist  auch 

(3)  («1  +  «,)  -  («1  +  0  =  2X 

eine  gerade  Zahl.  Die  Hälfte  derselben,  also  %,  nennen  wir  die  Cha- 
rakteristik des  Systems  der  Functionen  /J^,  fi^'-fm'^  dazu  sind 
wir  berechtigt,  weil,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  %  ^^^  jeder  Wahl 
von   Ä  und  k  denselben  Werth  besitzt. 

Aus  (3)  in  Verbindung  mit  (2)  folgt  sofort 

(4)  X  =  «1  —  «2  =  «2  —  «1  • 

Infolge  unserer  Tabelle  sehen  wir,  dass  dies  so  ausgesprochen  werden 
kann:  Es  ist 

(5)  Z  =  «2  —  «1  =^^g^  ^*; 

wenn  die  Summe  auf  alle  Punkte  (Si,--5m)  erstreckt  wird, 
in  denen 

(5*)        A<0;   /i  =  o,.../;_i  =  o, /i+i  =  0,.../'^  =  0 

ist;  oder  auch 

(6)  Z  =  ^1  —  «2  =2^  sgn  z/i, 

wenn  die  Summe  auf  alle  Punkte  (gi,  •  •  •  g»,)  erstreckt  wird, 
in  denen  man  hat: 

(6')       A>0;  /;  =  o,.../;.^,  =  o, /;4.i  =  o,...^  =  o. 
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Dafür  können  wir  auch  sagen:  Die  Charakteristik  von  f^y 
f\y'''fm  ist  gleich  dem  Ueberschuss  der  innerhalb  /"o  =  0  lie- 
genden Wurzeln  von  /i  =  0,  •  •  •  /"„^  =  0  mit  sgn  z/*  =  -|-  1  über 
diejenigen  mit  sgn  ^^  =  —  1;  oder  gleich  dem  Ueberschuss 
der  ausserhalb  gelegenen  mit  sgn  z/*  =  —  1  über  diejenigen 
mitsgnz/*=  +  l. 

Bei  dieser  Darstellung  von  %  nimmt  der  Index  h  keine  Ausnahme- 
stellung mehr  ein;  man  kann  ihn  daher  mit  jedem  anderen  vertauschen. 
Lässt  sich  also  noch  nachweisen,  dass  auch  h  und  h  untereinander  ver- 
tauscht werden  dürfen,  dann  ist  die  Constanz  der  Charakteristik  nach- 
gewiesen, denn  man  kann  dann  von  \hTi\  zu  [A'A:],  zu  [ÄA'J,  zu  [&'A'] 
und  endlich  zu  [A'ifc']  übergehen,  wobei  Ä',  h'  zwei  willkürliche  In- 
dices  sind. 

Dieser  Theil  des  Beweises  ist  aber  sehr  einfach  zu  führen.  Be- 
zeichnen wir  alle  Eintritte  der  [äA-]  in  den  Binnenraum  von  (/i,  /i) 
sowohl  beim  Schnitte  mit  /*  =  0  als  auch  bei  dem  mit  /i  =  0  der 
Reihe  nach  mit  E\  E"^  E"\  •  •  •  und  ebenso  die  Austritte  mit  A'y  A", 
A'"  y-  '  '  so  ist,  da  auf  jedes  E  ein  A  folgen  muss  und  umgekehrt,  die 
Summe  der  Anzahlen  hier  und  da  einander  gleich.  Die  E',  E" ,  •  •  • 
und  die  J.',  A"j  •  •  •  sind  nun  zunächst  solche,  bei  denen  /i  geschnit- 
ten wird;  diese  Anzahlen  sind  (tj  -|-  fg)  ^^d  (a^  -f-  a^);  und  weiter  solche, 
bei  denen  fk  geschnitten  wird;  diese  Anzahlen  seien  e  und  a.  Danach  ist 

^  +  (^1  +  ^a)  =  «  +  («1  +  «a); 

(7)  2%  =  (£i  +  «2)  —  («1  +  «a)  =  a  —  e. 

Rechnet  man,  wie  es  die  Regel  vorschreibt,  auf  [kh]  die  Eintritts-  und 
die  Austrittspunkte  bei  den  Schnitten  mit  /i  ==  0,  so  ist,  da  nun  die 
umgekehrte  Richtung  gilt,  jeder  Punkt,  der  unter  a  vorkam,  ein  Ein- 
trittspunkt und  jeder,  der  unter  e  vorkam,  ein  Austrittspunkt;  also 
zeigt  (7)  in  Verbindung  mit  (3)  die  Richtigkeit  des  Theorems. 

§  470.  Infolge  der  Tabelle  können  wir  die  Charakteristik  noch 
anders  deuten.  Auf  [hO]  ist  /"^  =  0, •  •  •  /i_i  =  0,  /*+ 1  =  0 , •  •  •  /),,  =  0; 
folglich  wird  in  den  Schnittpunkten  von  [äOJ  mit  /a  =  0  jedes  /'  gleich 
Null  ausser  /J,.  Jeder  Schnittpunkt  (g^,  Sa?  *  •  *  5m)  ist  also  ein  Wurzel- 
punkt für  das  System  fa  =  0  (a  =  1,2, •  -m).  Eintrittspunkte  sind 
diejenigen  unter  ihnen,  für  welche  sgn  ^^f^  =  —  1  ist,  Au^ritts- 
punkte  die,  für  welche  sgnz/o/J,  =  +  l  ist.  Die  Charakteristik 
ist  gleich  dem  doppelten  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Wurzel- 
punkte (5i,--5m),  für  welche  8gn^Q/Jj  =  — 1  über  die,  für  welche 
8g^  ^ofo  =  +  1  wird. 

>^etto,  Algebra.  IL  12 
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Wenn  man  ferner  statt  der  Function  /j,  das  Product  f^d^  nimmt, 
dann  ist  die  Charakteristik  der  Functionen 

gleich  dem  doppelten  Ueberschuss  der  im  Innern  von  /"o  =  0 
gelegenen  Punkte  (Si,  •  •  •  5m)  über  die  im  Aeusseren  gelegenen 
Punkte. 

Wenn  weiter  der  Bereich  f^  einen  anderen  Bereich  g^  vollständig 
einschliesst,  so  wird  die  Anzahl  der  zwischen  beiden  Umgrenzungen  f^ 
und  g^  gelegenen  Punkte  {ti,-  -  -  Sm)  durch  die  Differenz  der  beiden 
Charakteristiken  von 

(^o/i;  fiy  fiy'-'  U)     ^^^  ^On     {^^g^,  fi,  fiy"'fm) 

gegeben. 

Endlich  können  wir  auch  noch  Bn  die  Stelle  von  sgn^kft  setzen 


sgn 


fo 

^l 

'    •    •    /otm 

fr 

fn 

•    •    •    /im 

fm 

fml 

•   •   •   fmm 

=  sgnD, 


da  ja  in  jedem  Schnittpunkte  von  \hh'\  mit  fk  =  0  alle  f  mit  Ausnahme 
von  fk  gleich  Null  werden.  Ist  also  für  ein  (ti ,  •  •  •  Sm)  das  sgn  D  = 
—  1,  so  ist  der  Punkt  ein  Eintrittspunkt;  ist  sgnD  gleich  -|-  1,  so  ist 
er  ein  Austrittspunkt.     Folglich  ist  auch 

(8)  2x  =  -^  sgn  D 

(erstreckt  auf  alle  Punkte,  in  denen  die  f=0  werden,  ausser  /i). 

Aus  der  Constanz  der  Charakteristik  folgt,  dass  (8)  denselben  Werth 
besitzt,  was  auch  immer  für  ein  Index  k  genommen  wird. 

Die  gleich  im  ersten  Paragraphen  dieser  Vorlesung  gemachte  An- 
nahme, dass  alle  f=0  ganz  im  Endlichen  verlaufen,  ist  für  die  ge- 
machten Schlussfolgerungen  eine  wesentliche  Voraussetzung,  da  ja  alle 
Curven  [ää]  geschlossene  Curven  sein  müssen.  Sobald  man  aber  die 
Formel  (5)  anwendet,  welche  nur  die  Punkte  im  Innern  von  /*  =  0 
benutzt,  kann  man  die  geschlossenen  Theile  der  Curven  [hk],  welche 
in  /i  >  0  verlaufen,  auch  durch  ungeschlossene  Theile  in  /*  >  0  er- 
setzen; denn  diese  üben  ja  bei  dieser  Formel  keinen  Einfluss  aus. 

§  471.  Der  Satz  über  die  Constanz  der  als  Charakteristik  erklarten 
Zahl  gehört  in  die  Reihe  der  Theoreme  der  Lagen-Geometrie  und  muss 
als  solcher  rein  anschauliche  Beweise  zulassen.  Dies  ist  auch  wirklich 
der  Fall,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen.  Dabei  benutzen  wir  den  In- 
ductionsschluss. 
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Es  sei  zunächst  m  =  2,  und  f^^  f^,  f^  seien  die  gegebenen  Func- 
tionen. Wir  betrachten  einen  Binnenraum  B  von  (/i,  f^,  der  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgenden  Schnittpunkten  S^  und  8^  von  /i  =  0,  ^  =  0 
gelegen  ist.  Dabei  mögen  den  /i  =  0,  /"g  =  0  beliebige  Fortschritts- 
richtungen zuertheilt  sein.  Dann  hat  S^,  als  auf  fi  =  0  gelegen,  einen 
bestimmten  Charakter  ^i  =  +  1  hinsichtlich  des  Ein-  oder  Austrittes 
in  (/Jj,  ^j);  ebenso  /S^,  als  auf  fi  =  0  gelegen,  einen  solchen  yt^  =  +  l 
hinsichtlich  (/q,  f^).  Nun  wird  fo  =  0  die  Begrenzung  des  Raumes  B 
eine  gerade  Anzahl  von  Malen  treffen;  also  ist  die  Zahl  der  Schnitte 
mit  f[  =  0  congruent  der  mit  /i  =  0  (mod.  2).  Jeder  zwischen  S^ 
und  S^  belegene  Schnittpunkt  auf  f^  ändert  aber  jc^'^  ähnliche  Aende- 
rung  ruft  jeder  Schnittpunkt  auf  f^  für  jTg  hervor.  Da  beidemale  die 
Zahl  der  Schnitte  congruent  (mod.  2)  ist,  so  werden  beide  Charaktere 
gleichzeitig  geändert,  oder  sie  bleiben  gleichzeitig  ungeändert.  Zählt 
man  also  die  ä  in  dieser  Weise  auf  den  ganzen  Curven  /i  =  0  und  auf 
/^  =  0,  so  findet  man  gleiche  absolute  Werthe  für  %}  gleichgültig  ob 
man  auf  /i  =  0  oder  auf  /"^  =  0  die  Zählung  vornimmt.  Giebt  man 
also  an  einem  beliebigen  Schnittpunkte  etwa  S^  den  Curven  /i  =  0, 
f^  =  Q  solche  Richtungen,  dass  n^  =  tc^  wird,  dann  sind  die  %  auf 
beiden  Curven  gerechnet  auch  unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens 
identisch. 

Nimmt  man  endlich  ^  =  0  mit  /i  =  0  zusammen ,  so  folgt 
Gleiches;  und  daraus  schliesst  man  dann,  dass  die  Richtung,  die  dem 
/Jj  ertheilt  werden  muss,  unabhängig  davon  ist,  ob  man  /i  =  0  bei  der 
Bestimmung  derselben  zu  Hülfe  nimmt,  oder  f^  =  Q.  — 

Für  {ni  +  1)  Functionen  foy  fi,-  -  •  fm+i  kann  man  jetzt  die  Frage 
unmittelbar  auf  die  för  m  Functionen  zurückführen.  Studirt  man  die 
Schnitte  von  [hJc\  mit  fh==^}  fk  =  0,  so  reicht  es  aus  aus,  von  der 
gesammten  Figuration  nur  „die  Schnitte"  z.  B.  mit  /o  =  0  zu  betrach- 
ten. Diese  bilden  genau  die  zu  m  Functionen  gehörige  Figur,  nur 
in  der  Mannigfaltigkeit  /J,  =  0  aufgefasst.  Da  sieht  man  dann  sofort 
die  Gültigkeit  des  allgemeinen  Satzes  ein. 

§  472.  Wir  wollen  nun  eine  Anwendung  der  bisherigen  allge- 
meinen Theorien  geben. 

Es  sei  m  =  2n.  Wir  verstehen  unter  den  F  ganze  reelle  Func- 
tionen und  setzen 

(«  =  l,2,...n), 

80  dass  die   /i,  f^,  -  • '  fiu    reelle  Functionen  von  2w  reellen  Variablen 
sind.     Nun  ist 

12* 


Cl 
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dF^ 


^(^/*  +  »^n+/^)  ^^fi 


dz. 


»+/» 


dz, 


dz. 


dL 


dz^_i^o  "^  dz. 


'«+/? 


+ 


'n+/? 


und  die  Fuactionaldeterminante  J^  nimmt  die  Gestalt  an 


»11 

»12 

»18 

»14    •         • 

»12 

»11 

»14 

»13         •    • 

»81 

»82 

»88 

»34    •    ■    • 

»32 

• 

»31 

1              • 

»84 

•              •              • 

»38    •    •    • 

•              •              • 

•                 1 

1  • 

1                         •  1           • 

Zur  ersten  Spalte  addiren  wir  die  zweite  mit  i  multiplieirte;  ebenso 
zur  dritten  die  mit  i  multiplieirte  vierte,  u.  s.  w.;  subtrahiren  dann 
von  der  zweiten  Zeile  die  mit  i  multiplieirte  erste,  von  der  vierten  die 
mit  i  multiplieirte  dritte,  u.  s.  w.     Hierdurch  entsteht 


«11 

-\- 

»«IS 

»12 

0 

«ti 

—  ia^g  ■  •  • 

Ojl 

+ 

t«SJ 

»38         •  •  • 

• 

0 

• 

•                  • 

«Sl 

• 

—  iaasj  •  •  • 

addiren  wir  dann  zur  ersten  Zeile  die  mit  ~.  multiplieirte  zweite,  u.  s.  f. 

und  subtrahiren  von  der  zweiten  Spalte  die  mit  — .  multiplieirte  erste, 
u.  s.  f.,  dann  bekommen  wir 


»11  +   i»18 

0       .  • . 

0           Oji —  ia^  •  •  • 

»81  +  *»32               0             ■   .   . 

0           «81       ia^^  •  •  • 

«11 

■f  ittisj,  .  •  •  1 



»11           ^»12? 

«    •    ■ 

«81 

• 

4-  **»82;   •   • 

• 

»31           ^»82? 

•       •       •       • 

•    •    • 
•       • 

Es  ist  also  ^Q  in  diesem  Falle  die  Summe  zweier  Quadrate  und  daher 
niemals  negativ.  Schon  daraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Functionen  fa 
unseren  Bedingungen  nicht  entsprechen.  Denn  es  wird  «^  =  f ^  ==  0, 
und  also  nach  (2)  auch  a^  =  8^  =  0.  Wir  können  uns  aber  auch 
direct  davon  überzeugen,  dass  jedes  /"  =  0  sich  ins  Unendliche  erstreckt. 
Geben    wir    den    z^  -|-  iiSn-\.iy  •  •  •  ^/i  +  iss%n    beliebige    endliche    fest^ 
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Werthe,  und  lassen  den  absoluten  Betrag  yon  (01  -f-  ^'^n+i)  ins  Unend- 
liche wachsen,  dann  geht  jedes  Fa  in  ein  (^ +  -ßO(^i~l"^^»+0*  über, 
wenn  x  den  höchsten  TorkomiD  enden  Exponenten  bedeutet.     Es  ist 

=  {AU—BV)  +  i{BU+Ar), 

Die  Gleichungen  U{tj  1)  =  0,  V{ty  1)  =  0  sind  aber  direct  unter  dem 
Biehler 'sehen  Satze  (§  209,  Bd.  I)  enthalten,  und  daraus  folgt,  dass 
sowohl  sie  selbst  als  auch,  weil  die  Wurzeln  von  U  =  0  und  F=0 
sich  gegenseitig  trennen, 

AU—Br=Oy  BU+Är=o 

reelle  Wurzeln  t  haben;  d.  h,  fa  =  0  und  fa^n  =  0  erstrecken  sich 
ins  Unendliche. 

Wir  wollen  weiter  annehmen,  dass  die  Glieder  höchster  Dimension 
in  den  /'„,  gleich  Null  gesetzt,  kein  Gleichungssystem  mit  gemeinsamen 
Wurzeln  ergeben.  Dann  kann  man  für  die  absoluten  Beträge  der 
^i,'-'^in  eine  Grenze  Qq  angeben,  oberhalb  deren  das  System  fa='0 
keine  Wurzel  mehr  besitzt.     Um  dies  zu  zeigen,  setzen  wir 

und  nach  Dimensionen  geordnet 

Dann  haben  die  9«  =  0  kein  gemeinsames  Wurzelsystem  w,  und  also 
sinkt    //9a^    nicht   unter   einen    endlichen   positiven   Werth.     Bilden 

wir  also 

/"«(^i.  •  •  •  ^2«) 


Q^a 


=29a'  +  jV,-\-^W,-\- 


so  kann  das  erste  Glied  rechts  nicht  unter  einen  endlichen  positiven 
Werth  abnehmen.  Für  W^y  ^2;  •  *  •  ^^Tin  man  leicht  obere  Grenzen 
angeben,  indem  man  alle  u  =  1  setzt  und  alle  Coefficienten  durch  die 
grössten  absoluten  Werthe  ersetzt,  die  sie  erreichen  dürfen.  Danach 
lässt  sich  dann  Qq  so  bestimmen,  dass  für  Q^Qo  die  rechte  Seite  von 
Null  verschieden  bleibt,  und  Qq  ist  somit  die  gewünschte  Grenze. 

Nehmen  wir  also  ein  /o(^i,  •  •  •  02n)  =  0,  welches  ganz  im  Aeusseren 
der  Fläche  Zzx^  —  Qq^  =  0  verläuft,  so  können  wir,  ohne  die  Wurzel- 
anzahl von  /'j  =  0,  •  •  /i«  =  0  innerhalb  fo  =  0  zu  beeinflussen,  alle 
/i,  •  •  •   ausserhalb   /"o  =  0   durch   geschlossene   Stücke   ersetzt   denken. 

Dann  erst  gelten  die  Formeln  (5),  (5*)  für  Ä  =  0,  da  sie  sich 
nur  auf  Gonfigurationen  innerhalb  des  Gebietes  /i  =■  0  beziehen.     Das 


182  Sechßundvierzigste  Vorlesung  §  472—474. 

Ergebniss,  dass  ^q>0  ist,  gilt  also  auch  nur  für  sie.    In  /J)<0  giebt 
es  daher  nur  Eintrittspunkte,  d.  h.  die  Charakteristik  x=f2  gi^ht 
direct  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  von  /"^  =  0, . .  •  /i»  =  0. 
Wir  wollen  jetzt  die  Beschaflfenheit  der  durch 

auf  /"q  herausgeschnittenen  Punkte  untersuchen.  Geht  man  auf  [AO] 
vom  Aeusseren  /^  >  0  kommend  beim  Punkte  P  in  das  Gebiet  /i  <  0 
hinein,  und  trifft  man  auf  [AO]  bei  Q  den  ersten  Schnittpunkt  von  [AO] 
mit  f\  =  0,  so  muss,  da  Q  ein  Eintrittspunkt  ist,  nach  der  Tabelle  /i 
vom  Negativen  ins  Positive  gehen;  folglich  liegt  P  im  Bereiche  A<0, 
und  da  [OA]  die  entgegengesetzte  Richtung  hat,  so  tritt  [OA]  bei  P 
aus  ^  <  0  in  /J,  >  0,  d.  h.  P  ist  auf  [OA]  ein  Eintrittspunkt. 

Geht  man  femer  auf  [AOJ  vom  Inneren  /J)<0  kommend  beim  Punkte 
S  aus  dem  Gebiete  ^  <  0  heraus,  und  ist  R  der  letzte  vorhergehende 
Schnittpunkt  von  |A0]  mit  /i  =  0,  so  ist  auch  hier  wieder,  da  It  ein 
Eintrittspunkt  ist,  [AO]  aus  fh<i()  in  /*a  >  0  getreten,  und  S  liegt 
deshalb  in  f\  >  0.  Deshalb  tritt  [OA]  bei  S  in  der  Richtung  RS 
betrachtet  innerhalb  /a  >  0  aus  /o  >  0  in  /"o  <  0;  S  ist  also  nach  der 
Tabelle  ein  Eintrittspunkt.  Folglich  giebt  es  auf  ^  =  0  an  Schnitten 
mit  einem  beliebigen  Systeme  von  (2n  —  1)  der  f=0  nur  Eintritts- 
punkte. Nun  ist  die  Anzahl  derselben  gleich  2%-  Also  folgt:  Inner- 
halb /"o  =  0  und  ebenso  auf  /*o  =  0  giebt  es  nur  Eintritts- 
punkte,  und  zwar  liegen  auf  /J,  =  0  doppelt  so  viel  Schnitt- 
punkte mit  jeder  durch  Ausschluss  einer  der  übrigen  Func- 
tionen fx  gebildeten  Linien,  als. im  Inneren  Schnittpunkte  der 
fi)fi}"  vorhanden  sind. 

§  473.  Wir  kehren  zu  dem  allgemeinen  Falle  willkürlicher  /J^, 
fij' ' '  fm  zurück,  die  nur  den  oben  aufgestellten  Bedingungen  zu  ge- 
nügen haben.  Gehen  wir  durch  Variation  der  Constanten  von  jenem 
ersten  Systeme  zu  einem  zweiten  über,  so  kann  die  Variation  stets  so 
vorgenommen  werden,  dass  man  zunächst  eine  der  Functionen  in  die 
neue  Form  überführt,  während  die  übrigen  ungeändert  bleiben;  dann 
mit  einer  zweiten  ebenso  verfährt,  u.  s.  f.  Auf  diese  Weise  kann  man 
am  Einfachsten  übersehen,  wie  die  Charakteristik  des  Systems  sich 
ändert.  Nach  Formel  (5)  ist  %  =^,  sgn  ^^ ,  ausgedehnt  über  die 
Stellen,  an  denen  alle  fa=0  sind,  ausgenommen  /]t,  welches  negativ  ist. 
Bei  festen  fa  und  variirtem  ft  kann  in  jenem  Ausdrucke,  in  welchem 
ja  dann  auch  z/jt  für  jedes  System  (5i;  *  •  •  tm)  constant  ist,  %  sich  nur 
dann  ändern,  wenn  einer  der  Punkte  (5i ,  ■  •  •  fw)  bei  der  Variation  von 
fk  aus  dem  Gebiete  /*  <  0  in  das  Gebiet  /i  >  0  tritt,  oder  umgekehrt. 
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Dabei  muss  das  Gebilde  fk  =  0  den  Punkt  (5i,'--tm)  überschritten 
haben  ^  d.  h.  es  müssen  gleichzeitig  alle  (m  -|-  1)  Functionen  f^  gleich 
Null  geworden  sein.  Da  Gleiches  für  alle  anderen  Functionen  gilt,  so 
haben  wir  den  Satz:  Die  Charakteristik  kann  bei  Variation  der 
Functionen  f  nur  dann  eine  Aenderung  erfahren,  wenn  ein 
System  von  Functionen  passirt  wird,  welche  sämmtlich  für 
ein  und  dasselbe  Werthsystem  (Ji,  •  •  •  Sm)  verschwinden.  Je- 
nachdem  dabei 

\f.x\         («»A-O,!,...»»;/;«»/;) 

aus  dem  Positiven  ins  Negative  übergeht  oder  umgekehrt, 
nimmt  die  Charakteristik  um  eine  Einheit  zu  oder  ab,  wenn 
nicht  etwa  die  passirte  Stelle  singulär  ist. 

§  474.  Nach  diesen  Resultaten  ändert  sich  in  unserem  Beispiele 
von  §  472  die  Charakteristik  nicht,  wenn  wir  bei  hinreichend  hoch 
gewähltem  Qq  die  Coefficienten  der  f  um  endliche  Grössen  variiren,  die 
einen  gegebenen  Betrag  nicht  überschreiten.  Da  in  diesem  Falle  die 
Charakteristik  zugleich  die   Anzahl  der  Wurzeln  der  Gleichungen 

ergiebt,  so  bleibt  auch  sie  ungeändert,  wenn  man  die  Functionen  für 
a  =  1,  2 y'"  (w —  1)  auf  ihre  Glieder  höchster  Dimensionen  beschränkt. 
Liefern  dann  diese  homogenen  Gleichungen  q  Werthsysteme  für  die 
Verhältnisse  der  (;ß^o  +  «;ßftt  +  »)  untereinander,  und  trägt  man  diese  in 
die  letzte  Gleichung  ein,  deren  Dimension  t  sein  mag,  so  folgt  sofort, 
dass  das  System  der  Fa==0  genau  qt  Wurzeln  besitzt.  Ist  der 
Bezout'sche  Satz  also  für  (n  —  1)  Gleichungen  schon  bewiesen,  so 
gilt  er  hiernach  auch  für  n  Gleichungen. 

Im  Falle  w  =  1  genügt  es,  die  Function  F^  in  {z^  +  ie^*  -)-  a  =  0 
zu  verwandeln,  um  direct  zu  dem  Fundamentaltheorem  der  Theorie  der 
algebraischen  Gleichungen  zu  gelangen.  Hierdurch  wird  das  eigent- 
liche Wesen  des  vierten  Gauss'schen  Beweises  dargelegt,  indem  gezeigt 
wird,  dass  für  die  zwei  durch  irgend  eine  algebraische  Gleichung 
F^{b^  -^10^  =  0  dargestellten  Curvensysteme  f=0  die  Configuration  in 
Bezug  auf  deren  Schnittpunkte  innerhalb  eines  hinreichend  gross  ge- 
wählten Kreises  nicht  anders  ist,  wie  für  diejenigen  Curvensysteme, 
welche  aus  einer  binomischen  Gleichung  desselben  Grades  hervorgehen. 
Man  kann  es  übrigens  an  Gauss'  Deductionen  selbst  erkennen,  dass 
dabei  eigentlich  nur  die  höchste  Potenz  von  (z^  -(-  ^^a)  ^^^  ^^^  ^^^ 
Coefficienten  der  übrigen  Glieder  der  Gleichung  nur  die  Eigenschaft 
in  Betracht   gezogen   wird,   dass   ihre  absoluten  Werthe   unter  einer 
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gewissen  Grenze  liegen,  so  dass  eine  dabei  zulässige  Yeiündening  der 
Coefficienten  die  Deduction  nicht  berührt*). 

§  475.  In  engem  Zusammenhange  mit  dieser  Theorie  steht  eine 
Erweiterung  der  früher  behandelten  (Vorles.  20;  §  228  ff.,  Bd.  I)  Theo- 
reme von  Hermite,  welche  dieser  selbst  angedeutet  hat**).  Die 
hierzu  nöthigen  Erwägungen  sind  nicht  sehr  von  jenen  früheren  ver- 
schieden, so  dass  wir  kürzer  sein  und  gleich,  von  allgemeinen  Formeln 
absehend,  die  interessantesten  und  wichtigsten  Specialfälle  behandeln 
können. 

Die  m  Gleichungen 

(9)  fa(ji„  e„  ■ .  ■  e„)  =  0        (a=l,2,.-.m) 

zwischen  den  m  Unbekannten  ^'i,  •  •  •  ^m  mögen  k  endliche  Wurzeln 
(tiQf  tiQ7 '  '  '  tm^)  haben,  p  =  1,  2,  •  •  •  Ä,  deren  Anzahl  nicht  nothwen- 
dig  gleich  dem  Producte  der  Dimensionen  von  fuf^j---  ist.  Bei  diesen 
Wurzeln  können  einige  Goordinaten  reell,  andere  complex  sein;  unter 
einer  reellen  Wurzel  verstehen  wir  eine  solche,  die  nur  reelle  Goordi- 
naten hat;  conjugirt  complexe  Wurzeln  sind  solche  von  einander  ver- 
schiedene Wurzeln,  von  denen  jede  in  die  andere  übergeht,  wenn  man 
in  allen  Goordinaten  +  i  durch  —  i  ersetzt.  Bei  Gleichungen  mit  reellen 
Goordinaten  kommen  conjugirt  complexe  Wurzeln  gleichzeitig  vor. 

Wir  nehmen  als  Unbestimmte  einer  quadratischen  Form  m^,  w^,  ■  •  Uk-\ 
an,  bezeichnen  mit  ^(^i ,  •  •  •  xr„,;  t)  eine  ganze  Function  der  s  und  des  /, 
welche  bei  unbestimmtem  t  für  keine  Wurzel  (J^i^,--5mp)  verschwindet, 
und  mit  I3{z^j"-Zn^  eine  ganze  Function  der  jgr,  welche  für  alle  k  Wur- 
zeln voneinander  verschiedene  Werte  annimmt;  dann  setzen  wir 

k 

Zur  Bestimmung  des  Ranges  dieser  quadratischen  Form  (§  166,  Bd.  I) 
und  zugleich,  um  sie  in  ein  Aggregat  von  Quadraten  zu  verwandeln, 
bilden  wir  für  g  =  Ä,  k  —  1,  •  •  •  1  die  symmetrische  Summe 

(11)  z/,  =  S(^a,„...;0-K5i.,"-;0); 

i  1  ^(£i9r-)-^'"'(Si9,-) 

•)  Kronecker,  1.  c,  1878  Febr.,  p.  161. 
♦*)  C.  R.  36  (1859),  p.  294. 


Kronecker' sehe  Cliarakteristiken-Theorie.  Die  quadratiBchen  Formen  Hennite*8.  185 
insbesondere  wird 

k 

(11-)      J,'=-YIt(t,„  ■•■;  t)]J[u>(ti<,r  ■  •)  -  i5(gi^,. . .)?; 

^=0  er,/* 

dies  ist  nach  unseren  Voraussetzungen  von  Null  veracliieden ;  also  ist 
(f  vom  Range  Je,  d.  h.  in  eine  Summe  von  nicht  weniger  als  k  Quadra- 
ten transformirbar.     Eine  solche  Darstellung  wird   im  regulären  Falle 

Kommt  es  darauf  an^  die  z/  als  von  t  abhängig  zu  kennzeichnen^  dann 
schreiben  wir  ^^{t),  ^^{t),  •  •  •  . 

Die  Signatur  von  q>  wird  dabei  durch  die  Differenz  der  Anzahl 
der  positiven  und  der  negativen  CoefBcienten,  P{()  und  ^(0;  ^^  (12) 
bestimmt;  bezeichnen  wir  sie  mit  S{t),  so  ist 

P(0  —  N{t)  =  S{t) ;    P(0  +  N{t)  =  fc. 

Es  bleibt  Sif)  von  der  Art  der  Darstellung  der  Form  q>  als  Aggregat 
von  Quadraten  unabhängig.  Genau  wie  in  §  229,  Bd.  I  folgt  daher: 
Die  Signatur  von  9>(w,  0  ^^^ 

(13)  S{t)=^^pi^{l,,,-^^l„,,',t) 

(erstreckt  über'  alle  reellen  Wurzeln  der  fa  =  0). 

P(f)  ist  die  Summe  aus  der  Anzahl  der  Paare  complexer  Wur- 
zeln und  der  Anzahl  der  reellen,  für  die  sgn  ^  =  -f-  1  ist;  S(t) 
die  Summe  aus  der  Anzahl  der  Paare  complexer  Wurzeln  und 
der  Anzahl  der  reellen,  für  die  sgn  ^  =  —  1  ist. 
Ist  ^  >  t^,  dann  giebt 

pih)  -  m) 

den  Ueberschuss  der  Anzahl  reeller  Wurzeln,  für  die 
88°^(5ip>  •  •  •  5m^;  ^i)  =  1  ist,  über  die  Anzahl  derjenigen,  für 
die  sgn^(£;ip,  •  •  •  g„,^;  t^)  =  1  wird. 

§  476.    Wir  tragen  zunächst  ^  =  1  in  (10)  ein.     Dadurch  wird 

fp=^UaUß8a^ßy       z/i=  l^^  +  r  i  (fi,  V  =  0,  1 ,  •  •  •  A  —  1)  , 

falls  wir  unter  8^  die  Summe  der  x*®°  Potenzen  aller  Werthe  von 
oi(5i^,  •••)  verstehen.  Hier  ist  stets  sgn^=  +  1;  folglich  wird  nach 
(13)  S  gleich  der  Anzahl  aller  reellen  Wurzeln,  d.  h.:  Die  Anzahl 
der  reellen  Wurzeln  ist  P — N,  wobei  P  die  Anzahl  der  Zei- 
chenfolgen, N  diejenige  der  Zeichenwechsel  in 

1,    ^1,   -^8,   •  •  •   dk 
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bedeutet.  Es  ist  dies  genau  derselbe  Satz^  der  für  eine  Variable 
abgeleitet  wurde.  — 

An  zweiter  Stelle  setzen  wir 

H^i  r"  ^m]  t2)  =  (^1  -  6i)(^i  -  60  •  •  •  (^-  -  M  >     ^^^  ^'^ ' 

wobei  jedes  at  kleiner  als  das  entsprechende  bk  sein  soll.  Dann  giebt 
P(^i)  —  -P(^)  den  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Wurzeln,  für 
welche 

ist,  über  die  Anzahl  derer,  für  welche 

(Sif  -  6i)(fif  -&»)•••  (&»f  -  M  >  0 

wird,  um  dieses  Resultat  weiter  ausnützen  zu  können,  müssen 
wir  folgende  Betrachtungen  anstellen,  die  ihrer  Natur  nach  in  die 
Geometrie  der  Lage  gehören. 

Es  seien  in  einem  m-fach  ausgedehnten  Räume  JS^,  JS^,  •  -  -  J^m  die 
m  Coordinaten  eines  Punktes;  femer  seien  a^  und  \  (><^i)  zwei  Spe- 
cialwerthe  von  g^,  ebenso  Oj  und  ig  (>  Oj)  zwei  solche  von  z^  u.  s.  f. 
Es  soll  femer  y^  einen  der  beiden  Werthe  a^,  6^  bezeichnen,  y^  einen 
der  beiden  Werthe  o^,  63  u.  s.  f.     Dann  gilt  es  2™  Ausdrücke 

^  =  (^1  —  yiX^i  -yi)'"  (^m  —  ym), 

je  nach  der  Wahl  der  einzelnen  y. 

Femer  sei  (gj^,  £a?? ' ' '  &np)  ^^^  P  ^  1;  2,  •  •  •  eine  willkürliche 
Zahl  von  willkürlich  im  Räume  vertheilten  Punkten,  wobei  nur  kein  ta^ 
mit  üa  und  ba  zusammenfallen  soll.     Wir  bilden  alle 

^g^HiiQ7  Sap,  •  •  •  Uq]  ru yi>"' ym), 

behalten  nur  die  positiven  bei  und  multipliciren  ein  jedes  dieser  sgn 
mit  +  1  oder  —  1 ,  jenachdem  unter  den  yi,  y^,  -  -  -  ym  ©ine  gerade 
oder  eine  ungerade  Anzahl  von  Werthen  b  vorkommt.      Die  Summe 

1  I 

(1^)  ^;;r=:T^±8gn^(gip,---emp-,  yi,'-ym) 

(y) 

erstreckt   über   alle  2"*    Combinationen   der  y  ist   gleich  der 

Anzahl  derjenigen  Punkte  (gi^,  •  •  •  gm^),  für  welche 

wird.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  irgend  ein  ^,  dessen 
sgn  =  -|-  1  ist.  In  ihm  möge  etwa  fix  <  «x  oder  auch  ^ix  >  6x  sein« 
Dann  ändert  sich  das  sgn  nicht,  wenn  man  den  vorkommenden  Werth 
ttx  oder  bx  von  y»  durch  den  anderen  6«  oder  a«  ersetzt,  wohl  aber  ändert 
sich  das  Vorzeichen  vor  dem  sgn;  beide  Glieder  der  Summe  zerstören 
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sich  also.  Ebenso  ordnen  sich  alle  anderen^  bei  denen  mindestens  ein 
5ix<öx  oder  >6x  ist,  zu  je  zweien  einander  zu,  die  sich  zerstören. 
Es  bleiben  also  nur  die  Punkte  zurück,  deren  Goordinaten  sämmtlich 
den  Bedingungen  (15)  genügen.  Hier  ist  {ss^  —  Oj)  •  •  •  {Zm  —  «»»)  posi- 
tiv, und  ebenso  jedes  Product,  bei  dem  eine  gerade  Anzahl  der  a  durch 
die  entsprechenden  h  ersetzt  ist.  Alle  erhalten  ein  -f~  Zeichen  Yor  das 
sgn.     Es  sind  also  die  einzigen,  die  in  (14)  zählen;   solcher  giebt  es 

2^~^,  nämlich  1  -f-  (T)  +  (?)  +  •  *  *  5  ^^^  damit  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 

Setzen  wir  nun  direct  unser  jetziges  ^  in  die  obigen  Formeln  ein, 
so  erhalten  wir  den  Satz:  Die  Anzahl  aller  Wurzeln  von  (9), 
welche  die  Bedingungen  (15)  befriedigen,  wird  durch  die  An- 
zahl (14)  geliefert. 

Für  m  =  2  und  w  =  3  stellt  sich  dies  folgendermassen :  Ver- 
wandelt man 

h 

in  eine  Summe  von  Quadraten  und  bezeichnet  mit  ^(^1,^2) 
die  Anzahl  der  positiven  Summanden,  dann  giebt 

I  \.n<h,  <h)-Pi<h,  h)  -  p(h,  o  +  pQ>i,  h)] 

die    Anzahl    derjenigen    reellen   Wurzeln   von    f^  =  0,   /i  =  0, 
welche   in    dem    Rechtecke    mit    den    Ecken    («i,  Og);    (a^,  feg); 
(6i,  0^)5  (61,  6g)  liegen.  — 
Verwandelt  man 


in  eine  Summe  von  Quadraten  und  bezeichnet  mit  ^^(^1,^2,^8) 
die  Anzahl  der  positiven  Glieder  unter  ihnen,  dann  giebt 

+  PQ>,,  a,,  63)  +  P(6„  fe„  Ö3)  -  P(fe„  fe„  63)] 

die    Anzahl     derjenigen  ra,.6yij/ _/>.».*; 

reellen  Wurzeln  von 

welche   in  dem  Paralle- 

lepipedon  mit  den  Ecken  '""^''''  ""■■'s'" 
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(»1,   ^27   h)7      (Pu   «2?   ^3)7       (^7   *27   «3)7      (^17   ^27   ^s) 

liegen. 

§  477.  Wir  können  auch  die  allgemeine  Form  (10)  direct  zu  den 
Untersuchungen  über  die  Charakteristik  von  Functionensystemen  in 
Beziehung  setzen.  Trägt  man  nämlich  statt  ^(^|,  •  •  •  jer,„',  ^)  in  (10) 
und  in  (13)  ein  /J)^07  ^^  ^o  ^^®  gleiche  Bedeutung  hat,  wie  in  den 
ersten  Paragraphen  dieser  Vorlesung,  dann  zeigt  (13),  dass  die  Signatur 
S  den  Ueberschuss  derjenigen  Wurzeln  von  /*„  =  0,  für  welche 
sgafQ^Q= —  1  ist,  über  diejenigen  angiebt,  für  welche  sgn/'Q^Q  =  +l 
ist.  Nach  §  470  hat  dies  den  Werth  der  halben  Charakteristik  des 
Functionensystems  /*q,  fi,  - '  -  fm-     Es  gilt  demnach  die  Gleichung 

2x  =  P-N, 

durch  welche  die  Bestimmung  der  Charakteristik  eines  Func- 
tionensystems auf  die  Untersuchung  einer  quadratischen 
Form  reducirt  wird.  Hierdurch  wird  also  eine  wesentliche  Lücke, 
die  bei  unserer  Darstellung  der  Kroneckerschen  Theorie  offen  blieb, 
in  einfacher  Weise  durch  die  Hermite 'sehen  Betrachtungen  ausgefüllt. 


Siebeaundvierzigste  Vorlesung. 
Die  AaflSsang  linearer  Gleichungen. 

§  478.  Wir  wollen  als  Anhang  zu  der  Theorie  mehrerer  Glei- 
chungen mit  mehreren  Unbekannten  den  einfachen  Fall  linearer  Glei- 
chungen behandeln.  Das  erscheint  deshalb  nicht  unangebracht,  weil 
noch  vielfach  in  Lehrbüchern  dieser  Gegenstand  nicht  in  der  möglichen 
Kürze  dargestellt  wird,  deren  er  fähig  ist,  und  femer,  weil  die  mit- 
unter gewählte  Reduction  der  Frage  auf  homogene  Gleichungen  den 
Kernpunkt  der  Sache  insofern  verschiebt,  als  die  Erkenntniss  der  Be- 
dingungen für  die  Existenz  endlicher  Lösungen  verhüllt  und  verhin- 
dert wird. 

Es  sei  ein  System  constanter  Grössen  aik  gegeben  (i  =  1,  2,  •••!>; 
fc  =  1,  2,  •  •  •  g),  welche  in  p  Zeilen  und  q  Spalten  angeordnet  sind; 
r  sei  die  grösste  Zahl,  für  welche  nicht  alle  Determinanten  verschwin- 
den, deren  Elemente  durch  die  Schnitte  von  r  Zeilen  und  r  Spalten 
des  Systems  geliefert  werden.    Dann  heisst  r  der  Rang  des  Systems*). 

♦)  Kronecker,  Berl.  Ber.  1884  Dec,  §  5. 
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Wir  können  durch  Vertauschung  von  Spalten  untereinander  und  von 
Zeilen  untereinander  die  Elemente  so  angeordnet  denken,  dass  die 
Determinante 

(1)  D  =  |a,,|         (i,Ä  =  l,2,...r) 

eine    der    von    Null    verschiedenen    Determinanten    r^^   Ordnung   des 

Systems  wird. 

Nun  mögen  p  lineare  Functionen  gegeben  sein 

(2)  fa^^dalZi  +  aa2^2   H h  ^aq^q  («  =  1 ,  2,  •  •  •  1))  , 

über  deren  Anzahl  p  hinsichtlich  der  Beziehung  zur  Anzahl  q  der  z 
keinerlei  Voraussetzungen  gemacht  werden.     Es  ist  jede  Determinante 

(3)  I /"x    axi    ax2---axr|  =  0         (x  =  a,  l,2,.--r). 

Denn  trägt  man  (2)  ein,  so  wird  jedes  z  mit  einer  Determinante 
(r-[-l)*®'  Ordnung  der  a,*  multiplicirt  auftreten;  diese  verschwindet,  da 
das  System  a/A  den  Rang  r  hat.  Ferner  ist  in  (3)  der  Coefficient  von 
fa  gleich  D  und  also  von  Null  verschieden.  Man  erhält  durch  Ent- 
wickelung  die  für  jedes  System  z^,-  -  -  z^  geltenden  Gleichungen 

(3*)  Bfa  +  Dalh  +  2>«2/2   +  ••'  +  B^rfr  =  0  («  =  1 ,  2,-^'P), 

vermittels  deren  man  im  Stande  ist,  jede  der  Functionen  fu  f^,'  -  *  fp 
durch  die  r  ersten  unter  ihnen  linear  und  homogen  auszudrücken. 
§  479.    Sind  demnach  die  p  Gleichungen  vorgelegt 

(4)  fi  +  «10  =  0,   /i  +  «20  =  0,  • . .  /"p  +  apo  =  0, 
so  sind  diese  wegen  (3)  nur  dann  lösbar,  wenn  alle 

!  «xo    «xi    ax2  •  •  •  »xr  I  ::=-0        .(x  =  a,  l,2,--r) 
sind,  d.  h.  nur  dann,  wenn  das  System 

(5)  \a,H\         (g=l,2,...p',h  =  0,l,2,.-.q) 
von  dem  gleichen  Range  ist  wie 

(»*)  |ö.-*|         (i=l, 2, •••;>;  Ä;=  1,2,- .-g). 

Wir  wollen  annehmen,  es  wäre  (5)  vom  Range  r.     Dann  bilden 
wir  die  Gleichung,  deren  Richtigkeit  für  unbestimmte  z  nun  feststeht, 

(3«)        I)(fa  +  ö,o)  +  Daiifl   +  aio)  +  '"  +  Dar(fr+a^)=0 

und  entnehmen  aus  ihr,  dass  wenn  die  r  ei*sten  Gleichungen 

(4*)  A  +  «10  =  0,  .  .  .  /;  +  Uro  =  0 

erfüllt  sind,  alle  übrigen  von  selbst  befriedigt  werden.  Wir  können 
also  das  System  (4)  jetzt  durch  (4*)  ersetzen. 

Werden  die    Gleichungen  (4*)    durch    gewisse   Werthe  der  z  be- 
friedigt, dann  wird  für  diese  Werthe  z 


J90  Siebenundvierzigete  Vorlesung  §  479—480. 

lA  +  öxo,    «xa,  ••  •  «xr  I  =  0         (x=l,2,---r). 

Siibtrahirt  man  hier  die  zweite  mit  e^  multiplicirte  Spalte  von  der 
ersten,  die  dritte  mit  e^  multiplicirte  ebenfalls,  n.  s.  w.,   dann  entsteht 

\  «xl^l  +  flx,r-fl^r-f  1  H h  öx,9^tf  +  ^xO,    «x2  ,  *  '  '  ^xr  (  =  ^ 

(x  =  l,2,...r), 

oder  entwickelt 

und  auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

(«=l,2,...r). 

Diese  Gleichungen  bestimmen  ^i,  ^a;'"'^'-  durch  die  willkür- 
lich gebliebenen  Grössen  ^r+i,  ^r-f2,  •  •  •  JSf^. 

Endlich  ist  auch  noch  die  Umkehrung  zu  beweisen,  dass  durch 
alle  Werthsysteme  0,  welche  den  Gleichungen  (6)  genügen,  auch  alle 
Gleichungen  (4")  befriedigt  werden.  Dazu  schreiben  wir  (6)  etwas  aus- 
führlicher  in  der  Form 

H=l  \  la  ^    ra/ 

Wir  multipliciren  diese  Gleichung  mit  a^a,  wobei  q  eine  der  Zahlen 
1,  2,  •  •  •  r  sein  soll,  und  summiren  über  a  =  1,  2,  •  •  •  r.  Dabei  wird 
der  CoefGcient  von  Zr^ß 

[       cD     .  dB     .         -] 

,  r     ai>   ,        cB   ,      -\  , 

Offenbar  verschwinden  alle  eckigen  Klammem  mit  Ausnahme  der  einen, 
welche  ö^,r+/j  zum  Factor  hat,  und  diese  nimmt  den  Werth  D  an. 
Hierdurch  geht  die  angegebene  Summe  in 

I)'{a^iZi'\-  a^^Zt  -\ +  <^qqSq  +  «^0)  =  0 

über,  und  also,  weil  D  =f=  0  ist,  in  /"^=0.  Es  sind  denmach  alle  Glei- 
chungen (4')  wirklich  befriedigt,  und  die  Formeln  (6)  geben  die 
allgemeine  Lösung  von  (4). 

§  480.  Im  Falle  homogener  Gleichungen  gilt  o^o  =  0;  die 
Bedingung,  dass  (o)  von  gleichem  Range  mit  (5*)  sein  soll,  ist  des- 
wegen stets  von  selbst  erfüllt.    Ferner  wird  in  (6)  z/ao  =  0  zu  setzen  sein. 
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Ist  <]ann  g  =  r,  d.  h.  die  Anzahl  der  Unbekannten  gleich  dem  Range 
des  Goefficientensystems^  dann  giebt  es  nur  die  Lösung  0^  =  0, '"0^=0. 
Im  Falle  g  =  r  +  1  ist,  kann  die  Lösung  (6)  homogener  Glei- 
chungen auf  bequemere  Form  gebracht  werden.  Nehmen  wir  zu  dem 
Coefficientensjsteme  noch  als  erste  Zeile  hinzu  a^ 
bezeichnen  wir 

|a,,|  =  e         (x=0,l,...r;  A  =  l,2, 

dann  wird 

.n^.  ae     ae  ae 


Ol?    ^02? 


a 


Ofi 


und 


«), 


^1-^2 


Z. 


da^  '  da, 


da, 


09 


Den  Fall  g  =  r  +  2  kann  man  auf  den  vorigen  zurückführen, 
indem  man  zu  den  gegebenen  homogenen  r  Gleichungen  noch  eine  mit 
willkürlichen  Coefficienten 

hinzufügt.  Dass  jede  Lösung  des  erweiterten  Systems  das  gegebene 
engere  auch  befriedigt,  ist  klar.  Umgekehrt  kann  zu  jeder  Lösung 
des  engeren  Systems  auf  unendlich  viele  Arten  ein  passendes  System 
der  h  bestimmt  werden. 

Dieser  letzte  Umstand  giebt  Veranlassung  zu  einer  interessanten 
Bemerkung.     Wir  stellen  die  linearen,  nicht  homogenen  Gleichungen 

ae  ae  ae 


^1  —  da, 


Ol 


'  ^'  ~  da,,  > 


^«  ~  da 


Og 


unseres  erweiterten  Systems  auf  und  betrachten  in  ihnen  die  b  als 
Unbekannte.  Da  dieses  System  unendlich  viele  Lösungen  besitzt,  so 
muss  seine  Determinante  verschwinden.  Dabei  erscheint  die  Determi- 
nante als  halbsymmetrische.  Fügen  wir  dem  Systeme  der  (iik  noch 
zwei  ganz  beliebige  Zeilen  oben  an 

6i,  ftg ,    •  •  iq     und     q,  ^ ,  •  •  •  Cj 

und  nennen  die  Determinante  der  &,  c,  a,  welche  von  der  Ordnung 
r  -|-  2  ist,  T,  so  wird  jene  halbsymmetrische  Determinante 

a*T      a*r 


0 

a'T 

d\dcy 
d*T 


dhy  de,    dh^  dc^ 


0 

d^T 


db^dci     db^dc. 


dp,  dc^ 
0 


=  0. 


Bekanntlich  ist  diese  Determinante  für  gerade  r  ein  Quadrat,  dessen 
zweite  Wurzel  als  Pfaffian  bezeichnet  wird.  Ein  Pfaffian  (r  +  2)*", 
gerader,  Ordnung  \dj(x\  verschwindet,  wenn  seine  Elemente 
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, dlT_ 

''■''-  db Je, 
gesetzt  werden. 

§  481.  Aus  (6)  geht  hervor,  dass  die  Gesammtheit  der  Lösungen 
von  (4*)  (q  —  r)  willkürliche  Parameter  einschliesst.  Die  Lösung  (Gj 
ist,  wie  wir  gezeigt  haben,  die  allgemeine  Lösung.  Diese  hat  aber 
insofern  etwas  Unbefriedigendes,  als  die  einzelnen  Unbekannten  nicht 
gleichmässig  behandelt  werden;  jer,._|.i,  •  •  •  ;2r,^  können  ganz  willkürlich 
gewählt  werden,  während  Ziy  -  •  -  Zr  dadurch  bestimmt  sind. 

Wir  wollen  versuchen,  diesem  Uebelstande  dadurch  abzuhelfen,  dass 
wir  sämmtliche  z  als  lineare  homogene  Functionen  von  (q  —  r)  Unbe- 
stimmten darstellen,  denen  jede  Werthcombination  beigelegt  werden  darf. 

Wählt  man  (q  —  r)  Systeme 

80  wollen  wir  diese  von  einander  unabhängig  nennen,  wenn  die  Deter- 
minante 

ijjr^l         (a=l,2,.--«-r-,  ß  =  r-\-l,r  +  2,---q) 

von  Null  verschieden  ist.  Aus  solchen  (q  —  r)  unabhängigen  Syste- 
men kann  durch  homogene  lineare  Combination  jedes  andere  System 
/r\-t, ' '  •  4^^  dargestellt  werden: 

Wir  wählen  nun  (g  —  r)  unabhängige  Systeme  (7)  und  bestimmeu 
zu  jedem  «**"  (a  =  1,  2,    •  •  5  —  r)  durch  (6)  die  Grössen 

Dann  liefern  die  q  Werthe  von  Zu-  •  •  Zq 

^1    ,    ^2     ,  •  •  •    -^r     ;       ^r+l;  '  '  '   Zq  (^«=1,  i5,  '  *  '  ff T) 

Lösungen  von  (4*);  und  wenn  nun 

JO)       JO)  (0),  (0)  (0) 

Zi    y    Zt    f   •  '  '  Zr    ;       ^r-f  1,  '  *  '  Zq 

die  aus  (6)  entspringende,  zu  den  willkürlichen  z^r\- 1 ,  •  •  •  4^^  gehörige 
Lösung  von  (4*)  darstellt,  so  folgt  wegen  (8),  dass 

ist,  dass  man  also  alle  Coordinaten  Zq^^^  der  allgemeinen  Lösung  in 
der  nämlichen  Weise  als  lineare  homogene  Functionen  von  (q  —  r)  Pa- 
rametern r  darstellen  kann. 
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Achtundvierzigste  Vorlesung. 
Der  Hilbert'sehe  Irrednetibilitats-Satz. 

§  482.  Ist  eine  ganze,  ganzzahlige,  irreductible  Fanction  der  Ver- 
änderlichen x,yy '  -  •  W]  gtjTy' '  't  vorgelegt,  und  behalten  wir  in  dieser 
Fanction  einige  der  Veränderlichen,  etwa  x^y^^  -  -w  als  Unbestimmte 
bei,  während  wir  für  die  übrigen  9;  r,  •  •  •  t  irgend  welche  ganzen  Zahlen 
einsetzen,  so  entsteht  ein  System  von  unbegrenzt  vielen  ganzen,  ganz- 
zahligen Functionen  von  27,  y,  •  •  •  t«;;  es  fragt  sich,  ob*  in  diesem  Systeme 
nothwendig  irreductible  Functionen  der  Veranderlichen  x^y,-  -  •w  vor- 
handen sein  müssen.  Diese  Frage  ist  für  die  gesammte  Algebra  von 
der  grossten  Wichtigkeit.  Ihre  Erledigung  hat  sie  durch  eine  Arbeit 
von  D.  Hilbert,  J.  f.  M.  110  (1892)  p.  104  gefanden,  in  welcher  die 
aufgeworfene  Frage  bejaht  wird.  Die  Behandlung  derselben  musste 
von  unseren  Untersuchungen  über  Eeductibilität  und  Irreductibilität 
(Vorlesung  31)  getrennt  werden,  weil  Reihenentwickelungen  zu  dem 
Beweise  nothwendig  sind,  die  erst  an  späterer  Stelle  (Vorlesung  35, 
§  371)  hergeleitet  wurden.  Wir  wollen  hier  den  Hilbert'schen  Beweis 
mit  einigen  kleinen  Aenderongen  wiedergeben. 

Die  Darlegungen  beruhen  auf  dem  folgenden  Hülfssatze: 
Es  sei  eine  unendliche  Zahlenreihe  a^,  o^,  «3,  •  •  •  a«,  •  •  •  vor- 
gelegt,  in  welcher  allgemein  a«  eine  der  a  ganzen  positiven 
Zahlen  1,2,  3,  •••«  bedeutet.  Es  sei  überdies  m  irgend  eine 
ganze  positive  Zahl.  Dann  lassen  sich  stets  (m  —  1)  ganze 
positive  Zahlen  d^,  ^2,  •  •  •  ^m— 1  bestimmen  (^i  <  ^2  '^  ' ' '  <*m-i); 
so  dass  unendlich  viele  Indices  ft  bestehen,  für  welche  alle 
die  Zahlen 

einen   gleichen,    von  jenen  Werthen  ft  unabhängigen  Werth 
annehmen. 

Wir  beachten  zunächst,  dass  unter  je  (a  + 1)  Elementen  der  vor- 
gelegten Zahlenreihe,  die  wir  als  aufeinanderfolgend  annehmen  und 
als  ein  „Intervall^'  bezeichnen  wollen,  mindestens  einer  der  Werthe 
1,  2,  •  •  •  a  wenigstens  zweimal  auftritt.  Ebenso  kommt  in  einem 
Intervall  von  der  Ausdehnung  (m  —  1)  a  +  1  eins  der  Elemente  min- 
destens m-mal  vor.  Es  mag  dies  bei  einem  bestimmten  Intervalle  das 
Element  a'  sein.  Die  Indices  derjenigen  m  ersten  Elemente  des  Inter- 
vaUes,  welche  diesen  Werth  a  haben,  mögen  in  ansteigender  Grösse 
geordnet  die  folgenden  werden: 

Ketto,  Algebra.  II.  13 
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Schiebt  man  ein  Intervall  von  gleicher  Ausdehnung  an  das  erste,  so 
giebt  es  in  diesem  neuen  gleichfalls  ein  m-mal  vorkommendes  Element, 
etwa  a"  y  welches  zu  den  Indices 

gehören  mag;  u.  s.  f. 

Die  m  Stellen,  welche  a  in  seinem  Intervall,  a"  in  dem  seinigen  u.  s.  f. 
annehmen  kann,  sind  der  Zahl  nach  beschrankt;  damit  ist  es  die  Wahl 
der  Sx .    Bei  der  Ausdehnung  {m  —  1)  a  +  1  des  Intervalles  wird 

j_/(»w-l)a  +  l\ 

eine  obere  Grenze  für  diese  Möglichkeiten.  Ebenso  ist  der  Werth 
jedes  a',  a",  •  •  •  auf  eine  der  a  Möglichkeiten  1,  2,  •  •  •  a  beschränkt. 
Also  giebt  es  fdr  die  verschiedenen  a  und  S  höchstens  a  -  b  Combi- 
nationen. 

Wählt  man  also  ein  Intervall  von  der  Ausdehnung 

(a6  +  l)([m  — l]a+  1), 

so  giebt  es  in  diesem  gewiss  zwei  Indicesreihen  (1^),  die  in  den  d  und 
in  dem  zugehörigen  a  übereinstimmen.  Ebenso  kommen  in  einem 
Intervall  von  der  Ausdehnung  (xa6  +  1)  ([m  —  l]a  +  1)  mindestens 
(x  +  1)  solche  Indicesreihen  vor,  die  in  den  Werthen  der  d  und  in 
der  Grösse  des  zugehörigen  a  übereinstimmen. 
Damit  ist  der  Hülfssatz  bewiesen. 

§  483.  Wir  kehren  jetzt  zu  unserem  Problem  zurück  und  be- 
trachten eine  ganze,  ganzzahlige  Function  von  rr  und  ^ 

(2)  f(x,  t)  =  Tx-+  T,x—'  +  . . .  +  T„, 

in  welcher  T,  T^^,  -  -  •  Tn  ganze,  ganzzahlige  Functionen  von  t  bedeuten. 
Wir  nehmen  an,  dass  für  jeden  ganzzahligen  Werth  von  t  die  Function 
f(Xj  f)  in  zwei  ganze,  ganzzahlige  Functionen  von  x  zerfällt,  und  wollen 
beweisen,  dass  dann  auch  bei  unbestimmten  t  die'  Function  f(Xj  t)  nicht 
irreductibel  sein  kann. 

Für  die  Substitution  a;  «=  ^  erhalten  wir  zunächst  die  Umformung 

(2»)    g {z,  t)  =  T^-^f(x,  0  =  ^"  +  >Si^-^  +  Äjj-^«-^  ^ ^Sn. 

Dabei  setzen  wir  fest,  dass  1 1 1  grösser  als  der  Betrag  Cq  jeder  Wurzel 
von  T  =  0  angenommen  werden  soll. 

Mit  f  wird  auch  g  für  jedes  ganzzahlige  t  reductibel. 

Wir  entwickeln  nun  die  n  Wurzeln  ^1,  ^2,  •  •  •  je^»  von  g{is,  f)  =  0 
nach  fallenden  Potenzen  von  t    Gemäss  §  373  können  wir  ^  =  t*"  setzen, 
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wo  r  so  gewählt  ist^  dass  die  Entwickelungen  aller  Wurzeln  Zx  nach 
fallenden  ganzen  Potenzen  von  %  vor  sich  gehen 

(3)   ;eri=a,oT*  +  aiiT*-»  +  ...  +  aa  +  ^+T^+^+-    (A  =  l,2,...w). 

T  ♦  T 

•  »■ 

Hierbei  sind  die  Coefficienten  a  und  /3  sämmtlich  vollständig  be- 
stimmte,  rationale  oder  irrationale,  reelle  oder  imaginäre  Zahlen.  Die 
Potenzeihen  convergiren  stets,  wenn  1 1  \  eine  gewisse  positive  Grösse 
Gl  überschreitet.  Wir  setzen  fest,  dass  1 1  \  oberhalb  einer  Grenze  C, 
welche  grösser  als  G^  und  G^  sein  soll,  angenommen  werde. 

Nun  bilden  wir  sämmtliche  ganzen  Functionen  von  z 


<m 


(4)  JT(^-^.)        (m  =  l,2,...n-l), 

wobei  iifhf'''im  alle  möglichen  Combinationen  der  Zahlen  1,,2,  •  •  •  n 
durchlaufen.  Die  Anzahl  der  so  erhaltenen  ganzen  Functionen  von  e  be- 
tragt (2*  —  2);  wir  wollen  2"  —  2  =  a  setzen  und  die  Functionen  (4) 
in  beliebiger  Reihenfolge  mit 

(4')  9t(^),<Pt(^),---9a(j!)        (ö  =  2«-2) 

bezeichnen. 

Tragen  wir  die  Entwickelungen  (3)  in  alle  Functionen  (4»)  ein, 
so  erhalten  wir  für  eine  jede  einen  Ausdruck,  der  in  g  ganz  ist;  bei 
dem  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  gleich  1  wird;  und  bei  dem 
die  Coefficienten  der  folgenden  Potenzen  von  is  Potenzreihen  sind,  die 
nach  ganzen,  fallenden  Potenzen  von  r  fortschreiten.  Wir  wollen  die 
bei  den  q>x  auftretenden  Potenzreihen  mit 

^*  (t)  ,  5ß«'  (r) ,  •  •  •     und  allgemein  mit     ^ß«  (t) 

bezeichnen.  Der  höchste  in  irgend  einem  ^  vorkommende  Exponent 
von  r  sei  (w  —  1). 

Nun  sei  ^q  irgend  ein  für  t  erlaubter  Werth,  und  rj  =  ^q  .  Für  t 
setzen  wir  jetzt  ein  r^,  2rQ,  Sr^,  •  •  •  6Vq,  •  •  •  d.  h.  für  t  die  Werthe 
tJ,  2''tJ,  3''t5,  •  •  •  <y''Tj,  •  •  •  Dadurch  gehen  die  5ßx(r)  in  Potenzreihen 
über,  die  nach  ganzen  fallenden  Potenzen  von  6  fortschreiten.    Wir  setzen 

^,(<Tro)=f«(<T).        . 
und  schreiben  die  Entwicklung 

(5)  %(„)^^A,^-o+^^^        (x  =  l,2,...o). 

,,=1  e=i 

■ 

Lassen  wir  nun  6  die  Zahlenreihe  1,  2,  3,  •  •  •  durchlaufen,  so  muss 
für  jeden  dieser  Werthe  ein  Index  x  bestehen,  fQr  den  9«  eine  ganze, 

13* 
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ganzzahlige  Function  von  g  wird;  denn  die  Functionen  (4»)  liefern  alle 
äberhaupt  möglichen  Factoren  von  g  {z,  t).  Für  diesen  Index  x  müssen 
also  alle  zugehörigen  Reihen  (5)  ganzzahlige  Werthe  haben.  Wir 
setzen  fest,  dass  x  =  a^  dieser  zu  6  gehörige  Index  sei,  der  dann  einen 
der  Werthe  1,  2,  •  •  •  a  hat. 

§  484.  Wir  stehen  jetzt  auf  dem  Boden  des  Hülfssatzes  §  482 
und  können  daher  (m  —  1)  feste  Indices  rf^,  *8>  •  •  •  *m— i  so  bestimmen, 
dass  es  unendlich  viele  Zahlen  ii  giebt,  fQr  welche  alle 

den  gleichen  Werth  haben.  Setzen  wir  diesen  gleich  a,  so  werden  für 
die  unendlich  vielen  ^  sämmtliche  Potenzreihen 

ganze  Zahlen  liefern. 

Zu!r  Abkürzung  setzen  wir  jetzt  den  Complex  der  Glieder  aus 
^a(fi),  die  keine  negativen  Potenzen  von  ft  enthalten,  gleich  jpa(f*) 
und  seine  Ableitungen  nach  (t  gleich  p!x{(i)f  pä i(^))  •  •  *•     Dann  wird 


hierin  bedeuten  die  Coi  die  bei  der  Entwickelang  Yon 

1      _i       M*  I   /e  +  i\i»      /e  +  2 


=i-(j)<^+ety-(  3r+ 


(1 + 9)^ 

auftretenden  Coefficienten. 

Wir  suchen  nun  die  m  Unbekannten  Uq,  ^i,  Wg,  •  •  •  t*m— i  ganz- 
zahlig so  zu  bestimmen,  dass  in  dem  Aggregate 

(7)    -  uM(i)  +  u,%iii  +  dj  +  . .  .  +  M„_,$.(,t  +  <J„_i)  =  Pili) 

keine  ganzen  positiven  Potenzen  von  /x  vorkommen.     Dazu  reicht  es 
aus,  die  u  so  zu  wählen,  dass  das  System  linearer  Gleichungen 

Wl  +  Wg  -| f-  M,„_i  =  Wo; 

*lt*l  +  djMj  -\ f-  d„,-iUfn-i  =  0  , 

^\^l  +  *!^2  H h  *m-lWm-l  =  0   , 


ganzzahlig  erfüllt  werde,  was  stets  möglich  ist,  sobald  man  u^  als  ganzes 
Yielfaches  der  nicht  verschwindenden  Determinante 

dt''  («,  /J  =  1,  2, .  ■  .  m) 
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annimmt.  Aus  der  Structur  der  inneren  Summe  auf  der  rechten  Seite 
von  (6)  erkennt  man,  dass  bei  jedem  Ba^  die  ersten  m  Glieder,  d.  h.  die- 
jenigen mit  A  =  0,  l,---(w — 1)  wegfallen.  Das  nächste  Glied  da- 
gegen, dasjenige  mit  X^=fn,  kann  nicht  verschwinden,  weil  die  Gleichung 

in  Verbindung  mit  dem  obigen  linearen  Systeme  fordern  würde,  dass 

I  dg  1  =  0         (a,/J  =  l,2,...m) 

erfüllt  wäre,  was  ja  nicht  der  Fall  ist. 

Ist  deshalb  in  (6)  Bav  der  erste  nicht  verschwindende  Coefficient 
eines  Gliedes  mit  negativem  Exponenten  von  /i,  so  beginnt  die  Ent- 
wickelung  von  (6)  nach  fallenden  Potenzen  von  (i  mit 

ra„  =  B.uj^7-  [6?u,  +  dy«,  +  . . .  +  dS_x«„_'il  +  0, 

d.  h.  der  Ausdruck,  in  den  (7)  übergeht, 

(7*)    p((i)  =  rav'  ft-^-«  +  r .  ^-—-1  + . . .      (r„,  4=  o) 

wird  für  unendlich  viele  Werthe  von  fi  rational  und  ganz.  Lässt  man 
aber  fi  hinlänglich  gross  werden,  so  wird  der  Werth  von  (7*)  kleiner 
als  1  und  folglich  gleich  0;  d.  h.  (7*)  verschwindet  für  unendlich  viele  (i. 
Andererseits  erkennt  man  aus  der  Form 

Pill)  =  11-"-'-  [r,„  +  r^-i  +  •••], 

dass  dies  nicht  möglich  ist,  da  für  hinlänglich  grosse  /i  der  Werth 
von  PQi)  beliebig  nahe  an  Fa«  •  /*—»'—«»  gebracht  werden  kann. 

Aus  diesem  Widerspruche  schliessen  wir,  dass  in  (6)  überhaupt 
kein  von  Null  verschiedenes  B  existirt.    Wir  haben  daher:  Die  Function 


m 


(5*)  fa(6)  =2^ae<^-^ 

besitzt  für  unendlich  viele  ganzzahlige  Werthe  6  selbst  ganzzahlige 
Werthe.  Daraus  schliessen  wir,  dass  die  A  sämmtlich  rationale  Grössen 
sind.  Denn  schreibt  man  die  Gleichung  (5*)  für  m  solche  Werthe 
tf  s=  ff^y  [i^^-  * '  lim  an  imd  berechnet  daraus  bei  festem  a  die  ^,  dann 
erhalt  man  rationale  Lösungen  der  linearen  Gleichungen. 
Geht  man  von  (5*)  auf  die  $(t)  zurück,  so  folgt 

wobei  die  A  rationale  Grössen  sind. 

Durch  (8)  hat  sich  dem  r^  ein  Index  a  zugeordnet,  der  a  nicht 
überschreitet.  Wählen  wir  jetzt  tg,  t^,  Tj,  •  •  •  r«.  innerhalb  des  erlaubten 
Gebietes  für  <,  nehmen  wir  die  t  ferner  von  einander  verschieden  und 
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als  Primzahlen  an,  dann  müssen  mindestens  zwei  r  vorhanden  sein,  die 
dasselbe  a  haben.     Es  seien  dies  etwa  r^  und  r^;  dann  hat  man 

*««  =  «-©'""'+ ««*©"'"'+  •  •  ■  +  «"- 

worin  auch  die  %  rationale  Grössen  sind. 

Vergleicht  man  die  beiden  letzten  Ausdrücke  und  geht  von  Tq,  t^ 
auf  t^y  t^  zurück,  so  folgt 

m — X  m — 1  m — 2  m — 2 

und  da  die  t^^  t^  von  einander  verschiedene  Primzahlen  und  die  S(,  A 
rationale  Zahlen  sind,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  die  Goefficienten 
in  allen  den  Relationen  Null  werden,  bei  denen  der  Exponent  der  t  keine 
ganze  Zahl  ist.  Folglich  kommen  in  ^a{y)  nur  ganze  Potenzen  von  r^, 
d.  h.  von  t  vor. 

Man  hat  daher  unter  den  Functionen  (4*)  für  ein  gewisses  a 

wo  W  eine  ganze  Function  von  0  und  von  t  mit  rationalen  Zahlen- 
coefGcienten  bedeutet;  (2*)  wird  g(z,  t)  =  ?P'(jei,  t)  •  '^1(0,  t)y  und 

oder,  wenn  man  von  den  rationalen  zu  ganzzahligen  Goefficienten 
übergeht. 

Hierin  sind  f,  <l>,  d^^  ganze,  ganzzahlige  Functionen  von  x  und  t,  ferner 
ist  T  eine  ganze,  ganzzahlige  Function  von  t  und  A  eine  ganze  Zahl. 
Nach  §  343  muss  dann  auch  eine  Zerlegung 

f{x,t)  =  fp(x,t)'(p^{x,t) 

bestehen,  wenn  wir  jetzt  unter  (p  und  tp^  ganze,  ganzzahlige  Functionen 
verstehen. 

Damit  ist  der  behauptete  Satz  bewiesen.  Wir  können  ihn  so  auS; 
sprechen,  dass  wir  sagen:  Wenn  f{x,t)  für  alle  ganzzahligen 
Werthe  von  ty  die  oberhalb  einer  gewissen  Grenze  C  liegen, 
in  Factoren  zerfällt,  dann  ist  es  reductibel.  Folglich  giebt  es 
oberhalb  einer  Grenze  C  einen  Werth  von  t,  für  den  eine  irreductible 
Function  f(x,  t)  von  x  und  von  t  irreductibel  bleibt.  Ist  t'  dieser 
Werth,  nimmt  man  eine  weitere  Grenze  C  >  t^  an,  so  folgt  die  Existenz 
eines  zweiten  Werthes  t'\  für  den  f  irreductibel  bleibt  u.  s.  f.  Es 
giebt  unendlich  viele  Constanten  t^^\  für  welche  f(x,fi^^^)  irre- 
ductibel bleibt,  falls  f{Xyf)  in  x  und  t  irreductibel  ist. 
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§  486.  Wenn  f{Xj  t),  g(x^  0?  '  *  *  *(^?  0  sämmtlich  ganze, 
ganzzahlige,  irreductible  Functionen  der  beiden  Veränder- 
lichen X  und  t  sind,  so  ist  es  stets  auf  unendlich  viele  Weisen 
möglich,  für  t  eine  ganze  rationale  Zahl  einzusetzen,  so  dass 
dadurch  jede  dieser  Functionen  f(x^  t),  g(x,  0,  •  •  •  h{x,  t)  in  eine 
irreductible  Function  der  einen  Veränderlichen  x  übergeht. 

Um  dies  zu  beweisen,  stellen  wir  die  Wurzeln  aller  der  Gleichungen 

f{x,i)  =  0,    K^,0  =  0,  •••    k(x,t)  =  0 

dar,  wie  dies  in  (3)  bei  einer  Gleichung  geschehen  ist,  bilden  dann  die 
Functionen,  welche  denen  in  (4*)  entsprechen, 

betrachten  weiter  die  Systeme  aller  hierzu  gehörigen  Coefficienten-Potenz- 
reihen,  und  verfahren  genau  so,  wie  dies  oben  geschehen  ist.  Dann 
zeigt  es  sich:  wenn  für  jeden  Werth  des  t  mindestens  eine  der 
Functionen  zerfallt,  muss  mindestens  eine  unter  ihnen  reductibel  sein. 

Sprechen  wir  den  Satz  für  das  Product  F(Xy  t)  der  sämmtlichen 
vorgelegten  Functionen  f(x,  t),  g{Xy  0? ' '  *  *(^;  0  ^^^>  ^^  ergiebt  sich 
folgendes  Theorem: 

In  einer  beliebig  gegebenen  ganzen,  ganzzahligen  Function 
F{Xy  t)  der  beiden  Veränderlichen  x  und  t  lässt  sich  stets  für  t 
auf  unendlich  viele  Weisen  eine  ganze  Zahl  derart  einsetzen, 
dass  in  Bezug  auf  die  Veränderliche  x  die  entstehende  Function 
genau  in  ebensoviele  ganze,  ganzzahlige,  irreductible 
Functionen  zerfällt,  wie  die  ursprüngliche  Function  F{x,t) 
bei  unbestimmtem  Parameter  t    (Hilbert,  1.  c.  S.  117.) 

§  486.  Zum  Zwecke  der  weiteren  Ausdehnung  des  Theorems 
aus  §  484  brauchen  wir  zunächst  aus  der  Theorie  der  Functionen 
folgenden  Satz.  Es  sei  die  Gleichung  il;(js]  ^,  r,  •  •  •  g)  =  0  mit  der  Un- 
bekannten 0  und  den  Parametern  t,r,''q  vorgelegt;  es  mögen  t^y  Tq,-- Qq 
Werthe  des  Parameters  sein,  für  die  ^(x?;  ^q,  ^o;  *  *  *  ?o)  =  ^  lauter  ver- 
schiedene Wurzeln  besitzt.  Dann  lassen  sich  alle  Wurzeln  ^i,^8,---^n, 
welche  ^(jef;  ^,  r,  •  •  •  g)  =  0  hat,  in  der  Form  von  Potenzreihen 

(9)  Za=^c'X-.r{t-toy{r-roy---(.q-qoy  («  =  1,2,...») 
darstellen,  welche  nadi  positiven,  steigenden  Potenzen  von 

> 

fortschreiten  und  für  hinlänglich  kleine  absolute  Beträge  dieser  Diffe- 
renzen convergiren.  — 

Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  wenn  JP(ar;  t^r,  •  -  •  q)  eine  irre- 
ductible  ganze,   ganzzahlige   Function    der  Veränderlichen  x   und   der 
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Parameter  ^,  r,  •  •  •  j  bezeichnet^  stets  für  t^r,---  q  lineare,  ganze,  ganz- 
zahlige Functionen  eines  Parameters  u  eingesetzt  werden  können,  so 
dass   dadurch   die  Function   in   eine  irreductible  Function  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  u  übergeht. 
Es  sei 

Fix:,  t,r,''  q)  =  fx""  +  /;x«-i  -| 1-  A , 

^^  fjfi)' ' '  fn  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  t^r,  -    •  q  sind.    Setzen 

wir  hierin  x  =  y  ein  und  multipliciren  dann  mit  f^~^,  so  ergiebt  sich 

eine  gleichfalls  irreductible  Function 

^^  9x7  9^7 ' ' '  9^  wiederum  ganze  Functionen  von  t,ry'  "  q  sind.  Wir 
bilden  die  Discriminante  D{tyry'  -  -  q)  von  G]  diese  ist  nicht  identisch 
Null,  weil  sonst  G  einen  quadratischen  Factor  besässe.  Es  möge 
^of^of' ' '  9o  ®^^  System  ganzer  Zahlen  bedeuten,  für  welches  D  nicht 
verschwindet.  Dann  gelten  für  alle  Wurzeln  ^1,  ^2? ' ' '  ^«  ^^^  G  =  0 
Entwickelungen  von  der  Form  (9).  Eine  Beschränkung  der  Bestimmung 
von  ^07  ^0? ' ' '  9o  ^^^  ^^<^^  eintreten  (S.  202,  Z.  10);  diese  ändert  aber 
an  unseren  Ueberlegungen  nichts. 

Jetzt  bilden  wir  genau  wie  im  früheren  Falle  alle  Functionen 

(4)  ]J{^-^,)         (m=l,2,...n-l) 

und  setzen  in  diese  ganzen  Functionen  von  js  die  Entwickelungen  der 
Wurzeln  0q  von  der  Form  (9)  ein.  Dann  kann  in  keiner  der  er- 
haltenen Functionen  die  Gesammtheit  der  als  Goefficienten  auftretenden 
Potenzreihen  im  Endlichen  abbrechen;  denn  sonst  hätte  G(z]  t,  r,  •  •  •  q) 
gerade  diese  Function  als  ganzen  Theiler  in  z  mit  rationalen  Goef&cienten 
in  den  Parametern.  Das  würde  aber  die  Voraussetzung  der  Irreducti- 
bilität  verletzen. 

Nun  setzen  wir  in  diese  so  entwickelten  Functionen  (4)  ein 

(10)  t  =  t^u-\-tQ,     r  =  \u-{-r^,  "^q^q^u  +  q^, 

wobei  t^r^y- '  '  qi  noch  unbestimmte  ganze  Zahlen  und  u  eine  Variable 
sein  sollen;  es  ist  dann  unsere  Aufgabe  zu  zeigen,  dass  man  stets  für 
^1;  ^19 '  *  '  (7i  g^nze  rationale  Zahlen  derart  wählen  kann,  dass  auch  nach 
dieser  Substitution  nicht  alle  Potenzreihen  irgend  einer  Function  (4) 
im  Endlichen  abbrechen.  Das  allgemeine  Glied  der  entwickelten  Func- 
tion (4)  enthält  Coefficienten  der  Potenzen  von  z  von  der  Form 
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diese  gehen  jetzt  in 

über.     Ordnen  wir  nach  Potenzen  von  Uy  so  entsteht  die  Reihe 

00 


Falls  eine  der  ursprünglichen  Reihen  in  (t  —  Qy  (r  —  r^),  •  •  •  (^  —  g©) 
im  Endlichen  nicht  abbricht^  liefert  die  transformirte  Reihe  beliebig 
hohe  Potenzen  t*"*  von  m,  deren  Coefficienten  nicht  identisch  ver- 
schwindende ganze  Functionen  von  ^;  ^i>  -  *  *  ?i  sind.  Daher  zeigen  die 
in  §  337  angestellten  Schlüsse,  dass  t^^T^,'  -  -  ii  ganzzahlig  so  gewählt 
werden  können,  dass  der  Coefficient  von  «**"  nicht  verschwindet. 

Demnach  brechen  nicht  sämmtliche  zu  einer  Function  (4)  gehörigen 
Reihen  nach  Substitution  (10)  im  Endlichen  ab.  Denn  sonst  würde  (10) 
aus  G{z:^tyry'  - '  q)  eine  zerfallende  Function  von  z  und  u  herleiten; 
wäre  nun  in  ihr  d  die  Summe  der  höchsten  vorkommenden  Exponenten 
bei  ^,  ^,  •  •  •  2,  so  könnte  in  den  Reihen  (11)  kein  u^  mit  w  >  eZ  vor- 
kommen, dessen  Coefficient  von  Null  verschieden  ist.  Wir  haben  aber 
bei  beliebig  hoch  angenommener  Zahl  m  gleichwohl  den  Coefficienten 
von  u^  von  Null  verschieden  machen  können.  Also  kann  man  in  (10) 
die  Werthe  ^i,  fj,  •  •  •  Ji  ganzzahlig  derart  wählen,  dass  G{e\  t^r,' '  >  q) 
irreductibel  bleibt. 

Wenn  wir  also  in  der  ursprünglich  vorgelegten  Function  F(x]  t,r,--q) 
die  Substitution  (10)  ausführen,  so  folgt,  dass  die  entstehende  Function 
der  beiden  Veränderlichen  x,  u  keinesfalls  in  mehrere  von  x  abhängige 
Factoren  zerfällt.  Es  bliebe  mithin  für  eine  Zerfallung  nur  die  Mög- 
lichkeit, dass  die  aus  F(x]  t^Ty-'-q)  vermöge  (10)  entstehende  Function 
einen  Factor  besitzt,  der  allein  die  Veränderliche  u  enthält.    Nun  war 

F(x',  t,ry-"q)  =  f(t,  r, . .  •  g)  .  ic»  +  /;  (f,  r,  • .  •  g)  .  ;r«-i  H , 

wobei  die  Coefficienten  /", /i;  •  •  •  keinen  gemeinsamen  Factor  in  t^r^'-q 
besitzen.  Wir  tragen  ^  ==  ^'  -)-  t^y  ♦"  =  ^'  +  ^o>  * " '  9^  =  s'  "l"  io  ®^^ 
und  erhalten 

F(ar;  ^,  r,  •  •  -  g)  =  h{t\  r',  •  •  •  q)    x^'  +  h^  {t\  r',  •  •  •  q) '  ^'— ^  H , 

wobei  auch  hy\y- '  -  keinen  gemeinsamen  Factor  in  t\  r'y  -  -  -  q'  haben. 
Man  kann  deshalb  nach  §  346,  XII  ganze,  ganzzahlige  Functionen 
^}Vi)'''  ^o^  ^';  r',  •  •  •  q'  bestimmen,  so  dass 

A(f,rV--O'9(^^'"V--ä0  +  AiG^^V-0-9'i(<'^';--0  +  ---  =  *(^V--9'') 
von  t'  frei  wird.  Macht  man  nun  t' =  tj^ii,  r  =  r^Uy- -  -  q  =  q^^iiy 
dann  erhält  man  die  Substitution  (10),  und  es  folgt,  dass,  wenn 

h{t^iiy  r^Uy  . . .  äiw),    h^it^Uy  r^Uy  •  •  •  q,u),  -  •  • 
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als  gemeinsamen  Theiler  eine  Function  von  u  hätten^  diese  von  t^  un- 
abhängig sein  müsste.  Aus  dem  gleichen  Grunde  könnte  dieser  Theiler 
auch  nicht  von  ^i;  *  *  -  fi  abhängen;  also  müsste  er  eine  Function  von  u 
allein  sein.  Ordnet  man  jedoch  die  ha(t^Uy  r^u,-  -  -  q^u)  nach  Potenz- 
producten  der  <i,  ^i,  •  •  •  ffi,  so  sieht  man,  dass  jener  Theiler  in  u 
alle  GoefGcienten  der  Potenzproducte  theilen  müsste.  Diese  Coe£Gcienten 
sind  von  constanten  Factoren  abgesehen  lediglich  Potenzen  von  u; 
folglich  kann  der  Factor  der  ha  oder  der  fa  in  F  nur  von  der  Form  u* 
sein.  Dass  dies  in  der  That  möglich  ist,  sieht  man  sofort  ein.  Man 
kann  dieser  Möglichkeit  aber  ausweichen,  wenn  man  ^o;^07'''?o  ^^ 
bestimmt,  dass  mindestens  eine  der  Functionen  h,  \,  •  •  •  ein  von 
t\r\-'-q*  unabhängiges  nicht  verschwindendes  Glied  besitzt,  weil  dann 
der  Factor  u*  in  u^  übergehen  muss.  Ist  eine  solche  Bestimmung  ge- 
troflFen,  dann  kann  man  t^jf^,  -  •  -  Qi  den  obigen  Vorschriften  gemäss 
wählen,  ohne  dass  F  zerfällt.  Hiermit  ist  der  Hülfssatz  vollständig 
bewiesen. 

§  487«  Wir  kommen  nunmehr  zu  dem  Beweise  des  Haupt- 
satzes: Wenn  F(x,y,  •  -  -  W]  tyr^-^-q)  eine  irreductible,  ganze, 
ganzzahlige  Function  der  Veränderlichen  x,yy-iv  und  der 
Parameter  ^^t-,  •••$  bezeichnet,  so  ist  es  stets  auf  unendlich 
viele  Weisen  möglich,  für  die  Parameter  t,  r,  -  *  >  q  ganze 
rationale  Zahlen  einzusetzen,  so  dass  dadurch  die  Function 
l^(a:,  y,  •  •  •  w;  <,  r,  •••})  in  eine  irreductible  Function  der  Ver- 
änderlichen Xytfj' ' '  w  übergeht.     (Hil  bert  1.  c.  p.  121.) 

Wenn  wir  in  der  vorgelegten  Function  F{x^y,'  * »  W]  t^Vy-  -  -q) 
zuerst  die  Substitution 

y  =  lyrc, w  =  (DX 

vornehmen  und  dann  die  etwa  als  gemeinsamer  Factor  auftretende 
Potenz  von  x  fortlassen,  so  entsteht  eine  Function  G(a:;iy, •••ai,  ^,r-"g) 
der  Veränderlichen  x  und  der  Parameter  i?,  •  •  •  ß>;  ^;  ^,  •  •  •  ö',  welche 
ebenfalls  irreductibel  ist.  Wir  setzen,  was  nach  dem  eben  bewiesenen 
Satze  möglich  ist,  für  diese  Parameter  lineare  ganzzahlige  Functionen 
eines  einzigen  Parameters  u  ein,  nämlich. 

^  =  *?!«*  +  «?o> «J  =  «iW  +  G^o» 

so  dass  jene  Function  in  eine  irreductible  Function  g  (x,  u)  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  u  übergeht.  Es  lässt  sich  dann  nach  dem 
Theoreme  aus  §  484  für  u  eine  ganze  rationale  Zahl  Uq  einsetzen,  so 
dass  die  Function  g  {x,  Uq)  eine  irreductible  Function  der  einen  Ver- 
änderlichen X   wird.     Nunmehr   erkennen  wir,   dass  die  ursprünglich 
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Yoi^elegte  Function  jF(a:,  y,  •  •  •  «^;  ^  ♦">  •  *  *  ^)  noth wendig  in  eine  irre- 
ductible  Function  der  Veränderlichen  x,y,'"W  übergeht,  wenn  wir 
f&r  die  Parameter  die  ganzen  Zahlen 

einsetzen;  denn  die  so  entstehende  Function  würde  in  eine  irreductible 
Function  der  einen  Veränderlichen  x  übergehen,  wenn  wir  überdies 
noch  setzten 

y  =  {Vi%  +  Vo)^y  '"•^  =  (<»i«*o  +  ^o)^ 
und  von  einer  etwa  als  Factor  auftretenden  Potenz  der  Veränderlichen  x 
absehen.     Damit  ist  der  verlangte  Nachweis  geführt. 


Neunundvierzigste  Vorlesung. 
Die  cykliselieii  Gleiehnngen. 

§  488.  Die  algebraische  Auflösbarkeit  der  Ereistheilungsglei- 
chungen  beruht  auf  folgendem  Umstände:  man  kann  die  Gleichungs- 
wurzeln in  eine  solche  geschlossene,  cy klische  Folge  bringen,  dass  eine 
jede  Wurzel  dieselbe  Function  der  vorhergehenden  wird,  wie  die  zweite 
von  der  ersten. 

Dass  bei  den  Kreistheilungsgleichungen  diese  Function  gerade  in 
der  einfachen  Gestalt  einer  Potenz  mit  ganzzahligem  Exponenten  auftrat 

Vgl.  §  314,  (11)  Bd.  I,  ist  völlig  indifferent,  und  daher  kommt  es,  dass 
die  bei  jenen  Gleichungen  benutzte  Methode  sich  bei  allen  cyklischen 
Gleichungen  verwenden  lässt,  d.h.  bei  allen  solchen,  bei  denen 
die  Wurzeln  in  der  oben  bezeichneten  Weise  angeordnet 
werden  können*).  Bevor  wir  aber  auf  diese  Art  von  Gleichungen 
näher  eingehen,  wollen  wir  eine  allgemeinere  Art  von  algebraischen 
Gleichungen  besprechen,  durch  die  wir  dann  naturgemäas  auf  den  be- 
sonderen Fall  cyklischer  Gleichungen  geleitet  werden.  Wir  folgen 
dabei  dem  Gange  von  Abel**),  von  dem  diese  Untersuchungen  stammen. 
§  489.    Es  sei 

(1)  f(e)  =  (xf  —  ßi)  {z  —  z^ {z  —  Zn)  =  0 


*)  Eronecker  hat  diese  Gleichungen  in  seinem  Aufsatze:  Berl.  Ber.  1853, 
10.  Jnni  als  „AbeTsche  Gleichungen"  und  später  ibid.  1878,  16.  April  als  ,,ein- 
fache  AbeTsche  Gleichungen"  bezeichnet. 

♦♦)  Oeuvres,  öd.  Sylow  et  Lie,  1.  p.  479. 
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eine  vorgelegte  irreductible  Gleichung,  bei  welcher  zwei  Wurzeln  durch 
eine  beliebige  rationale  Beziehung  gemäss  der  Gleichung 

(2)  ^,  =  9  (e,) 

miteinander  verbunden  sind;  die  rationale  Function  q)  können  wir  ohne 
Beschränkung  als  eine  ganze  Function  voraussetzen  (§  108,  Bd.  I);  ihre 
Goefficienten  gehören  einem  bestimmten  Rationalitätsbereiche  an,  der 
natürlich  auch  die  Goefficienten  von  (1)  enthält. 

Nun  hat  die  Gleichung  f((p  (z))  =  0  mit  der  irreductiblen  Glei- 
chung (1)  eine  und  daher  alle  Wurzeln  gemeinsam;  insbesondere  ist 
somit  f{g)  (z^))  =  0,  d.  h.  auch  die  Grösse  tp  (z^)  =  9?  (9  (z^))  =  y^  (j?i) 
(vgl.  §  270,  Bd.  I)  ist  eine  Wurzel  von  f(z)  =  0.  In  derselben  Weise 
zeigt  man,  dass  alle  Glieder  der  beliebig  weit  fortgesetzten  Reihe  von 
Iterationen 

^u   9>(^i)y  92(^1);   •  '  •   ViW;   •  •  •   9>*-fU^i)>   •  •  • 

Wurzeln  von  (1)  liefern. 

Da  die  Anzahl  dieser  Glieder  aber  beliebig  gross  gemacht  werden 
kann,  so  muss  es  Indices  x,  X  geben,  fiir  welche 

9^x+i  (^1)  =  <rx  (^1)     d.  h.     9x  [(fx  (^i)l  —  [(px  (^i)l  =  0 
ist.     Es  haben  demnach  die  beiden  Gleichungen 

die  Wurzel  tpx  {z^  gemeinsam^  und  wegen  der  In*eductibilität  von  f{z) 
ist  daher  auch  z^  eine  Wurzel  der  ersten  Gleichung;  d.  h.  es  giebt 
einen  Index  x,  für  den  ^x  (^1)  =  z^  wird.  Giebt  es  mehrere  solche  % 
von  gleicher  Eigenschaft,  so  sei  n  der  kleinste  Werth  unter  ihnen. 
Dann  sind  die  Glieder  der  Reihe 

(3)  £fi,  9  (£r,),  9jj  (£r,),  .  .  .  9^_i  {z^y,         ((p^  {z,)  =  Z^) 

sämmtlich  von  einander  verschieden,  weil  im  entgegengesetzten  Falle 
der  oben  durchgeführte  Schluss  auf  einen  noch  kleineren  Index  als  n 
von  derselben  Eigenschaft  leiten  würde.    Man  erkennt  femer,  dass 

für  jedes  a  werden  wird,  und  dass  9n(^i);  ^»(^i);  9^811(^1),  ••  •  die 
einzigen  Iterationen  von  9(^1)  mit  dem  Werthe  z^  sind. 

Ist  die  Reihe  der  Wurzeln  von  (1)  durch  die  Grössen  (3)  noch 
nicht  erschöpft,  so  giebt  es  eine  weitere,  nicht  in  (3)  enthaltene  Wurzel, 
die  wir  zi  nennen  wollen.  Da  f{<p{z))  =  0  alle  Wurzeln  von  f{ß)  =  ^ 
enthält,  so  ist  auch  /"(^  (jeri))  =  0,  und  es  ist  9  (jsri)  eine  Wurzel  von  (1). 
Wir  wollen  sie  mit  z^  bezeichnen  und  setzen  also 

(2*)  z',  =  9  (!>[) . 

Hieran  knüpfen  sich  wieder  unsere  obigen  Betrachtungen,  und  wir  ge- 
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langen  auf  dem  beschrittenen  Wege  zu  einer  Reihe  von  Wurzeln  ^  die 
sich  durch  Iteration  ergeben, 

wobei  V  die  kleinste  positive,  ganze  Zahl  von  der  Eigenschaft  ist,  dass 
qpy  (jeri)  =  Bi  wird.  Weil  y«  (jßr)  —  i^  «s  0  und  q)v(0)  —  je?  =  0  mit  der 
irreductiblen  Gleichung  (1)  je  eine  Wurzel  gemeinsam  haben,  nämlich 
0^  und  bezw.  gi,  so  besitzt  jede  der  beiden  Gleichungen  alle  Wurzeln 
von  (1),  und  insbesondere  wird  9»  (jsi)  =  gi  und  q),  (0^)  =  0^ .  Daraus 
folgt  aber  erstens,  dass  n  ein  Vielfaches  von  1/,  und  zweitens,  dass  v 
ein  Vielfaches  von  n  ist,  d.  h.  es  wird  n  =  1/,  und  wir  haben  deshalb 
die  auf  ei  aufgebaute  Wurzelreihe 

(3')  Zu  <p  W,  %  (^0>  •  •  •  9«-i  W ;       (9»  (^1)  =  ^1)  • 

Dabei  hat  die  Wurzelreihe  (3*)  mit  der  Reihe  (3)  kein  Glied  gemeinsam. 
Aus  der  Gleichheit 

würde  nämlich  folgen,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit  ipn^g  iterirt, 

80  dass  gegen  die  Annahme  0i  in  (3)  vorkäme. 

Ist  die  Reihe  der  Wurzeln  von  (1)  durch  die  beiden  Serien  (3) 
und  (3*)  noch  nicht  erschöpft,  so  gehen  wir  nach  demselben  Schema 
weiter  und  erkennen  damit,  dass  sich  alle  Wurzeln  01,0^^  *  *  -  ^m  in 
eine  Tabelle 

(4)  '^u         9(^1),  92  W;         ■  •  •  9«-i  (^0,  (n.v  =  m) 

einordnen  lassen,  und  dass  n  ein  Theiler  von  m  wird. 

Ist  1/  =  1,  so  erhält  man  (1)  als  cyklische  Gleichung.  Wir 
werden  zunächst  1/  >  1  annehmen. 

§  490.  Wir  wollen  unter  S{t^y  t^,  •••  tn)  eine  beliebige  sym- 
metrische, ganze  Function  der  Argumente  ^^,  ti,-  -  -  tn  verstehen;  dann 
betrachten  wir  die  v  Werthe 

Vi  =  5(^1,  9 (^i)>  92(^1);  •  •  •  9n-i  (^1))  =  ^(^1)  =  ^(9(^1))  =  •  •  • 
Vf  —  S{zU  ip  {0i),  9,(xfO,  •  •  •  9n-i  (^0)  =  Fizi)      =  F{ip(0i))      = . . . 

y,  =  8{/r'\  9i^r'^)r'  •  9n-i(4^-'0)  =F(^r'^)  =  F(9>(;e(;-»)))  = . . . 

Wir  können  es  durch  passende  Wahl  von  S  stets  so  einrichten, 
und  zwar  auf  beliebig  viele  Arten,  dass  alle  diese  Werthe  y^yi^-'-yp 
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Ton  einander  verschieden  sind.  Dazu  reicht  es  z.  B.  schon  aus^  bei 
unbestimmtem  u  die  Function  in  der  Form 

ya+i  =  (li  —  ir<«>)  (u  —  (p  (^«>))  -  •  •  (u  —  g?,-i  (j&<«>)) 

anzusetzen,  weil  nur  dann  ein  Werth  ya+t  einem  anderen  y/^+i  gleich 
werden  kann,  wenn  sämmtliche  Wurzeln  j8K*>,  •  •  •  mit  den  Wurzeln 
0^^  '  • '  abgesehen  von  der  Beihenfolge  übereinstimmen;  dies  trifft 
aber  nur  fÖr  a  =  ß  zu. 

Nun  wird  die  Summe  der  x^°  Potenzen  unserer  v  Grossen  y 

yJ  +  »;  +  •••  +  »'  =  ^  (^^^i)  +  ^'(9(^1))  +  ■  •  •  +  ^'(9—1  (^1))) 

+  -^  (F'^iüi)  +  F»(g>{zi))  +  ■  •  •  +  -F'(<p«-i  (^1'))) 
+ 

eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln  von  (1)  und  daher  rational 
in  unserem  Kationalitätsbereiche  darstellbar.  Setzen  wir  x  =  1,  2,  •••  1/ 
und  berechnen  daraus  nach  §  94,  Bd.  I  die  elementaren  symmetrischen 
Functionen  der  y^y  y^j  *  *  -  yty  so  erkennen  wir,  daas  die  Grössen 
Vi}  Vif  ' ' '  y*  ^^®  Wurzeln  einer  Gleichung  v^^  Grades 
(5)  giy)  =  r-  d,y^-'  +  d^r"' +  d,  =  0 

sind,  deren  Coefficienten  unserem  Rationalitätsbereiche  an- 
gehören.    Die  Gleichung  (5)  ist  irreductibel. 

Der  letzte  Satz  muss  noch  bewiesen  werden.  Wir  betrachten  zu 
dem  Zwecke  denjenigen  irreductiblen  Factor  gi(y)  von  g{y)j  welcher 
den  Nullwerth  y^  =  -^(^1)  besitzt,  und  zeigen,  dass  er  mit  g(ff)  selbst 
zusanmienfallen  muss,  woraus  dann  natürlich  «die  Irreductibilitat  von 
(5)  folgt.     Da  gi{Fi0^))  =  0  ist,  so  haben  die  beiden  Gleichungen 

g,{F{z))  =  0    und    f(js)  =  0 

eine  Wurzel  js^  gemeinsam.  Die  zweite  Gleichung  ist  der  Voraus- 
setzung nach  irreductibel;  also  hat  g^(F(z))  ^=^0  alle  Wurzeln  von 
f=Of  und  gi{y)  =  0  besitzt  sicher  die  v  Wurzeln  y^,  y^,  •••  yy. 
Diese  sind  unter  einander  verschieden,  und  daher  steigt  gi(ff)  zum 
Grade  v  auf,  d.  h.  es  fällt  mit  g(if)  zusammen. 

Jede  symmetrische  Function /Si(£ri,  g?(;ßri),---y^_i(j9i))  =  l^i(;3ri) 
kann  rational  durch  yi=^  8(^1^  q>{0i),  -  -  fpn^iO^i))  dargestellt 
werden.  Denn  verstehen  wir  unter  u  eine  unbestimmte  Grösse  und 
bilden  nun  die  Summe 
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SO  zeigt  die  rechte  Seite^  dass  dies  eine  symmetrische,  gebrochene, 
rationale  Function  der  Wurzehi  von  (1)  ist.  Es  wird  daher,  nach 
Multiplication  mit  dem  Polynome  g{u)  von  (5) 

eine  ganze  Function  von  u  mit  rational  bekannten  Coefficienten. 
Tragt  man  hierin  w  =  y^  =  F(0j)  ein,  so  erhält  man  als  Resultat 

(6)  ^.W-fi- 

wobei  ^'  die  Ableitung  von  g  bedeutet*).    Damit  ist  der  ausgesprochene 

Satz  bewiesen.  —  Ebenso  ist  F^  (sii)  =    ,,{ ,  u.  s.  f. 

§  491.  Nimmt  man  nun  für  S^  =  F^  der  Reihe  nach  die  elemen- 
taren symmetrischen  Functionen  von  z^,  9(^1),  •  •  •  q>n—\{ss^y  so  erhält 
man  dadurch  die  Goefficienten  derjenigen  Gleichung,  deren  Wurzeln 
eben  jene  Grössen  z^y  9^(^i)}  ••*  ^i^i,  und  da  nach  (6)  die  vorzu- 
nehmenden Rechnungen  bei  jedem  der  (y  —  1)  oberen  Index  von  z^  die- 
selben sind,  so  haben  wir  bewiesen:  Die  n  Grössen  ^^'^'^\  9pW"~"^0> 
•••  9»_i(4K«— 1))  (für  a=l,  2,  •••  v)  sind  die  Wurzeln  einer 
Gleichung 

(7)  A(^;  ya)  =  ^  —  YiiVa) '  ^"-^  +  ya(y«)  •  ^""* ±  Mya)  =  o, 

in  welcher  die  y^^  y^,  •  •  •  bestimmte  rationale  Functionen  des 
Argumentes  mit  rational  bekannten  Coefficienten  bedeuten. 
Es  ist  deshalb  das  Gleichungspolynom  von  (1)  als  Product 
darstellbar 

(8)  f(z)  =  h{z',  y,) .  h(z',  y^)  •  •  •  A(^;  V^), 

d.  h.  wenn  man  nach  Auflösung  der  Gleichung  v^^  Grades 

(5)  g(y)  =  r  —  d^y'-^  +  d^y'-^ ±d,  =  0 

sämmtliche  Wurzeln  y^,  y^j  •  -  -  y,  dem  Rationalitätsbereiche 
hinzufügt,  dann  wird  die  vorher  irreductible  Function  f(z) 
reductibel    und    zerfällt    nach    (8)    in    v   Factoren    desselben 

Grades  »  =  — 

V 

Das  erhaltene  Resultat  können  wir  auch  so  deuten,  dass  wir  die 
irreductible  Gleichung 

(1)  a0) = 0 


*)  Diese  Art  der  Herleitung  stammt  wohl  von  L.  Krön  eck  er  (J.  fflr  Math. 
Bd.  91  (1881)  S.  807). 
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als  das  Eliminationsresultat  der  Grosse  y  aus  den  beiden  Gleichungen 

(1')  A(^,y)  =  0      und      g{y)  =  0 

auffassen.  In  der  That  stimmt  ja  (8)  mit  der  in  §  136,  (4)  Bd.  I 
gegebenen  Poisson'schen  Darstellung  der  Resultanten  vollkommen 
überein.  Eine  so  darstellbare  Gleichung  (1)  wollen  wir  eine  imprimi- 
tive  Gleichung  nennen.  Gleichungen  (1),  welche  nicht  die  Eigen- 
schaft haben,  als  Eliminationsresultat  einer  Grösse  y  aus  zwei  anderen 
Gleichungen  (1*)  darstellbar  zu  sein,  heissen  primitive  Gleichungen. 

Die  Gleichung  (5)  des  abgeleiteten  Theorems  kann  von  ganz  be- 
liebigem Grade  sein,  so  dass  sie  im  Allgemeinen  nur  auflösbar  werden 
wird,  wenn  die  Zahl  v  den  Werth  4  nicht  überschreitet,  wie  wir  später 
zeigen  werden. 

§  492.  Wir  gehen  jetzt  zu  der  Behandlung  der  besonderen, 
sogenannten  cyklischen  Gleichungen  h(z]ya)  ==  0  über,  für  die  also 
ff  as  1  ist.  Eine  cyklische  Gleichung  des  Grades  n  ist  eine 
solche,  deren  Wurzeln  je:^,  z^y  •  •  -  Zn  in  die  eine  Reihe 

eingeordn-et  werden  können,  wobei  ip  eine  rationale  Function 
mit  Goefficienten  ist,  die  dem  Rationalitätsbereiche  ange- 
hören, und  für  welche  (pn(^i)  die  erste  iterirte  Function  ist, 
die  gleich  z^  wird. 

Wir  setzen  fest,  dass  Zk  =  ^t  Bein  soll,  wenn  h^^k  (mod.  n)  ist, 
so  dass  wir  also  auch  höhere  positive  Indices  als  (n  —  1)  und  auch 
negative  bei  z  zulassen  können.  Femer  erinnern  wir  uns  daran,  dass  es 
keine  Beschränkung  involvirt,  q>  als  ganze  Function  vorauszusetzen. 
Zu  erwähnen  ist  weiter,  dass  die  Wurzeln  z^,  -  -  -  Zn  auch  in  die  Tabelle 

(9»)      Za  y      Za^i  ==  q>  {Za)  ,      ^a+2  ==  %  (^a)  i       '  '  '      ^a-1  =  ?P«-1  (^a) 

gebracht  werden  können,  wobei  a  ein  beliebiger  Index  ist. 

Endlich  zeigt  die  Anordnung  (9),  dass  jede  der  Wurzeln  der 
Gleichung  eine  rationale  Function  jeder  anderen  ist.  Denn  um 
Za  durch  Zfi  darzustellen,  reicht  es  aus,  wenn  /J  +  y  ee=  a  (mod.  n)  ist, 
die  Gleichung 

anzusetzen«    Diese  beweist  sofort  die  aufgestellte  Behauptung. 

Zunächst  wollen  wir,  da  Irreductibilität  von  f(z)  =  h(Zyya)  nicht 
in  der  Definition  vorausgesetzt  war,  untersuchen,  in  welcher  Weise 
unsere  cyklische  Gleichung  f(z)  =  Ä(je^;  ya)  =  0  reductibel  sein  kann. 
Es  sei  fi(z)  derjenige  irreductible  Factor  von  f(z),  welcher  den  Wurzel- 
factor  (z  —  z^)  enthält.    Femer  sei  jera+i  =  9a(^i)  die  erste  unter  den 
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Wurzeln  in  der  Reihenfolge  (9)^  die  auch  zu  den  Wurzeln  der  irreduc- 
tiblen  Gleichung  f^{z)  =  0  gehört.  Dann  hat  man  durchaus  die  Ver- 
hältnisse^ die  wir  in  §  489  studirt  haben;  um  dies  einzusehen,  braucht 
man  nur  das  dortige  9  hier  durch  (pa  zu  ersetzen.  Daher  ordnen  sich 
die  Wurzeln  von  /"^  =  0  in  eine  Tabelle  ein,  die  der  Tabelle  (4)  ent- 
spricht.    Die  erste  Zeile  derselben  wird 

Qiebt  es  für  fi{z)  ==  0  noch  andere  Wurzeln,  so  kann  eine  zweite 
Zeile  construirt  werden;  diese  nimmt,  weil  alle  Wurzeln  in  (9)  ent- 
halten sind,  die  Gestalt  an 

In  dieser  Art  kann  man  fortfahren. 

Nun  sollte  (pa{^i)  die  erste  unter  den  Wurzeln  (9)  sein,  die  zu 
den  Wurzeln  von  fi(is)  =  0  gehört.  Folglich  darf  ß  nicht  kleiner  als  a 
sein;  läge  aber  ß  z.  B.  zwischen  a  und  2a,  so  läge  xa  •■{'  ß  zwischen 
(x  -|-  l)a  und  (x  +  2)«;  also  könnte 

x«  -f-  /J  =  (x  -j-  1)  a  +  y  (y  <  a) , 

(pxa-{-ß(jfi)  =  9y[9(*+i)«(?i)]  «=  9r(^0 
gesetzt  werden,   und  man  dürfte  die  zweite  Zeile  der  Tabelle   durch 
die  ihr  äquivalente 

9y(M;     9«+y(^i)>     98«-hy(^i);     •'•  (y  < «) 

ersetzen.  Das  widerspricht  der  Annahme  über  a.  Folglich  erschöpft 
die  erste  Zeile  der  Tabelle  bereits  alle  Wurzeln  von  /*^  =  0 ,  und  wir 
können  schreiben 

(10)      fi{0)  =  (jßf  —  Zi)  (Z  —  q>a{Zl))  (^  —  fp%a(ßl))  -'{Z  —  9>Cu - 1) a (^l)) ; 

(fta  =  w;  q>^a(ßi)  =  Zi). 
Ist  dann  f^{z)  ein  zweiter  irreductibler  Theiler  von  /*,  etwa  der- 
jenige,  welcher   den   Factor  {z  —  9(^1))   enthält,   falls   a>l    ist,   so  t 

folgt,  dass 

f^{z)  =  0    und    /i(<Pi(^))  =  0 

eine  Wurzel  gemeinsam  haben;  dass  also  f^{^>i{z))  =  0  alle  Wurzeln 
von  fi  =  0  besitzt,  und  daher  /i  =  0  die  Wurzeln  q>i{Zi)f  gja+i(^i),  •  •  •• 
Demnach  ist  f^  von  nicht  geringerem  Grade  als  f^.  Da  auch  das  Um- 
gekehrte gilt,  wenn  man 

fi(z)  =  0    und    /i(<)Pn-i(^))  =  0 

betrachtet,  so  ergiebt  sich,  dass  f^  und  f^  von  gleichem  Grade  sind. 
Es  nimmt  somit  der  zweite  Factor  die  Form  an 

(10*)      fiiz)  =  {Z  —  q>{Zi))  (Z  —  q>„^i{Zi))  '"{Z  —  9(;,_i)a  +  l  (^1)) . 
Netto,  Algebra.  II.  14 
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Auf  diese  Weise  sehen  wir,  dass  eine  etwa  mögliche  Zerfällung  von 
f{z)  nur 

(11)  m  =  M^)M^)  •  "f,{^)  •  •  •  A-iW, 

(12)      f^+i{js)  =  {Z  —  (p^{ßi))  {Z  —  q>aJt(i^ßl))  '"{Z  —  9?(^_i)a+e(^l))  , 

(p==l,  2,  ...  a  — 1;  9oW  =  ^i) 

werden  kann.  Jeder  irreductible  Factor  gleich  Null  gesetzt  liefert  also 
wieder  eine  cyküsche  Oleichung.  Wir  können  demnach  ohne  Be- 
schrankung von  vornherein  voraussetzen,  dass  die  vorgelegte  cyklische 
Gleichung  irreductibel  sei. 

§  493.  Die  bei  der  Ki-eistheilungsgleichung  besprochene  Gauss'sche 
Methode  führt  uns  auch  hier  zu  den  Elementen  der  algebraischen  Lösung. 
Es  sei  der  Orad  der  cyklischen,  irreductiblen  Gleichung 

(13)  f{z)  =  JET«  —  qj?"-!  +  Cjjef"-2 =  0 

eine  zusammengesetzte  Zahl  n  =  Ä;  •  {.  Die  Wurzeln  Ziy  ^{zi),  •  •  -  q>H-i{zi) 
ordnen  wir  in  folgende  Tabelle  ein,  indem  wir  ^{Zj)  =  z^,  ^«(^i)  =  ^t, 
. .  •  9?jfc— i(je?i)  s=  Zk  setzen, 

Zi ,    (pk  (zi) ,    9«  k  (zi)  y    .  •  •     9( j_  1)  k  (zi) 

(14)        

Zkf      Vk{Zk)y      q>ik(Zk),      •••      <P(i—i)k(Zk)  (j8^*  =  9*— l(^l)). 

Wir  wählen  wieder  eine  allgemeine,  symmetrische  Function 

(15)       S{Zay  (fkiZa),  '  •  •  <P{l-l)k{Za))  =  F(Za)  =  F{q)k(Za))  =  "  '  =  Va 

(«  =  1,2,  ...*), 

für  welche  yi,  y^,  >  •  -  tfk  von  einander  verschieden  ausfallen.  Dann 
ergiebt  sich  genau  wie  in  §  490  ff.,  dass  die  y  einer  irreductiblen 
Gleichung  t*®"  Grades 

(6-)  g(i,)  .==E  y*  —  d,y^-^  +  d,y^-^ 

=  (y  —  Vi)  {y  —  y%)"'{y  —  y*)  =  o 

genügen,  deren  GoefQcienten  dem  Rationalitatsbereiche  angehören,  und 
dass  die  Elemente  der  a**°  Zeile  von  (14)  Wurzeln  einer  cyklischen 
Gleichung  l^^  Grades  werden,  deren  Coefficienten  rational  von  y« 
abhängen: 

(7»)  Ä(^;  y«)  =  {Z  —  Za)  {Z  —  (pkiZa))  '"(Z  —  9>(i-i)*(5a)) 

(a  =  l,2,...Ä). 

Um  alle  ^2?«  zu  finden,  reicht  es  aber  aus,  eine  einzige  der  Gleichungen  (?•) 
zu  lösen,  ja  sogar  auch  nur  eine  Wurzel  einer  derselben  zu  bestimmen; 
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denn  mit  irgend  einem  Ba  sind  die  übrigen  Wurzeln  (p{Za)y  q>^{Sa)y  •  •  • 
ipn^xiZa)  von  (18)  als  rationale  Functionen  yon  Za  auch  gegeben. 

Diese  Resultate  stimmen  mit  den  früheren  überein;  als  neuer  Um- 
stand kommt  aber  noch  dazu^  dass  die  Gleichung  (5*)  ebenfalls 
eine  cyklische  Gleichung  ist,  während  im  früheren  allgemeinen 
Falle  die  Gleichung  (5)  dieser  Einschiunkung  nicht  unterworfen  war. 

Um  die  ausgesprochene  neue  Eigenschaft  herzuleiten,  bringen  wir 
die  Functionen  y^y  y^^  •  •  •  auf  die  Formen 

dann  wird,  wenn  u  eine  Unbestimmte  bedeutet» 

_y._  _    F(y(fr,))    ^    ^{Vk-^M)    ^   -^(y»+i(^i>)  ^ 

« 

und  also  ergiebt  sich  die  Sunmie 


yt     I     ys    _j         x     Vi 


+  .._\,  -\ h 


Vi  '  «*— yi  •         '  ^— y* 


als  gebrochene,  symmetrische  Function  sammtlicher  Wurzeln  z^y  v(j^i)i 
' '  •  <pn—i(zi)]  denn  die  rechte'  Seite  ändert  sich  nicht,  wenn  man  statt 
z^  irgend  eine  andere  Wurzel  eintragt. 

Multipliciren  wir  jetzt  diesen  letzten  Ausdruck  mit  dem  in  den 
z^y  q>(z^)f  ' '  •  gleichfalls  symmetrischen  Polygone  g(u)  aus  (5*),  dann 
wird  das  Product 

eine  ganze  Function  Yon  u  und  eine  ganze,  symmetrische  Function  der 
Wurzeln  von  (13).  Also  ist  G{u)  rational  darstellbar.  Trägt  man 
hierin  u  ^^  y^,  y^,  -  •  •  yt  ein,  so  verschwinden  jedesmal  alle  Glieder  der 
linken  Seite  bis  auf  eins,  und  es  folgt  die  Werthbestinmiung  für  die 

y%y  y$y  '" 

Diese  Relationen  zwischen  den  Wurzeln  von  (5*)  sind  charakteristisch 
dafür,  dass  (5*)  eine  cyklische  Gleichung  ist. 

Hiermit  haben  wir  die  folgenden  Resultate  bewiesen:  Die  voll- 
ständige Lösung  einer  cyklischen  Gleichung  (13)  des  Grades 
n^kl  kann  dadurch  bewerkstelligt  werden,  dass  man  eine 
Wurzel  einer  cyklischen  Gleichung  (5*)  des  Grades  k  er- 
mittelt;   mit    ihrer    Hülfe    die    Coefficienten    einer    anderen 

14* 
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cyklischen  Gleichung  (7*)  des  Grades  l  auf  rationalem  Wege 
bestimmt^  und  endlich  auch  noch  eine  Wurzel  dieser  letzten 
Gleichung  des  Grades  l  aufsucht. 

Sind  k  und  {  Primzahlen,  dann  hat  unsere  Reduction  ihr  Ende 
erreicht;  ist  aber  auch  nur  einer  der  Factoren  eine  zusammengesetzte 
Zahl,  so  können  wir  auf  die  entsprechende  Gleichung  dieselbe  Re- 
duction anwenden.  So  sehen  wir:  Ist  n  in  seine  gleichen  oder 
verschiedenen  Primfactoren  zerlegt  ^ Pi- p%"'Px,  dann  hängt 
die  Yollständige  Auflösung  der  cyklischen  Gleichung  des 
Grades  (13)  von  der  aufeinander  folgenden  Bestimmung  je 
einer  Wurzel  je  einer  cyklischen  Gleichung  des  Primzahl- 
grades Pi,  Piy  "  '  Px  ab.  Durch  die  Bestimmung  der  Wurzel 
einer  dieser  Gleichungen  werden  die  Goefficienten  der 
nächstfolgenden  cyklischen  Gleichung  festgelegt.  Die  An- 
ordnung der  p  kann  dabei  völlig  willkürlich  getroffen 
werden. 

Nach  der  in  §  491  eingeführten  Terminologie  können  wir  sagen: 
Jede  cyklische  Gleichung,  deren  Grad  keine  Primzahl  ist, 
gehört  zu  den  imprimitiven  Gleichungen. 

§  494.  Nach  unseren  bisherigen  Schlüssen  wären  wir  berechtigt, 
die  Gradzahl  einer  vorgelegten  cyklischen  Gleichung  als  Primzahl  an- 
zunehmen und  uns  auf  die  Auflösung  solcher  Primzahlgleichungen  zu 
beschranken.  Wir  brauchen  diese  Voraussetzung  aber  bei  der  nun  zu 
besprechenden  Lagrange'schen  Methode  nicht  zu  machen,  ebenso 
wenig  wie  dies  an  der  gleichen  Stelle  bei  der  Behandlung  der  Ejreis- 
theilungsgleichungen  nöthig  war;  und  wir  werden  daher  über  die 
Gradzahl  n  keine  beschränkenden  Voraussetzungen  zu  Grunde  legen. 

Wir  verstehen  unter  a  irgend  eine  n*®  Einheitswurzel,  bilden  mit 
ihrer  Hülfe  die  Lagrange'schen  Resolventen  für  die  n  Wurzeln  e^j 
jBfg,  •••  Zn  von  (13) 

^     ^  =zx  +  afp{zx)  +  a\^{zx)  +  --  +  a—^fpn-i{zxy  '    '"'  ^ 

und  finden  fQr  sie  die  fundamentale  Beziehung  (§  321,  Bd.  I) 

(18)  (zx^i]  a)  =  Zx^i  +  cczx+i  +  a^Zx-^-s  H h  cc'^-^zx  =  a~'^(zx]  a). 

Aus  dieser  geht  sofort  hervor,  da  a"  =  1  ist, 

(^a+i;a)»  =  (£rr,«)% 
und  demnach  gilt  für  diese  Potenz  der  Resolvente  die  Gleichungsreihe 

(19)  {e, ;  a)»  =  («, ;  a)-  ^ «  («, ;  «)-. 
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Wir  sind  daher  im  Stande,  (0^ ;  ay  als  symmetrische  Function  sämmt- 
licher  Wurzeln  0  darzustellen;  es  giebt  eine  rationale  Function  T(a) 
von  a  mit  Goefficienten,  die  dem  Rationalitatsbereiche  angehören,  so  dass 

Durch  Ausziehung  der  n^°  Wurzel  erhalten  wir  aus  dieser  und  aus 
den  entsprechenden  Gleichungen  fllr  a*,  «',  •  •  •  a*~^  das  folgende 
System  linearer  Gleichungen  mit  den  unbekannten  0^,  0^y  •  •  •  0n* 

01+ a0^       +a^0s        H h«""^^-     =>^r(a), 


Wir  nehmen  jetzt  a  als  primitive  n^  Einheitswurzel  an,  damit  alle 
diese  Ausdrücke  formal  von  einander  verschieden  seien.  Fügen  wir  zu 
jenen  Gleichungen  die  aus  (13)  folgende  n^  lineare  Gleichung 

so  ergiebt  sich  durch  geeignete  Gombination  als  Losung  der  cyklischen 
Gleichung 

»  — 1  n— 1 


(20) 


n—l  w— 1 

ng,  =  c,-\-  2'«"'  i^^VÖ  =-0i-\-  ^'^-'(ßi ;  «*) , 

x=l  x=l 

n—l  »— 1 

«=1  x=l 


§  495.  Diese  Formeln  (20)  bergen  einen  Missstand ,  der  darin 
berulit,  dass  jede  der  in  die  rechten  Seiten  eingehenden  n^^°  Wurzeln 
n  Werthe  hat,  ohne  dass  über  die  Gombination  dieser  Werthe  etwas 
ausgesagt  ist,  so  dass  also  die  erste  Formel  in  (20)  nicht,  wie  es  sein 
müsste,  gerade  die  gesuchten  n  Werthe,  sondern  im  Ganzen  n"~~^  Werthe 
besitzt  Ausser  den  Wurzeln  von  (13)  werden  also  noch  (w"~^  —  w) 
fremde  Werthe  durch  (20)  dargestellt. 

Diesem  Mangel  lässt  sich  auf  folgende  Art  abhelfen.  Aus  (18) 
ersieht  man  wegen 

(£fi4.i;  «*)  (;?ji+i;  a)~*  =  [«-''  •  {0x'^  «*)]  [«-*  •  {zx\  a)]' 

=  (^r,  «*)  (^r,  «)**, 


—  X 
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daas  auch  der  Auadnick  auf  der  linken  Seite  symmetriscli  in  den  z 
ist,  wie  dies  oben  bei  {six\^  af'  der  Fall  war.  Man  kann  ihn  daher  als 
rationale  Function  von  a  mit  rationalen  GoefiBcienten  ausdrücken.  Wir 
wollen  diese  Darstellung  mit  T^  bezeichnen,  und  setzen  somit 

(21)  {zv,  tt-)  (i?r,  a)-*  =  T, ;    {zv,  a^)  =  T^  -  (^fr, «)«. 

Demgemäss  wird,  wenn  wir  statt  T(a)  kürzer  T  schreiben, 
(21«)  {e,;  a')  =  T.yr;     (^,;  «»)  =  T.f^,     ••. 

und  aus  (20)  folgt,  wenn  man  diese  Werthe  eintragt, 

ng,  =  e,+        VT-\-         T,yT*'+        T,>/T»  +  •  •  • , 

«^,  =  «1  +  a-^VT+  a-*T,yr*  +  «"»T, ^T'  +  '  •  • , 

Alle  T  sind  rationale  Functionen;  jede  der  Formen  ist  eindeutig  be- 
stimmt, sobald  der  Werth  für  "/T  festgelegt  ist;  ändert  man  ihn,  was 
nur  so  möglich  ist,  dass  ein  Factor  c^  dazutritt,  dann  gehen  die  Zeilen 
in  (20*)  nur  in  einander  über;  die  erste  Zeile  kann  als  n- deutiger 
Ausdruck  aufgefasst  werden,  welcher  sämmtliche  n  Wurzeln  liefert. 
Damit  ist  die  ausgesprochene  Schwierigkeit  überwunden. 

§  496.  £s  kann  aber  bei  der  Benutzung  von  (21),  (21*)  eine 
andere  Schwierigkeit  entstehen,  a  bedeutet  irgend  eine  primitive  n*^ 
Einheits Wurzel;  es  konnte  für  jeden  der  <p{n)  Werthe  a  die  Resolvente 
(xTji;  a)  zu  Null  werden,  so  dass  in  (21)  der  Werth  von  T^  in  un- 
bestimmter Form  aufträte.  Ja  es  reicht,  um  diesen  Fall  herbeizuführen, 
schon  aus,  dass  für  ein  primitives  a  die  Resolvente  verschwindet. 
Denn  hat  die  Gleichung 

(^i;  0  =  ^1  +  ^2<  H 1-  ^«<"~'  =  0 

eine  primitive  n**  Einheits wurzel  t  =  a  zur  Wurzel,  dann  besitzt 
sie  alle. 

Bei  n  =  p*  kann  diese  Schwierigkeit  nicht  eintreten.  Denn  setzen 
wir  n  =p  •  q  also  q  =jp*— ^  und  femer 

n(^,+i  -  z,)  =  [(a-^  -  1)  (^,;  a)  +  («"«^  -  1)  (^,;  «») 

H h  («"''*  —  1)  (^r,  «*)]  +  [{CC-P9-1  _  1)  (^^.  ^+1) 

H h  («-«*»«  —  1)  (ififi;  a«^)]  -I , 

so  kann,  falls  die  Gleichung  in  0  irreductibel  ist,  die  linke  Seite  nicht 
=  0  sein.    Rechts  verschwindet  das  Schlussglied  jeder  eckigen  Klammer, 
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weil  xpq  ein  Vielfaches  von  n  ist.  Es  können  also  nicht  alle  übrigen 
Besolventen  (z^]  c^)  Null  sein;  die  zugehörigen  o^  gehören  aber 
zu  den  primitiven  Wurzeln.  Wir  entgehen  also  dieser  Möglichkeit^ 
wenn  wir,  was  nach  §  493  erlaubt  ist,  n  als  Primzahlpotenz  an- 
nehmen. 

Aber  auch  im  allgemeinen  Falle  kann  man  jenem  Uebelstande 
abhelfen,  indem  man,  wie  H.  Weber  es  thut*),  alle  0x  durch  eine  und 
dieselbe  nicht  verschwindende  n- deutige  Function  ausdrückt. 

Es  sei  n  durch  die  Primzahl  p  theilbar,  und  zwar  n=pq. 
Dann  können  wir  auch  bei  diesem  allgemeineren  q  aus  der  letzten 
Gleichung  in  der  angegebenen  Weise  schliessen,  dass  ein  nicht  ver- 
schwindendes (js^]  a")  mit  einem  zu  p  theilerfremden  Exponenten  x 
vorhanden  ist. 

Nun  sei,  in  seine  verschiedenen  Primzahlpoteüzen  zerlegt, 

n=piptpl  •  •  •  =jP?3i  =i/^?2  =plqi  =  •  •  • ; 
dann  bestimmen  wir  nicht  verschwindende  Resolventen 

für  welche  (i^  theilerfremd  zu  p^^  ebenso  (i%  ^^  p^,  '-  ist.  Hieraus 
bilden  wir  mit  willkürlichem  x  und  noch  unbestimmtem  Xq  das  Product 


—  X« 


(22)  (jsx]  «')  [(ß!x]  a^O'*  (^^;  «^*>  (^^;  «'">  •  •  •] 

Ersetzen  wir  hierin  A  durch  (A  -f-  1),  so  bleibt  nach  (18)  der  Werth 
des  Ausdruckes  (22)  unverändert,  falls 

(22»)  X  ^  f  Xo(ft,  ?!  +  fti  ^2  +  fis  ^3  -I )     (mod.  n) 

wird.  Nun  ist  die  Klammer  theilerfremd  zu  n,  wie  man  leicht  sieht. 
Demnach  kann  man  zu  jedem  x  ein  Xq  gemäss  (22*)  bestimmen.  Für 
dieses  Xq  ist  (22)  symmetrisch  in  den  a  und  mit  Hülfe  von  a  rational 
darstellbar.  Wir  bezeichnen  (22)  mit  Ux{a)  oder  kürzer  mit  Ux-  Ferner 
ist  die  n^  Potenz  der  eckigen  Klammer  in  (22)  nach  (19)  symmetrisch 
in  den  JS]  wir  bezeichnen  sie  mit  V{a)  oder  kürzer  mit  F.  Diese 
Function  verschwindet  nicht. 

Dann  gilt  für  jeden  Exponenten  x  die  Gleichung 

(23)  (^r,  «0  =  ^x F», 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (20)  ergiebt  sich  die  Form 


•)  Algebra  I;  zweite  Aufl.  §  172. 
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w  — 1 


♦»«i-«i+^I^x>^F^, 


«  — 1 


(20^) 


ne^  =  c^  +2""*  U^Vy^y 


n  —  1 


ng^^c,+^a-^^Unyr^, 


x=»l 


durch  welche  die  angegebene  Schwierigkeit  überwunden  ist. 

§  497.  Wir  machten  soeben  darauf  aufmerksam^  dass  V(a)  eine 
rational  darstellbare  Grösse  sei;  setzen  wir  sie  in  die  Normalform 
complexer  Ausdrücke  gemäss  der  Bezeichnung  aus  §  1,  Bd.  I 

SO  wird 

(24)  F(a)^=22^.[^i-e], 

wobei  B  und  S  rational  bekannt  sind. 

Abel*)  hat  gezeigt^  dass  bei  vorgelegtem  reellen  Rationalitats- 
bereiche  die  Ausziehung  der  w*®°  Wurzel  sich  durch  einfachere  Opera- 
tionen ersetzen  lässt.     Schreiben  wir 

fQr  die  benutzte  primitiTe  Einheitsworzel,  dann  entsteht,  da  dies  das 
einzige  in  V  als  complex  eingehende  Element  ist, 

^(«)  =  5^0  +  5i  •  [g  9]  +  ^»  •  [*  29]  H 

bei  reellen  Coefficienten  g.    Daraus  ergiebt  sich 

F(a-»)  =  ^0  +  ^i-  [g—  9]  +  5»  •  [g—  29]  H , 

I  F(a)  I  =  I  r(a-^)  I  =  [(i/o  +  I7i  cos  9,  +  . .  •)' 

+  (ffi  sin  9^  +  ^8  sin  29  H )»]« , 

d.  h.  I  V{a)  j  =  I  F(a""^)  |  und  =  R.    Hieraus  folgt  sofort 

(24»)  F(a-0-  =  ü«-[^-:^«} 

*)  Oeuvres,  dd.  Sylow  et  Lie,  1;  p.  493. 
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Femer  ist  nach  (18) 

[(jETa+i;  «-">>  •  •  •]  [(jeri^-i;  a-^*)«t  •  •  •] 

=  [(^2;  a^*>  •  •  •]  [{isr,  a-f'^yi . . .], 
so  dass  dieser  Ausdmck  in  den  e  symmetrisch  wird^  und  wir 

i.  2. 

F(a)«F(a-^)»=ö 

setzen  können^  wobei  Q  eine  rational  bekannte  Grosse  bedeutet. 

Verbindet  man  hiermit  das  aus  (24)  und  (24*)  folgende  Resultat 


so  ergiebt  sich 


i-  1.1. 

F(a)»F(«~i)»  =li»j 


1 


und  also 


d.  h.:  Ist  der  Bationalitätsbereich  der  cyklischen  Gleichung 
reell^  dann  kann  ihre  Auflosung  so  durchgeführt  werden, 
dass  man  aus  einer,  nach  Adjunction  einer  primitiven  n*^^ 
Einheitswurzel  bekannten,  reellen  Grösse  Q  die  zweite 
Wurzel  auszieht  und  einen  bekannten  Winkel  in  n  gleiche 
Theile  theilt 

Abel  macht  femer  darauf  aufmerksam,  dass  in  einem  reellen 
Bereiche  die  BealitatsYerhältnisse  der  Wurzeln  leicht  zu  überblicken 
seien.  Ist  nämlich  jSjt  eine  reelle  Wurzel,  so  sind  (piß^y  V^i^td,  *** 
d.  h.  auch  alle  anderen  Wurzeln  reell.  Demnach  besitzt  hier  jede 
cyklische  Gleichung  entweder  nur  reelle  oder  nur  compleze  Wurzeln. 
Natürlich  gehören  die  Gleichungen  ungeraden  Grades  zu  der  ersten  Art. 

§  498.    Jede  Gleichung  zweiten  Grades 

js^  —  c^je?  +  Cg  ==  0 
ist  cyklisch;  denn  man  hat  ja,  wenn  ^er^,  jer,  ihre  Wurzeln  bedeuten, 

Die  allgemeinen  Gleichungen  dritten  Grades  sind  nicht  cyklisch, 
wenn  man  zum  Bationalitatsbereiche  nur  ihre  Goefficienten  nimmt. 
Erweitert  man  ihn  jedoch  durch  Hinzunahme  der  Quadratwurzel  aus 

der  Discriminante  YD,  so  wird  die  Gleichung  dritten  Grades 

g^  —  CiZ^  +  c^z  —  c^EE  f{z)  =  0 
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mit  den  Wurzeln  Zi,  e^y  0^  cyklisch.     Denn  es  ist  in  diesem  Falle 

(^1  —  ^i)  ih  —  h)  (^2  —  h)  =  VÖ ; 
_VT>  I       _ 

h       h  —  J'jp^ }         ^2  "r  ^s  —  ^1       h  5 

oder,  wenn  man  in  bekannter  Weise  umwandelt, 

z^  =  -^  [{2c\  -  Qc^z\  -  (2c?  -  7ciCä  +  9c8  +  VD)z^ 

+  (cjcs  +  3ciCs  -  4oJ  +  CiVS))-  — 

Dass  die  Ereistheilungsgleichungen  cyklisch  seien,  haben  wir  schon 
hervorgehoben.  — 

Zu  anderen  cyklischen  Gleichungen  können  wir  durch  den  Satz 
gelangen,  dass  jede  rationale  Function  der  Wurzeln  einer 
irreductiblen  cyklischen  Gleichung  selbst  die  Wurzel  einer 
cyklischen  Gleichung  ist.  Wir  deuten  den  einfachen  Beweis 
kurz  an. 

Zuerst  reicht  es  aus,  eine  einzige  Wurzel  zu  Grunde  zu  legen, 
da  jede  andere  durch  die  eine  gewählte  z^  rational  darstellbar  ist. 
Es  sei  G{z^  eine  ganze  rationale  Function  von  z^,  und  es  seien 

ihre  Werthe  für  die  Wurzeln  der  cyklischen  Gleichung.  Durch  unsere 
früher  verwendeten  Schlüsse  erkennt  man,  dass,  wenn  diese  n  Werthe 
nicht  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind,  sondern  etwa  G{z^ 
=  G{fpk{z^)  ist,  eine  Anordnung 

G{z,),  G{ip{z,)),         ...     G(9)*^i(^,)), 


getroffen  werden  kann,  bei  welcher  die  Elemente  jeder  Spalte  unter- 
einander gleich,  dagegen  die  einer  Zeile  sämmtlich  von  einander  ver- 
schieden sind.  Zugleich  werden  dabei  die  Elemente  einer  Zeile  zu 
Wurzeln  einer  irreductiblen  Gleichung 

k(u)  ee(u—  G(z^))  (u  —  G((p(z^)))  • . .  (w  —  G{(pk-i{z,)))  =  0, 

deren  Goefficienten  dem  Rationalitätsbereiche  angehören;  und  die  Be- 
trachtung von 

k(u)  [^Mi^^L  +  ^'^^'^-  +  . . .  +  .^^^h:z^'\ 
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zeigt  wie  oben,  dass 

wird,  wobei  %  ^^^^  rationale  Function  bezeichnet.  Damit  ist  aber  der 
ausgesprochene  Satz  bewiesen.  — 

Hiemach  ist  jede  rationale  Function  einer  Einheitswurzel  wiederum 
die  Wurzel  einer  cyklischen  Gleichung.  Bedeutet  z.  B.  cd  eine  primi- 
tive fünfte  Einheitswurzel,  und  setzen  wir 

yi  =  1  +  ©  +  ©*,      yj  =  1  +  o*  +  o*, 
yj  =  1  +  ©*  +  CD»,      y^  =  1  +  ©»  +  ©, 

dann  müssen  nach  unseren  Ueberlegungen  rationale  Grössen  a,  h,  c,  d,  e 
existieren,  för  welche  man  hat 

1  +  ©«  +  ID*  =  a(l  +  ©  +  CD«)*  +  6  (1  +  ©  +  ©*)«  -f  C(l  +  (D  +  ©«)« 

die  Methode  der  unbestimmten  Goe£ficienten  liefert  in  der  That  die 

Werthe 

a  =  0,    6  =  2,    c  =  — 3,    d  =  6,    e  =  — 2. 

Femer  wird  die  Gleichung  (y  —  y^)  •  •  •  (y  —  y J  =  0  gefunden  mit 
Hülfe  von 

^ya  =  2,    ^y5  =  -4,    ^y3=_7,    ^yi  =  4, 

in  der  Form 

y4_2y«  +  4y«-3y+l=0; 

und  hier  ist  also  gemäss  der  Bestimmung  der  a,  6,  •  •  -  e 

%  =  »»(yi)  =  2yJ  -  3yJ  +  6^^  -  2. 
Es  ergiebt  sich  daraus  durch  Potenziren  und  Vereinfachen 

j^  =  2yJ-4»J  +  7y,-5, 

y* 8y«  +  13yf-26y,+  13; 

tragt  man  diese  Werthe  für  y^,  yj,  •  •  •  y*  in  die  Gleichung  für  y  ein, 
so  wird  in  der  That  yj  —  2yJ  -f"  4yJ  —  3y2  +  1  fe  0,  wie  die  Eigen- 
schaft der  cyklischen  Gleichungen  es  forderte. 

§  499.  Eine  andere  Methode  für  die  Herstellung  cjkb'scher 
Gleichungen  ist  die  folgende.  Die  Wurzeln  der  irreductiblen  cyklischen 
Gleichung  f{0)  =  0  seien 

und  q>n(^i)  sei  die  erste  iterirte  Function,  welche  den  Anfangswerth  g^ 
wieder  annimini    Dann  hat  q>n{^)  —  is  =  0  mit  f{ß)^=0  eine  Wurzel  z^ 
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gemeinsam^  und  wegen  der  vorausgesetzten  Irreductibilitat  von  f=0 
ist  also  f(z)  ein  Theiler  von  9?«(£f)  —  is.  Das  lässt  sich  noch  praci- 
siren.  Wenn  g  eine  Wurzel  von  g)(z)  —  z  =  0  ist,  dann  hat  man 
auch  g)j(g)  =  9?(g)  =  g,  ...  qp^(g)  =  g^  und  also  ist  g  zwar  eine 
Wurzel  von  9?n(^)  —  z  =  0,  aber  wegen  der  über  n  gemachten  Voraus- 
setzung nicht  von  f(z)  =  0.  Wir  erkennen  daher  (vgl.  §  270,  Bd.  I), 
dass 

{-25)  '^"^'^  ~  ' 

eine  ganze  Function  von  Zy  und  dass  f(z)  ein  Theiler  derselben  wird. 
Falls  n  eine  Primzahl  ist,  können  wir  nicht  über  (25)  hinausgehen; 
bedeutet  n  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  können  wir  ähnliche  Schlüsse 
anwenden,  wie  bei  der  Herstellung  der  Gleichung,  welche  die  primi- 
tiven n^^  Einheitswurzeln  liefert. 

Hierbei  wird  es  nothwendig,  vorauszusetzen,  dass  die  Goe£ficienten 
der  Function  q)(z)  unbestimmte  Grössen  seien,  um  behaupten  zu  können, 
dass  fpn{js)  —  z  =  0  keine  mehrfachen  Wurzeln  enthält;  (der  ähnliche 
Umstand  wurde  ja  auch  bei  der  Ereistheilungsgleichung  benutzt).  Gäbe 
es  nun  auch  im  allgemeinen  Falle  mehrfache  Wurzeln,  so  müsste  dies 
ebenso  bei  der  besonderen  Wahl  der  Function  <p 

(p{z)  =  zf',    (p^{z)  =  zf'%    ...     y,(ir)  =  i^", 

9«(^)— xr  =  ;8r(5^"-i  — 1) 

eintreten;  da  kommen  aber  gleiche  Wurzeln  nicht  vor  (§  294,  Bd.  I). 

In  besonderen  Fällen  kommen  wirklich  mehrfache  Wurzeln  vor. 
Setzt  man  z.  B. 


9'W  =  ^-T»        %W  =  **-|^-ä, 

dann  wird 

9*0 

0        *        ^         2**        ^        16         ('+i){' 

Wenn  nun  Zx  eine  Wurzel  von  (fni/s)  —  z  =  0  ist,  so  wird  ein 
Glied  der  Reihe,  die  wir  beliebig  weit  fortgesetzt  denken, 

wieder  gleich  Zx.  Ist  q>d(Zj()  das  erste  dieser  Eigenschaft,  so  wollen 
wir  sagen,  z^  gehört  zum  Exponenten  d.  Nach  bekannter  Schluss- 
weise leitet  man  ab:  Jeder  Exponent,  zu  dem  eine  Wurzel  ge- 
hört, ist  ein  Theiler  von  n.  Femer  nennen  wir  eine  Wurzel 
primitiv,  wenn  sie  zum  Exponenten  n  gehört.  Ist  also  n  eine 
Primzahl,  so  giebt  es  nur  Wurzeln,  die  zu  1  oder  die  zu  n  gehören. 
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nnd  weil  keine  yielfachen  Wurzeln  Yorhanden  sind^  so  hat  (25)  nur 
noch  primitive  Wurzeln. 

Um  den  allgemeinen  Fall  bequem  schreiben  zu  können^  setzen  wir 

Ist  nun  die  Gradzahl  in  ihre  Primzahlpotenzen  zerlegt 

dann  wird  die  Gleichung 

(26)  0J0)  =  ["^^^f^-^-ll  [^^^»]>:p,ft]-  •  _  0 

alle  und  nur  die  primitiven  Wurzeln  von  ^n{^)  —  jet  =  0,  jede  in  der 
Multiplicitat  1  ergeben.  Durch  Induction  kommt  man  leicht  zu  der 
Form  (2^).  Der  Beweis  ist  dem  in  §  302,  Bd.  I  gegebenen  durchaus 
analog.    Es  sei  f  eine  Wurzel  von  q>n(js)  —  j?  =  0,  die  zum  Exponenten 

gehört;    dann   wird   nicht   nur   (p^(j^)  =  (^^    sondern  jedes   g>(fr(t)  =  t 

befriedigt^    wenn    q    eine    ganze    Zahl    bedeutet.      Insbesondere    gilt 

das   för 

n        n  n  n  n  n 

0  y  ;    f^  •         •    •    •         •         — — .  ...         .  •         •      ... 

^  '    Pi'    ä'  l><r'    PiPt'  Pd^iPd^    PiPtPt^ 

Es  tritt  deshalb  der  Wurzelfactor  (js  —  5)  ^  (26)  mit  der  Multipli- 
citat 1  in  den  folgenden  Factoren  des  Zählers  oder  des  Nenners 

[«:!];    [nip^^y    ...     [nipsy,    [wri^ift],     •••     \n\ps-iP6V,    '" 

auf.  Sonach  ist  das  gesammte  Eingeben  des  Factors  (z  —  {;)  in  (26) 
von  der  Multiplicitat 

i-(0+(')-(:)+-±(5)-(i-i)'-». 

d.  h.  der  Factor  hebt  sich  überhaupt  heraus.  Nur  wenn  v  =  n^  und 
also  S  eine  primitive  Wurzel  ist,  dann  wird  dieser  Schluss  ungültig, 
d  gewissermassen  Null,  und  man  erhält  (e  —  i)  einmal  im  Zähler. 

Damit  ist  gezeigt  worden,  dass  O«  eine  ganze  Function  ist, 
und  dass  0»(jef)  =  0  alle  und  nur  die  primitiven  Wurzeln  von 
9it(^)  —  £^  =  0,  jede  ein  einziges  Mal  liefert.  Hierdurch  sind  wir 
zu  Gleichungen  gelangt,  wie  wir  sie  in  §  489  behandelt  haben.  Ihre 
Wurzeln  können  in  das  Schema  (4)  eingeordnet  werden.  So  erhalten 
wir  die  Möglichkeit,  alle  Gleichungs  -  Polygone  herzustellen,  für 
welche  (p  und  n  gegeben  ist;  sie  müssen  sämmtlich  Theiler  von 
(26)  sein. 
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Nach  Auflösung  einer  gewissen  Gleichung  (5)  kann  man  die 
Gleichungen  n^  Grades  herstellen  (7);  von  denen  die  Elemente  je 
einer  Zeile  in  (4)  als  Wurzeln  abhangen.  Hat  insbesondere  (5)  eine 
rationale  Wurzel^  so  befinden  sich  die  Coe£ficienten  der  entsprechenden 
Gleichung  (7)  gleich&lls  im  natürlichen  Rationalitatsbereiche,  d.  h.  dem- 
jenigen^  welcher  aus  allen  rationalen  Zahlen  besteht.  Damit  haben 
wir  also  eine  cyklische  Gleichung  erlangt  und  zugleich  die 
charakteristische  Bedingung  dafür  abgeleitet,  dass  eine 
solche  für  eine  gewisse  gegebene  Function  (p(z)  überhaupt 
besteht.  Denn  umgekehrt  muss  (5)  eine  rationale  Wurzel  haben, 
sobald  eine  solche  cyklische  Gleichung  vorhanden  ist. 

§  500.  Wir  wollen  die  gegebenen  allgemeinen  Vorschriften  durch 
zwei  Beispiele  iUustriren.  Zunächst  sollen  alle  cyklischen  Gleichungen 
dritten  Grades  bestimmt  werden.     Dabei  dürfen  wir 

setzen;  da  aber  nach  dem  Satze  aus  §  498  auch  ccZi-^  ß  die  Wurzel 
einer  cyklischen  Gleichung  ist,  so  können  wir  a  und  ß  so  bestimmen, 
dass  von  vomherein  das  Glied  mit  0  verschwindet,  und  dass  sonach 

angenommen  werden  kann.     Hierfür  wird 

(27)^3^=^'  +  ^  +  (3a  +  l)^  +  (2a+lK  +  (3a«+3a  +  lK 

+  (a*  +  2a  +  l)i8  +  (a»  +  2a«  +  a  +  1)  =  0 

die  Gleichung,  deren  Zerlegung  in  zwei  cubische  Gleichungen  erstrebt 
werden  muss.    Wir  verstehen  unter  e'  eine  Wurzel  von  (27)  und  setzen 

Als  WerUie  dieser  Functionen  ergeben  sich  aus  der  Definition  von  tp{g) 
und  mit  Hülfe  von  (27) 

»i{e')  =  g'*  +  (2o  +  i)e'*  +  e'  +  (o»  +  2a), 
»^(g')  =  e'9  +  «'S  +  3oä'*  +  (2  a  +  1)  «'»  +  (3  a»  +  o)«'» 

+  (o*  +  2a);?'  +  (o«  +  a») 

=  <p.(^^;_^^(^') +  („_!) 
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«.,(*')  =  g"'  +  Sae'^  +  (3o«  +  a)e'*  +  (a»  +  a*)e' 

SO  dasB  die  Gleichung 

(28)  ^  —  ^i(ier')  • ;?« —  (^1(5')  —  (a  —  1));?  —  (a^i(-?')  +  o  +  1)  =  0 

die  Wurzeln  ;ef',  ^C^')»  9ä(^')  tösitzt.  Bezeichnet  man  die  übrigen 
drei  Wurzeln  von  (27)  mit  z*\  9>{^")7  9«(^")?  ^^  erhält  man 

6 

1 

6 

=  (3o  +  1)  +  di(«')  +  »i(g")  —  2  (a  —  1) 
=  a+2, 
und  sonach  wird 

(29)  M«  +  w  +  (a  +  2)  =  0 

die  Gleichung^  deren  Wurzeln  ^i(z')  und  *0'i(^")  sind.  Nach  dem 
Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  müssen  wir  dieser  Gleichung  (29) 
eine  rationale  Wurzel  zu  verschaffen  suchen.     Es  ist 

demnach  entstehen  fBr  die  aUgemeinste  Annahme 

_  (4a  +  7)  =  (2A  +  ly,    a  =  —  (A»  +  ;i  +  2) 
die  rationalen  Wurzeln 

«  =  y(— 1  +  2A  +  1),     d.h.    «i==A,    «,==  — A  — 1, 

und  wir  können  setzen 

*,(/)  =  A,    *,(0 (i  +  1). 

Dadurch  entstehen  aus  (28)  die  beiden  cyklischen  Gleichungen 

f  30^     ^  -  ^  ^*  -  (^*  +  2  A  +  3)  0  +  (A»  +  2  A«  +  3  A  +  1)  =  0 , 

^     )      ^3^(;i^l)^8_(;t8^2)0—  (A»  +  A«+ 2A+1)  =  0. 

Das  Product  der  linken  Seiten  ergiebt  (27),  wenn  A*  +  ^  +  2  =  —  a 
gesetzt  wird.  XJebrigens  sind  die  beiden  Gleichungen  (30)  nicht  wesent- 
lich von  einander  verschieden;  denn  durch  A  =  —  (A^  +  1)  g®^*  ^^^ 
Form  (A*  +  A  +  2)  in  (Aj  +  A^  +  2),  und  die  erste  der  Gleichungen  (30) 
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in  die  zweite  über.     Wir  können  uns  daher  auf  die  erste  der  beiden 
beschränken.   Nehmen  wir  noch^  um  die  zweite  Potenz  der  unbekannten 

zu  beseitigen^  1  =  -^y  ^=S  +  y^  ®^  entsteht 

(31)        g»_30i»  +  ft  +  l)S  +  Oi»  +  ^  +  l)(2^  +  l)  =  0 

mit  den  Wurzelrelationen 

5.  =  ?',(5.)  =  -Sf-0»  +  l)5i  +  2(^» +  /»  +  !). 

Auf  die  Form  (31)  kann  also  jede  cyklische  Gleichung  dritten  Orades 
redncirt  werden. 

Ist  eine  solche  Gleichung  (31)  vorgelegt,  so  fordert  die  nach 
unserer  Methode  durchzuführende  Auflösung  vor  Allem  die  Bildung 
der  Lagrange'schen  Resolvente  (g^ -|- ^<d -f~  Ss <»')'•  Zur  Berechnung 
dienen  die  Formeln 

e+^+s=   6(^«+^+i), 

e,5, +  «,£,  + 6.  ti  =  - 3(,»» +  /»  + 1), 

fi+^  +  5;=-3(2^  +  i)(^»+^  +  i), 

5?5,  +  6|5.  +  S5i=      3(^  +  2)(^'  +  ^  +  l), 
gi5j  +  S,Ö  +  g,g?=      30t-l)(^«  +  ^  +  l), 

Si5.g, (2^+l)(^»  +  ^  +  l), 

welche  sich  leicht  durch  die  Relationen 

^  =  -(^+l)g»-(^»  +  ^  +  l)g,  +  2(^  +  2)(/t»  +  ,t  +  l), 

S=  ,i6» +  (/»*  +  ;»  + 1)^1 -2(^-l)(^*  +  ^  +  l) 

bilden  lassen.    Mit  ihrer  Hülfe  erhalt  man 

«1  +  &«  +  6,«)V  =  27  (o)  -  ii)  (^«  +  ^  +  1), 
und  also 

e,+  a»6,+(D»s,  =  3|/ii^:r^>/p«  +  ^  +  i, 

Si  +«*58  +<»£,  =  3 1/^^^  f ^  +  (i  +  1 . 
Daher  wird  die  Lösung  der  Gleichung  (31)  durch  die  Formeln  geliefert 

ti  =  ya>—(i  l/jt«  +7"+  i  +  j/aj*+,t  i/it*+/t  +  l 
=  t/(a,-^)*(««-^)       +-i-'^-'+-^^-, 

]/(»  -  p)«(ai«  -  ,t) 
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g,  =  <D«f/('»  -  f^y  («*  -  /*)  +  -t:^^^' 


<a«y(<»  — <*)'("'— <*) 


§,  =  0,  j/(«  -  ^)'»  («*  -  ^)  + -^^_  ^1^: 


Nach  den  Bemerkungen  zu  Anfang  des  §  498  wissen  wir  jetzt;  dass 
die  Discriminante  Ton  (31)  im  natürlichen  Rationalitätshereiche  ein 
vollständiges  Quadrat  sein  muss;  in  der  That  wird  auch  (vgl.  §  283, 
Bd.  I)  dieser  Ausdruck  gleich 

108.(,i*  +  ^  +  1)»  _  27  (,»«  +  ^  +  1)«  (2^  +  1)»  =  9»  Ot»  +  ,t  + 1)». 

Bemerkenswerth  ist;  was  aus  den  beiden  Gleichungen  (30) 
hervorgeht:  dass  jeder  cyklischen  Gleichung  dritten  Grades  eine 
andere  zugeordnet  ist,  welche  dieselben  Wurzelrelationen  aufweist; 
wie  jene. 

Aus  (31)  kann  man  die  allgemeinste  cyklische  Gleichung  dritten 
Grades  von  der  Form 

herleiten;  wenn  man  auf  (31)  die  allgemeinste  Tschirnhausen- 
Transformation  anwendet;  fQr  welche  das  Glied  mit  der  zweiten 
Potenz  der  Unbekannten  verschwindet.  Diese  ist;  wie  eine  leichte 
Rechnung  ergiebt;  bei  ft*  +  j*  +  1  ==*  ^>  vö°  d^r  Form 

(32)  t  =  ccu^  +  ßu  —  2aa; 

und  man  erhält  nach  Unterdrückung  des  Factors  (Saa^ß  —  fea'  —  /?'); 

(33)  6»  —  3  (a«a«  +  aß^  —  baß)t 

+  (2a»a»  —  6a»a/J«  +  3aba^ß  +  6/3»  —  6»«»)  =  0 

(a  =  ^«  +  ,i  +  l,    6  =  0i'  +  /t  +  l)(2/i+l)). 

Die  erhaltenen  Coefficienten  geben  die  allgemeinste  Lösung  der  Auf- 
gabe;  A  und  B  so  zu  bestimmen;  dass  (4  A^  —  B^)  das  Dreifache 
eines  yollständigen  Quadrates  wird. 

§  601,  Wir  fragen  weiter  nach  denjenigen  Gleichungen  vierten 
GradeS;  deren  Wurzeln  durch 

dargestellt  werden  können ;  wobei  aber,  um  die  Rechnung  nicht  zu 
complicirt  werden  zu  lassen;  einfach 

angenommen  werden  soll.    Hierfür  findet  man 

Netto,  Algebrft.   II.  15 
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?*!*^:^«"+6o«i»+«»+(15o»4-3a)Ä«+4o«^+(20o»+12a«+l)«« 

+  (6o*  +  2ay  _f_  (i5o4_j_  i8a»  +  3a«  +  4a)«* 
+  (4o»  +  4a»  +  1)  «» +  (6a«  +  12a*  +  6a'  +  5a»  +  a)«* 
+  (a*  +  2a»  +  a»  +  2a)« 
+  (a«  +  3o»  +  3a*  +  3o»  +  2a>  +  l)  =  0, 

so  dass  diese  Gleichung  die  zwölf  Wurzeln 

«(••),      y(;^0),      ^^(^0),      ^,(^0)  (t  =  l,2,3) 

besitzt.  Die  elementaren  symmetrischen  Functionen  der  vier  zu  gleichem  i 
gehörigen  Wurzeln  setzen  wir 

»x(.^"),  »>m,  »ii'^"),  ».i^-') 

und  wissen  dann^  dass  die  drei  Grössen 

^i(o,  Mn,  »x(n 

einer  Gleichung  dritten  Grades  mit  rationalen  Coefficienten  genügen. 
Man  findet  für  sie  auf  dem  im  Torigen  Paragraphen  eingeschlagenen 
Wege 

(34)  M»  +  (4a  +  3)w  +  4  =  0. 

Mit  Hülfe  Yon  (34)  kann  man  die  dritte  und  alle  höheren  Potenzen 
Ton  ^i{e')  durch  niedere  ausdrücken;  so  erhält  man 

*.(^')  =  -Y [^iC'^O*  -  (2« - 1) ^iC^O  +  2] , 
#^(ä')  =      -1  [odj  (gj  +  o^i  («')  +  2  a«  +  2a  +  2] . 
Demnach  genfigen  die  Grössen  /,  tp(e'),  ^ti^i'),  ^Pti»')  der  Gleichung 
tt*  —  »y{z')  • «»  +  4  [*i ('»')*  —  ^li"')  +  4a]«« 

(35)  +\\.K{^7  -  i2a-l)»,{z')  +  2]« 

+  Y  [«^i(0*  +  a»i{z')  +  2a*  +  2a  +  2]  =  0. 

Hat  (34)  eine  rationale  Wurzel  Q'i{e'),  dann  ist  (85)  eine  cyklische 
Gleichung.     Wir  setzen  demnach  das  Polynom  von  (34) 

u»  +  (4a  +  3)m  +  4  =  («  —  x)  (m*  +  XU  +  A) 
und  erhalten  für  diese  Zerlegungsmöglichkeit 
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xA  =  — 4,     A  — x2  =  4a  +  3; 

Folglich  ist  die  gesuchte  allgemeinste  cyklische  Gleichung 

.  3        x*  +  8x  +  4    0    ,    x»+2x«+5x  +  8 

(35') 

^        '^  ,    x*^— 2x*  + 4x«  — 2x'+  llx +  4 

mit  der  Wurzelrelation 

f     \  fi         x»  +  8x  +  4 

§  502«  Häufig  erscheint  eine  Gleichung^  von  welcher  eine  Reihe 
unbekannter  Grössen  0^,  z^^  •••  ^ef«  als  Wurzeln  abhängt,  als  analy- 
tischer Ausdruck  eines  Problems,  aus  dem  sich  der  Natur  der  Frage- 
stellung gemäss  von  vornherein  erkennen  lässt,  dass  für  &^y  z^^  •  •  •  Zn 
die  charakteristischen  Beziehungen  für  cyklische  Gleichungen  ^2  =  9(^1)^ 
z^  =  9(2^2)7  *  *  •  herrschen;  und  häufig  wird  gleichzeitig  die  Function  q> 
selbst  dabei  gegeben  sein.  Hier  macht  es  dann  keine  Mühe,  die  aus- 
einandergesetzten Methoden  der  Losung  in  Anwendung  zu  bringen. 
Anders  ist  es  dagegen,  wenn  eine  fertige  Gleichung  vorgelegt  und 
gefragt  wird,  ob  sie  zu  den  cyklischen  Gleichungen  gehört,  und  wie 
die  Function  9  bestimmt  werden  kann,  falls  eine  solche  besteht.  Wir 
wollen  die  aufgeworfene  Frage,  soweit  es  hier  möglich  ist,  kurz 
behandeln. 

Auf  die  zu  prüfende  Gleichung /"(jef)  =  0  wenden  wir  eine  Tschirn- 
hausen'sche  Transformation  mit  noch  unbestimmten   Coefficienten  an 

aus  ihr  folge,  nach  den  nöthigen  Reductionen  durch  /*  =  0, 

t'  =  «2^*-'  +  A^-'  H h  *2; 


Durch  Elimination  von  ;8f*""^,  -  -  -  z  entstehe  i^(g)  =  0,  welches  wie  f 
vom  Grade  n  wird.  Ist  nun  f(z)  =  0  cyklisch,  so  müssen  «i,  ft,  •  •  •  d^ 
sich  so  wählen  lassen,  dass  F(j^)  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit 
f{z)  übereinstimmt.  Setzt  man  die  hierzu  nöthigen  Gleichungen  an, 
dann  ist  das  Bestehen  eines  im  Rationalitätsbereiche  enthaltenen 
Lösungssystems  charakteristisch  dafür,  dass  f  cyklisch  sei.  Die  ge- 
fundene Tschirnhausen'sche  Transformationsformel  liefert  gleichzeitig 
die  Form  der  Function  q>{z). 

15* 
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Wir  wollen  diese,  in  der  Theorie  sehr  einfache,  in  der  Ansffihnqig 
recht  umständliche  Methode  auf  ein  übersichtliches  Beispiel  anwenden. 
Wir  nehmen  als  zu  prüfende  Gleichung 

f{e)  =  JE?»  —  3air  +  6  =  0 

und  fragen  also,  wann  diese  cyklisch  werden  wird. 

Dafür  erhalt  man  mit  Hülfe  der  Substitution  (32),  welche  ofiPenbar 
nothwendig  ist,  und  durch  welche  die  Rechnung  abgekürzt  wird, 

l  =ajer*  +  /}iBf  — 2aa, 

6*=(/»*  — aOir«  +  (2aa/I  — a»6)j9  +  (4a«a«  — 26«^), 

g»=(3aV  +  3aa/S»— 36a*/S)0«  +  (3aV/I  +  3a/S«  — 36a/J«)j9 

+  (— 8aV  +  Sa&a^iJ  —  &/S>  +  6«a»). 

Aus  der  transformirten  Function  lasst  sich  (Saa^ß  —  a^b  —  ß^  als 
gemeinsamer  Factor,  aller  Goefficienten  heraussetzen.  Die  zurück- 
bleibende Function  lautet 

F{t)  -  g»  -  3(a»a«  +  a/J«  -  baß)t 

+  (2a»  a»  —  Ga^aß"  +  Saba^ß  +  6/S»  —  6««»). 

Hier  sind  nun  a  und  ß  so  zu  bestimmen,  dass  F{js)  mit  f{g) 
identisch  wird;  d.  h.  damit  f(js)  «s  0  cyklisch  sei,  muss  das  System 
der  beiden  Gleichungen 

aß^  —  baß  +  (a«a«  —  a)  =  0, 

6/J»  —  Qa^aß^  +  ^aba^ß  +  (2a»a»  —  6»a»  —  &)  =  0 

eine  rationale  Wurzel  (a,  ß)  besitzen.    Die  Eliminante  der  Gleichungen 

wird 

(36)     a  (4a»  —  6^)  [(4a»  —  6«)  a«  —  3a«]  [(4a»  —  6«)  a»  —  3a>a  —  b] . 

Das  zu  a  gehörige  ß  entnimmt  man  dann  der  Gleichung 

/J[&(4a»  —  &«)«»  —  a«6]  =  2a« (4a»  —  &«)«»  +  a(6»  —  6a»)a  -  aH . 

Hier  führt  der  erste  Factor  von  (36)  auf  ß  =  1  und  somit  zu 
dem  banalen  Resultate  t  =  ^]  das  ergiebt  keine  cyklische  Gleichung. 

Der  zweite  Factor  ist  die  Discriminante  der  vorgel^^n  Gleichung; 
er  verschwindet  für  a  =  g«,  6  =  2  g»,  und  das  giebt 

f{e)  =  £»  -  3?»;?  +  2g»  =  («  +  2«?)  («  -  qf, 
FiQ  =  5»  -  3  (ä»a  -  qßyt  -  2  (g»a  -  qß)'. 

Damit  F(e)  ^  f(e)  werde,  reicht  es  aus,  bei  beliebigem  q 

ß  =  qa  +  l 
ZQ  setzen.    Man  hat  also  fOr  jedes 

e  =  aar»  +  (ja  +  1);?  —  2g»a  =  «(«  —  })  (xr  +  2?)  +  xf 
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die  gewünschte  Identität.  Dass.  unendlich  viele  Lösungen  auftreten^  ist 
durch  das  identische  Verschwinden  der  Eliminante  bedingt. 

Zur  Behandlung  des  Factors  [(4  a*  —  6*)  a^  —  3  a*]  fahren  wir 

ein;  dadurch  wird 

a        ^       b  —  J 

und  es  handelt  sich  also  nur  noch  darum,  a  und  b  so  zu  bestimmen, 
dass  die  Grösse  ^  dem  Bationalitätsbereiche  angehört.  Dies  wird  im 
natürlichen  Rationalilatsbereiche,  wie  wir  in  §  500  am  Schlüsse  gesehen 
haben,  durch  die  Annahme 

a  =  ii'  +  ti  +  l,     &  =  0i«  +  ^  +  l)(2^+l) 
geleistet.    Hierbei  wird  ^  =  a,  und 

9(0  =  9,  W ;»» -  0*  +  1)  ^  +  2  Ot»  +  ^  +  1) ; 

es  entsteht  demnach  72  (^)  ^^^  v(^)f  ^^^^i  man  jd  durch  —  d 
ersetzt.  — 

Es  wäre  endlich  noch  der  Factor 

zu  untersuchen.  Darauf  wollen  wir  nicht  direct  eingehen,  weil  dies 
zu  complicirten  Rechnungen  führt,  sondern  die  Frage  durch  die  Be- 
merkung entscheiden,  dass  für  jedes  hierher  gehörige 

g  c=s  az^  +  ß^  —  2aa 

y(0  =  Vii^)  =  ^  wird.     In  diesem  Falle  ist  nämlich 

(4a»  -  J«)a»  —  3a«a  —  6  =  0, 

n a{a-\'  ha) 

P—  (4a»  — 6«)a«  — a«' 

9>{t)  =  (a/J*  —  aa'  +  ^ß)^^  +  (2aa*/J  —  6a»  +  ß^sf 

4-  (4a«a»  —  2aa  —  2b^aß  —  2aaß). 

Mit  Hülfe  der  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  verwandelt  sich  der 
letzte  Ausdruck  nun  in  ^(g)  =»  jg.  Da  aber  die  drei  Wurzeln  von  f=  0 
durch  0,  9'(^)>  9>i{^)  dargestellt  werden,  so  kann  nicht  72 (^)  ^=^  ^^^^9 
ohne  dass  sänmitliche  Wurzeln  einander  gleich  werden.  — 

Wir  bemerken  noch,  dass  der  Uebergang  von  fQs)  zu  F{i)  am 
einfachsten  durch  die  zu 

f(/s)  =  0    und    a^sr"-^  +  A^"""*  H h  (*i  —  0  =  0 

gehörige  Eliminationsdeterminante  gemacht  wird. 
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Fünfzigste  Vorlesung. 
Die  AbeFscheii  &leiehiingeii. 

§  503.  Nach  den  Darlegungen  der  letzten  Vorlesung  wird  man 
zu  der  allgemeineren  Frage  nach  denjenigen  Oleichungen  geführt^  bei 
welchen  alle  Wurzeln  durch  eine  unter  ihnen  rational  darstellbar  sind. 
Solchen  Gleichungen  werden  wir  später  unsere  Aufinerksamkeit  zu- 
zuwenden haben;  hier  erwähnen  wir  nur,  dass  diese  Gleichungen  im 
Allgemeinen  nicht  algebraisch  auflösbar  sind.  Dagegen  hat  Abel  in 
seiner  schon  erwähnten  Abhandlung  eine  Classe  von  Gleichungen 
speciellerer  Art  angegeben,  bei  denen  durch  Hinzufiigung  einer  neuen 
Bedingung  zur  rationalen  Darstellbarkeit  aller  Wurzehi  durch  eine 
unter  ihnen  die  algebraische  Auflösbarkeit  herbeigeführt  wird.  Abel 
stellt  folgenden  Lehrsatz  auf*):  Es  sei  f(js)  =  0  eine  algebraische 
Gleichung  m^^  Grades,  deren  Wurzeln  sämmtlich  durch  eine 
unter  ihnen,  z'^  rational  ausdrückbar  sind.  Sind  in  dieser 
Darstellung  q){z),  %{z')  zwei  willkürliche  Wurzeln,  und  ist 
für  sie  9(x(0)  =  X(9(^'));  so  ist  die  Gleichung  algebraisch 
auflösbar. 

Solche  Gleichungen  wollen  wir  AbeFsche  Gleichungen  nennen. 
Es  ist  ersichtlich,  dass  die  cyklischen  Gleichungen  als  Abersche 
Gleichungen  einfachster  Art  aufgefasst  werden  können;  vergleiche 
dazu  im  Folgenden  die  Darlegungen  aus  §  517,  in  denen  eine 
eingehendere  Classification  der  Abel'schen  Gleichungen  gegeben 
werden  soll. 

§  504«  Unsere  Gleichungen  stehen  unter  den  in  §  489  behan- 
delten, sobald  wir  auch  hier  die  Irreductibilität  voraussetzen.  Das 
aber  können  wir  unbedenklich  thun,  da  ja,  wenn  fi(js)  ein  irre- 
ductibler  Factor  von  f{z)  ist,  für  die  Wurzehi  von  f^  =  0  die 
obigen  Voraussetzungen  gleichfalls  gelten,  und  da  andererseits  mit 
der  Eenntniss  von  z'  alle  anderen  Wurzehi  bekannt  werden.  Man 
kann  sich  somit  auf  einen  und  zwar  auf  denjenigen  irreductiblen 
Factor  von  f  beschränken,  bei  dem  {js  —  z')  als  Wurzelfactor 
vorkommt. 

Demnach  können  wir  unsere  früheren  Resultate  verwerthen  und 
die  m  Wurzeln  von  /*  =  0  in  das  Schema 


*)  Oeuvres,  ed.  Sylow  et  Lie;  1,  p.  479. 
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(1) 


(w  •  v  =  w) 

einordnen.  Ist  v  =  1,  dann  befinden  wir  uns  in  dem  Falle  von 
cyklischen  Gleichungen.  Wir  setzen  daher  jetzt  v  >  1  voraus  und 
bilden  die  Werthe  einer  allgemeinen  noch  unbestimmten  symmetrischen 
Function  S 

y(^)  =  S(^-),   9)(^'')),   9),(x^(->),   ...    9)„_i(^-)))  =  F(^-)), 

wobei  wir,  wie  dies  auch  früher  geschehen  ist^  Sorge  dafür  tragen 
wollen^  dass  alle  diese  v  Werthe  des  S  verschieden  von  einander 
ausfallen. 

Nun  wissen  wir  (§  49 1)^  dass  die  Gleichung 

(3)        ha{z)  -  (;ef  -  ^<'))  (z  -  9(xK«)))    -{z-  9«-i(;8K«)))  =  0, 

(«  =  1,  2,  . . .  1;) 

welche  jeK«),  q)(d^^),  .  •  •  als  Wurzeln  liefert,  eine  cyklische  Gleichung 
und  deshalb  durch  Verwendung  von  Wurzelausziehungen  auflösbar  ist. 
Wir  wissen  femer,  dass  ihre  Coefficienten  als  symmetrische  Functionen 
von  z^''^  9(^"0;  •  *  *  rational  durch  jede  andere  symmetrische  Function 
derselben  Grössen  ausdrückbar  sind,  sobald  diese  für  a  =  1,  2,  ...  1/ 
verschiedene  Werthe  annimmt  (§  490);  dass  wir  also  gemäss  unserer 
Vorbereitungen  die  Coefficienten  von  ha(z)  rational  durch  y^")  aus- 
drücken und  somit  statt  ha{z)  schreiben  dürfen 

(4)     Ä(;?;y(«))  UE  ^  —  y,(y(«))  .  ^«-l  +  y,(y(«))  .  jer»" » +  y„(y(«))  =  0. 

Die  Auflösung   der  Aberschen   Gleichung   mit   den  Wurzeln  (1)   ist 
demnach  abhängig  von  derjenigen  einer  Gleichung   mit  den  Wurzeln 
(2),  wobei  die  symmetrische  Function  S,  abgesehen  von  der  oben  er- 
wähnten Einschränkung,  beliebig  angenommen  werden  kann. 
Wir  setzen  nun  die  irreductible  Gleichung  an 

(5)  «7(y)-(y-y')(y-y")---(y-y<")  =  o 

und  erkennen,  dass  die  Coefficienten  von  g  rational  durch  die  Coeffi- 
cienten der  vorgelegten  Aberschen  Gleichung  darstellbar  sind  (§  490). 
Schreiben  wir  also 
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(6)  g{y)  =  r  -  d^y'-^  +  d,y--^ +  rf,  =  0, 

so  sind  die  d  rational  bekannt.  Es  hängt  also  Alles  von  der  Natur 
der  Gleichung  (6)  ab.  Wir  werden  zeigen,  dass  sie  wiederum 
eine  Abel'sche  Gleichung  ist. 

§  505«  Es  ist  den  Voraussetzungen  gemäss  auch  e"  eine  Function 
von  jgf',  also  etwa  jß?"=  x(^')j  ©benso  sind  die  beiden  Functionalzeichen 
q)  und  X7  auf  z'  angewendet,  mit  einander  vertauschbar,  d.  h.  %(9>(^')) 
=  9(z(^0))  somit  wird  x(q>iiz'))  =  gf^izi^")),  •  •  •,  und  daher 

y"=F(O  =  Ä(z(0,  9>(;c(^')),  9.(x(0),  ••• ) 

=  SÜ(0,  Z(9(^')),   Z(9>2(^')),  •••  ) 
=  Sd^\  ip{z'),  9,(0,  •••), 

wo  81  auch  eine  synmietrische  Function  ist.  Demnach  wird,  falls  A 
eine  passend  gewählte  rationale  Function  bedeutet, 

(7)  y"=J'(z(0)  =  %')- 

Ebenso  folgt,  wenn  wir  etwa  jef'"=  Sr(jer')  annehmen,  für  eine  passend 
gewählte  Function  (i 

(?•)  y"'=F(iSS(0'))  =  itiy'). 

Nun  ergiebt  sich  aus  (2),  dass,  wenn  man  an  die  Stelle  von  z'  setzt 
z'  oder  z"\  dann  y'  in  y"  bezw.  in  y'"  übergeht.  Daher  zeigen  (7) 
und  (7*)  die  Richtigkeit  der  Gleichungen 

^(O  = -FCxCO)   dt.   A0i(y'))  =  J^[z(®(O)]; 

(i(y")  =  Fi^(z"))    d.h.    p(A(»'))  =  -P'[S7(x(^'))]- 
Der  Annahme  nach  ist  X^Q^l  "^^^xi^l]  d^nmach  hat  man  endlich 

(8)  AO»(y'))  =  /ta(y'))- 

Die  Gleichungen  (7)  und  (7*)  liefern  den  Nachweis  dafür,  dass  jede 
Wurzel  von  (6)  eine  rationale  Function  von  y'  ist,  und  (8)  zeigt,  dass 
die  hierbei  auftretenden  Functionaloperationen  auf  y'  angewendet  mit 
einander  vertauschbar  seien.  Folglich  sind  alle  Voraussetzungen  dafür 
erfüllt,  dass  auch  (6)  eine  Abersche  Gleichung  ist.  Auf  sie  kann 
wieder  dieselbe  Schlussweise  angewendet  werden. 

Hiermit  ist  dann  zugleich  die  Auflösbarkeit  der  Abel'schen  Glei- 
chung f(/)  =  0  dargethan.  Denn  g{y)  =  0  ist  entweder  cyklisch,  und 
dann  ist  die  Frage  bereits  erledigt;  oder  wenn  dies  nicht  so  ist,  dann 
können  wir  auf  ^  ==  0  dieselben  Schlüsse  anwenden,  wie  soeben,  und 
führen  ihre  Lösung  dadurch  auf  die  einer  Aberschen  Gleichung  eines 
Grades  zurück,  der  ein  echter  Theiler  von  n  ist.  Die  Methode  führt 
daher  stets  auf  eine  Reihe  cyklischer  Gleichungen.    Nach  unseren  Ab- 
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leitungen  ist  es  ersichtlich^  dass  das  Product  der  Gradzahlen  dieser 
Gleichungen  m  sein  wird.  Nehmen  wir  hierzu  noch  die  Resultate  aus 
§  491^  so  ^erkennen  wir:  Die  Auflösung  einer  irreductiblen 
Aberschen  Gleichung  m*^  Grades  kann  durch  diejenige  einer 
Reihe  cyklischer  Gleichungen  von  Primzahlgraden  geliefert 
werden^  bei  denen  das  Product  der  Grade  gleich  m  ist. 

§  506.     Als  Beispiel  für  Abersche  Gleichungen   behandeln  wir 
diejenigen^   von  denen  die  Theilung   des  Kreises  in  n  gleiche  Theile 

abhängt^  indem  wir  dabei  cos  —  als  Unbekannte  ansehen.    Die  Wurzeln 

der  Gleichung  sind  cos  —  für  A  =  1,  2,  •  •  •  n;  die  Form  der  Glei- 
chung können  wir  aus  §  308  ^  Bd.  I  entnehmen.  Wenn  wir  daselbst 
fär  c  eintragen  -^^  ^^^  nsich.  Potenzen  von  u  ordnen,  so  ergiebt  sich, 
gleichgültig  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  die  Gestalt 

**    «    «    I    ♦*(**  —  3)    --    .        n(n  —  4)  (»—6)    ,_- 
(9) 

I    n(n  — 6)(n  — 6)(n  — 7)    ^.  ^ 

-4 — i i-i— - — i-i i  M"    ® ==  2  COS  na. 

Hier  ist  nun  na  =  2jc  zu  setzen,  also  2  cos  na  =  2,  dann  erhält 
man  die  Gleichung 

(10)     tt»  —  vW»-*  +  ^?^^^^M»-* =  +  2     oder     OM  =  0, 

wobei  die  linke  Seite  der  ersten  Form  für  ungerade  n  =  2  w  +  1 
mit  dem  Gliede  ( —  l)*"(2m  +  l)w,  dagegen  ftlr  gerade  n  =  2m  mit 
( —  !)"•  •  2  schliesst. 

Wir  wollen  jetzt  2  cos  —  =  ux  setzen,  so  dass  (10)  als  Wurzeln 

die  Grossen  m^;  t4^,  •  •  •  ti^  besitzt.  Aus  den  Lehren  der  Goniometrie 
ist  bekannt,  dass  ux  eine  ganze,  ganzzahlige  Function  yon  u^  ist,  also 
etwa 

ux  =  2  cos-^.  =  »x  (th)  =  ®i  (2  cos-~)  9 
Uf,  =  2  cos  -^  =  ®/i(wi)  =  ö/i  (2  cos -^j  • 
Hieraus  ergeben  sich  die  beiden  Beziehungen 

®i  (®.  («1))  =  ®^  («.«)=  2  cos  ^, 

und  daraus 

Ö^(®ii(«i))  =  ®-i(©^(«i)), 
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so  dass  wir  es  also  wirklich  mit  einer  Ab  ersehen  Gleichung  zu  thun 
haben.  Diese  Gleichung  ^»(t^)  "=  0  ist  nicht  irreductibel;  sie  hat  ja 
stets   M  =  2   zur  Wurzel,   und   wenn   n   gerade   ist,   aucl^  tt  =  —  2. 

Femer  erkennt  man,  dass  höchstens  diejenigen  Wurzeln  2  cos  —  einer 

irreductiblen  Gleichung  angehören  und  nicht  schon  durch  ein  0^  =  0 
mit  niedrigerem  Index  m  geliefert  werden  können^  bei  denen  A  relativ 
prim  zu  n  und  kleiner  als  n  ist.  Man  überzeugt  sich  weiter  leicht, 
dass  das  Polynom  0«(w)  abgesehen  von  dem  Factor  (u  —  2)  bei  un- 
geradem, und  (m*  —  4)  bei  geradem  n  ein  Quadrat  wird;  ebenso,  wegen 
(9),  dass  die  Zerlegung 

gut. 

Nehmen  wir  z.  B.  n  =  48,  so  folgt  hiemach 

*48(«)  =«»*(«)  [*»4(«)  +  4], 

*m(«)  +  4  =  [*8(m)  +  4]»(m''  —  8m«  +  20m*  —  16m>  +  1)», 
und  die  Wurzelwerthe  der  letzten  Klammer  sind 

Mi  =  2  cos  ^    für    X=  1,  5,  7,  11,  13,  17,  19,  23. 

Hier  gelten  die  goniometrischen  Beziehungen 

«11  =  mJi  —  Um»  +  44mJ  —  77mJ  +  55«*  —  IImj 

«?  +  4, 

Mg  =ul  —  5mJ  +  5  w^  , 

wobei  die  Beduction  des  Werthes  von  w^  vermittels  der  Gleichung 

^8  _  8t*«  +  20m*  —  16m«  +1=0 

vor  sich  gegangen  ist.  Setzt  man  ti«  =  i;;  ^l  =  ^xy  ^^  entsteht  hieraus 
für  die  neue  Unbekannte  v  eine  Gleichung 

(11)  t;4_8i;»  +  20v«  — 16t;+  1  =  0 

mit  den  Wurzeln 

ri2)      ^i5  <  =  — ^1  +  4, 

^     ^        t?2  =  — vJ  +  GvJ  — 8V1+2;    t;^  =  t;J  — 6t;J  +  8vi+2. 

Dies  sind  die  entscheidenden  Wurzelbeziehungen  für  die  Abersche 
Gleichung  (11).     Setzt  man  S(ty  f)  =  t-\-  t',  so  wird 

S{vifV'i)  •  S(vi,Vi)  =  16; 
^2  — 85 +16  =  0, 

5  =  4. 
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Hier  tritt  daher  der  früher  vorgesehene  und  stets  ausgeschlossene  Fall 
ein,  dass  S  nur  einen  Werth  besitzt  Wir  können  somit  aus  dem  ge- 
wählten S(viyV'i)  den  Werth  von  t?!  •  ri  nicht  bestimmen  und  setzen, 
um  ihn  zu  erlangen,  8i(ty  t')  =  t  - 1\  Dann  finden  wir  für  diese  sym- 
metrische Function 

Si{vi,  v'i)  =  —  vj  +  4i;i, 

S,(v,,  V2)  =       2^  —  (vl  —  Qvl  +  8v,y  =  vj  —  4t;,  +  4 ; 
^1  (^1?  vi)  +  ^1  («^2,  V2)  =  4 ,     S^  (vi,  vi)  .  5i  (V2y  Vi)  =  1 ; 

SJ-4S,  +  1=0, 
^1  =  2  ±  1/3 . 
Daraus  sehen  wir,  dass  die  Wurzeln  von  (11)  durch  die  Gleichungen 

v^  —  4v  +  2±Y3  =  0 
gegeben  werden,  d.  h.  dass 

t;*_8t;»  +  20t;*— 16t;+l 

=  (v«  —  4t;  +  2  +y3)(t;^  —  4t;  +  2  — )/3) 

wird.  Der  grösste  Wurzelwerth  wird  durch  die  Gombination  der  posi- 
tiven Vorzeichen  der  Quadratwurzeln  bestimmt 


t;i=  2  +y2+y3  =  3,931852  •  •  •  ; 
aus  diesem  ergiebt  sich  dann  für  das  entsprechende  u 

^=cos^  =  0,9914449-.., 
und  damit  die  verlangte  Theilimg  des  EJreises  in  48  gleiche  Theile. 


Einundf&nfzigste  Vorlesung. 
AbeFsche  Grnppen. 

§  507.  Durch  die  allgemeineren  Betrachtungen,  zu  denen  wir 
jetzt  übergehen  woUen,  gewinnen  wir  einen  tieferen  Einblick  in 
das  Wesen  der  AbeTschen  Gleichungen  und  in  die  Methode  ihrer 
Behandlung. 

Eine  Reihe  von  unter  einander  verschiedenen  Elementen  ®i,  ©g, 
9,,  ...  bildet  dann  eine  Gruppe,  wenn  sie  den  folgenden  Bedin- 
gungen genügt: 
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I)  Je  zwei  Elemente  0^  und  9,  bestimmen  in  der  angegebenen 
Reihenfolge  eindeutig  ein  drittes  Element  derReihe^  welches 
mit  &^&^  bezeichnet  und  durch 


angedeutet  werden  möge.  Wir  sagen  0^  sei  aus  0^  und  0^ 
componirt.  Im  Allgemeinen  ist  0^0^  von  0^01  verschieden. 
Wir  sagen  femer,  0^  sei  durch  linksseitige  Composition 
Yon  0^  an  0^  entstanden  und  durch  rechtsseitige  Com- 
position Yon  0^  an  &^. 

II)  Für  die  Operation,  durch  welche  S^öj  aus  8^  und  0^  ent- 
springt, gilt  das  associative  Gesetz  (§  1,  Bd.  I),  d.  h. 
es  ist 

UI)  Aus  jeder  der  beiden  Gleichungen 

0^  0^  =  ©g  ©^    oder     ©4©i  =  0^0^ 

folgt  Öl  =  ©, . 

Es  giebt  Gruppen  aus  unendlich  vielen  Elementen  und  solche  aus 
einer  endlichen  Anzahl  Die  ersteren  nennen  wir  unendliche  Gruppen; 
die  letzteren  nennen  wir  endliche  Gruppen.  Da  wir  uns  im  Fol- 
genden ausschliesslich  mit  den  letzten  beschäftigen,  so  lassen  wir  der 
Einfachheit  halber  das  für  uns  unnöthige  unterscheidende  Beiwort  weg. 

Die  Anzahl  der  Elemente  einer  Gruppe,  d.  h.  also  einer  endlichen 
Gruppe,  wollen  wir  als  ihre  Ordnung  bezeichnen. 

Kommen  alle  Elemente  einer  Gruppe  ®^  unter  den  Elementen 
einer  anderen  Gruppe  &^  vor,  so  heisst  @i  ein  Vielfaches  von  @2, 
und  @g  ein  Theiler  oder  Divisor  oder  eine  Untergruppe  von  ®i. 
Der  Fall  Qi^  =  @2  ^^^  ^  unsere  Definition  einbegriffen;  dabei  ist  @2 
ein  uneigentlicher  Theiler  von  S^. 

§  508.  Wir  wollen  einige  elementare  Eigenschaften  solcher 
Gruppen  herleiten. 

A)  Lässt  man  in  dem  Ausdrucke  0i0x  oder  0x0iy  in  welchem 
0^  ein  festes  Element  von  @  bedeutet,  0^  alle  Elemente  der  Gruppe 
durchlaufen,  so  kommen  nach  III)  wiederum  alle  Elemente  heraus. 
Folglich  giebt  es  bei  jeder  Wahl  von  ö^,  0^  ein  und  nur  ein  Gruppen- 
element 0x  und  nur  ein  ®y,  welche  die  Gleichungen 

®i  0^  =z  02    oder    ©y  01  ='02 
befriedigen. 
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B)  Bilden  wir,  von  einem  beliebigen  Elemente  &  der  Gruppe  & 
ausgebend,  die  Beibe 

8,  ©%  0^,  ®*,  . . .  0^^  '-  0*,     •  •  , 

wobei  in  Folge  Ton  II)  die  einzelnen  Potenzen  ganz  bestimmte  Be- 
deutung baben,  so  geboren  sie  wegen  I)  sammtlicb  zu  &,  Dann  er- 
giebt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  ®  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Elementen  besitzt,  die  Folge,  dass  Gleichungen  von  der  Form  ©*  ==  ©^ 
bestehen  müssen.     Ist  nun  A  =  x  -f-  i^y  dann  schliessen  wir  hieraus 

^  «s  ^  .  ^    und     @*  =  ö'*  •  0*. 

Bestimmen  wir  jetzt  0^  und  0y  so,  dass  für  ein  beliebiges  0q  der 
Gruppe 

©,0«  =  0^    und     ®«©y  =  Öo 

wird,  dann  folgen  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen,  indem 
man  die  erste  derselben  links  mit  0x  und  die  zweite  rechts  mit  0^, 
componirt,  die  Relationen 


@^@f^  =  0^    und     0f0Q  =  ^0, 

d.  h.  das  Element  0f*  ändert  weder  durch  rechtsseitige  noch  durch 
linksseitige  Gomposition  ein  Element  der  Gruppe.  Wir  woUen  0f* 
das  Einheitselement  nennen  und  mit  E  bezeichnen.  Es  giebt  nur 
ein  einziges  derartiges  in  einer  Gruppe  ®;  denn  wäre  H  ein  anderes 
von  gleicher  Eigenschaft,  so  folgte  aus 

0oE=0o=0oS 

wegen  IQ)  die  Identität  von  E  und  H, 

C)  Aus  0f^  =  E  erkennen  wir,  dass  eine  gewisse  Potenz  jedes 
Elementes  gleich  dem  Einheitselemente  wird.  Der  niedrigste  Exponent, 
fftr  welchen  dies  bei  0  eintritt,  sei  x.  Dann  zeigt  eine  schon  häufig 
benutzte  Schlussweise,  dass  alle  und  nur  diejenigen  Potenzen  von  0 
gleich  E  werden,  als  deren  Exponenten  Vielfache  von  x  auftreten,  und 
dass  alle  Glieder  der  Reihe 

©,  ©*,  •    •  ©'-%  ©*  =  JE 

von  einander  verschieden  sind.  Wir  sagen  (vgl.  §  295,  Bd.  I)  0  ge- 
hört zum  Exponenten  x  und  x  giebt  die  Ordnung  von  ©  an. 

Infolge  der  Gleichung  0^  =  E  kann  man  Potenzen  mit  nega- 
tiven Exponenten  durch  die  Definitionsgleichungen 

©-1  =  ©~i .  E  =  ©*-^,     ©-*  =  ©*-«,  . . . 

einführen.  Mit  ©  gehört  auch  ©~~^  einer  Ghnppe  an,  da  es  gleich 
einer  Potenz  von  ©  ist. 
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D)  Giebt  es  in  ®  ein  Element  &^  welches  zu  einem  bestimmten 
Exponenten  x  gehört,  dann  giebt  es  in  @  auch  Elemente,  die  zu  einem 
gegebenen  Theiler  v  =  x:  gi  von  x  gehören.  Denn  &^  liefert  in  die 
1/*®  Potenz  erhoben  jE?;  und  wenn  andrerseits  (@^)*  =  E  ist,  dann  muss 
fiT  ein  Vielfaches  von  x,  und  also  r  ein  Vielfaches  von  v  oder  gleich  v 
sein.  Im  Allgemeinen  ist,  wie  man  an  Beispielen  sieht,  @^'  nicht  das 
einzige  Element  mit  dieser  Eigenschaft. 

E)  Es  sei  ®i  mit  den  Elementen  0^,  ©g,  •  •  •  @m  ein  eigentlicher 
Theiler  einer  Gruppe  &  mit  den  Elementen  ®i,  0^,  ■  •  •  ®„,  («  >  m), 
dann  lässt  sich  beweisen,  dass  m  ein  Theiler  von  n  ist. 

Ist  &'  eins  der  zu  @  aber  nicht  zu  @^  gehörigen  Elemente,  so 
bilden  wir  die  Elemente 


Diese  kommen  sämmtlich  wegen  I)  in  &  vor;  sie  sind  femer  von  ein- 
ander verschieden,  da  aus  @a®'^  B^®'  nach  III)  folgen  würde  @a=®ß\ 
sie  sind  auch  von  den  Elementen  der  Gruppe  ©^  verschieden,  da  aus 
®a®'=  &ß  nach  C)  und  III)  ®'=  ®7^®/*  folgen  würde,  so  dass  ®' 
selbst  schon  gegen  die  Annahme  der  Gruppe  ®^  angehörte. 

@  umfasst  also  mindestens  2  m  Elemente.  Besitzt  @)  ausser  diesen 
Elementen  ®a  und  ®a®'  noch  ein  weiteres  Element  ®",  dann  bilden 
wir  mit  seiner  Hülfe  ebenso 

®i®",  ®2®",  ...  ,  ®^®" 

und  führen  dieselben  Schlüsse  durch  wie  oben,  aus  denen  sich  ergiebt, 
dass  @  auch  alle  diese  neuen  m  Elemente  enthält;  dass  diese  unter- 
einander und  dass  sie  von  den  früheren  2  m  Elementen  verschieden 
sind.  @  umfasst  also  mindestens  3  m  Elemente.  —  So  fahren  wir  fort 
und  erkennen:  Die  Ordnung  des  Theilers  einer  Gruppe  ist  ein 
Theiler  der  Ordnung  der  Gruppe. 

Die  von  einander  verschiedenen  Potenzen  eines  beliebigen  Ele- 
mentes ®  von  @  bilden  für  sich  einen  eigentlichen  Theiler  von  ®, 
wenn  sie  nicht  ®  selbst  erschöpfen.  Die  Ordnung  dieses  Theilers  ist 
mit  der  Ordnung  des  Elementes  identisch  (vgl.  C).  Daher  ist  die 
Ordnung  jedes  Elementes  ein  Theiler  der  Ordnung  der 
Gruppe.  — 

Es  liegt  nicht  in  dem  Plane  dieser  Vorlesungen,  die  Theorie  der 
oben  definirten,  allgemeinen  (endlichen)  Gruppen  eingehend  zu  behandeln. 
Nachdem  wir  in  diesem  Paragraphen  die  elementarsten  Gruppeneigen- 
schaften hergeleitet  haben,  wenden  wir  uns  zu  einer  ganz  besonders 
einfachen  Art  von  Gruppen. 
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§  509.     In  11)  haben  wir  erwähnt^   dass   &i&i  im  Allgemeinen 
von  öj®i  verschieden  sei.     Wir  wollen   nun  die  Yertauschbarkeit  der 
Elemente  in  einer  Composition  zu  den  Voraussetzungen  hinzunehmen. 
IV)  Eine  Gruppe  heisst  eine  AbeTsche  Gruppe,  wenn  für  alle 
ihre  Operationen  das  commutative  Gesetz  (§  1,  Bd.  I)  gilt; 
d.  h.  wenn  €^i@2  =  ®8^i  ^^^'    ^^^  diesem  Grunde  heisst  eine 
Abersche  Gruppe  auch  eine  Gruppe  vertauschbarer  Ele- 
mente. —  Die  Regeln  der  Composition  entsprechen  in  diesem 
Falle  denen  der  gewöhnlichen  Multiplication;  wir  werden  des- 
halb auch  hier  von  Product  und  von  Potenz  sprechen  dürfen. 
Die   besonderen   Gesetze,   denen   die  Aberschen    Gruppen   unter- 
worfen sind,  wurden  von  E.  Schering*),  von  L.  Kronecker**)  und 
besonders  eingehend  von  G.  Frobenius   und  L.  Stickelberger***) 
imtersucht.     Wir  leiten  die  für  unsere  Zwecke  wichtigsten  Resultate 
hier  ab  und  schliessen  uns  dabei  im  Allgemeinen  an  die  letztgenannten 
Untersuchungen  anf). 

P)  Da  für  zwei  beliebige  Elemente  der  Aberschen  Gruppe  %  das 
commutative  Gesetz  gilt,  so  gilt  es  auch  (§  1,  Bd.  I)  für  das  Resultat 
der  Composition  beliebig  vieler  Elemente.  Für  die  Potenzerhebung 
eines  Productes  hat  man  also  im  Besonderen 

G)  Wenn  die  beiden  Exponenten  q  und  6,  zu  denen  bez.  die 
Elemente  ©^  und  ®^  gehören  sollen,  theüerfremde  Zahlen  sind,  dann 
gehört  das  Product  G^S^  zu  dem  Exponenten  q6.  Denn  bezeichnen 
wir  mit  x  den  Exponenten,  zu  welchem  &^&^  gehört,  so  ist  (®i®2)*  =  jE, 
und  also  um  so  mehr  auch 

(®i ®a)^^  =  ®f *®|^  =  ®§^  =  E,        da    e^  =  E    ist , 

(®i®j)<"=  ®J*®J*  =  ®J*  =  E,         da     Sl=E    ist; 

demnach  ist  qx  ein  Vielfaches  von  <^,  und  also,  weil  q  und  6  theiler- 
fremd  sind,  x  selbst  ein  Vielfaches  von  6.  Aus  der  zweiten  Gleichungs- 
reihe folgt  ebenso,  dass  x  ein  Vielfaches  von  q  sei.  Folglich  ist  x  ein 
Vielfaches  von  per.  Da  weiter  aber  (®i®j)?^  =  E  ist,  so  gehört  &^@^ 
schon  zum  Exponenten  q6  selbst. 

H)  Ist  n^  die  kleinste  Zahl,  welche  die  sämmtlichen  zu  den  Ele- 
menten von  %  gehörigen  Exponenten  zu  Theilem  hat,  dann  giebt  es 


*)  Götting.  Abhandl.  14  (1869).    Math.  Cl.  p.  8. 
♦♦)  Berl.  Ber.  (1870),  1.  Dec,  p.  881. 
♦♦♦)  J.  f.  M.  86  (1879),  p.  217. 
t)  Es   sei   auch   auf  die   inhaltreiche   Abhandlung   von   E.  Zsigmondy, 
Monatshefte  f.  Math.  7  (1896),  p.  185,  hingewiesen. 
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in  %  auch  Elemente^  welche  zu  n^  selbst  gehören.  Denn  wenn  n^  in 
seine  Primfactoren  aufgelöst  =p^qfi"'  ist^  so  giebt  es  nach  der  An- 
nahme über  n^  sicher  ein  0,  welches  zu  einem  durch  p*  theilbaren 
Exponenten  gehört,  also  nach  D)  auch  ein  Element  Sa,  welches  zu  p* 
selbst  gehört;  ebenso  findet  man  ein  zu  gf  gehöriges  9t y  u.  s.  f.  Also 
gehört  nach  G)  das  Element  ®a^6*"  zu  n^  selbst.  Die  Zahl  n^  nennen 
wir  die  erste  Inyariante  der  AbeTschen  Gruppe  8. 

Da  Hl  ein  ganzes  Vielfaches  jedes  in  S(  vorkommenden  Ex- 
ponenten ist,  so  wird  ffir  jedes  Element  &  von  S(  die  Gleichung 
S^i=  E  gelten. 

J)  Ist  &i  eins  der  zu  n^  gehörigen  Elemente  von  %,  und  er- 
schöpfen die  untereinander  verschiedenen  Potenzen  von  0y  nämlich 

(1)  ®i,  ®j,  ©;,  ..•  0j*""S  0ji  =  j5J 

noch  nicht  alle  n  Elemente  der  Gruppe  St,  dann  sei  &a  eids  der 
übrigen  Elemente;  wir  bilden  die  Reihe  der  Producte 

(2)  ©a,    »«»1,    »a®?,   •••    »«©?""' 

und  benutzen  die  in  E)  abgeleiteten  Resultate;  ebenso  gehen  wir, 
wenn  es  nöthig  ist,  weiter  zu 

(3)  &ß,  ®^®i,  0^®?,  -v  ®^0f-i 

u.  s.  f. 

Jede  der  Zeilen  (1),  (2),  (3),  •  •  •  fassen  wir  nun  als  ein  Element 
auf;  wir  setzen  (1)  gleich  Hi,  (2)  gleich  ffa,  (3)  gleich  ff^,  u.  s.  f. 
und  definiren  die  Composition  der  H  derart,  dass  wir  setzen 

HaHß^Hyy    wenn    (®a©I)(®^®i)  =  ®«®i^  •  ^i"  =  ®y®I 

ist.  Dies  ist  eine  erlaubte  Definition,  da  ja  in  der  letzten  Gleichung 
der  Index  y  von  a  und  ß  allein,  aber  nicht  von  x  und  A  abhängig  ist. 
Es  wird  also  H^  eindeutig  durch  Ha  und  Hß  bestimmt  (§  507,  I).  — 
Aus  (©a®/j)®cF  =  ®a(®/*®d)  folgt  fcmcr  {HaHß)Hi  =  Ha(HßHi),  d.  h. 
es  gilt  das  commutative  Gesetz  (II,  §  507).  —  Ist  weiter 

HaHß  =  HaHe,    so  ist    (®a®J)(®^®i)  =  (®a®f)(®<r®r); 

weil  sich  nun  aus  der  letzten  Gleichung  ®,r«=®^®^  ei^ebt,  so  ist 
Hß^^Hiy  wie  ni,  §  507  es  fordert.  —  Endlich  besteht  wegen  der 
Yertauschbarkeit  der  ®  auch  diejenige  der  Hy  d.  h.  die  H  bilden 
eine  AbeFsche  Gruppe  (IV,  §  506).  Wir  wollen  sie  St^  nennen. 
In  ^  repräsentirt  H^  das  Einheitselement,  welches  wir  mit  E^ 
bezeichnen;  denn  aus 

E^®a      folgt       HaEi  =  EiHa  =  Ha  . 


Abersche  Qruppen.  241 

Es  gelten  in  der  Gruppe  Sl^  der  H  alle  in  H)  abgeleiteten  Eigen- 
schaften,  und  demnach  existirt  eine  kleinste  Zahl  n^y  für  welche  jedes 
Element  H  von  ^  die  Gleichung  H"*  =  E^  befriedigt.  Geht  man  zu 
den  »  zurück,  so  kommt  man  auf  das  Bestehen  der  Gleichungen 

für  jedes  @a  Ton  91  und  passendes  fi;  d.  h.  jedes  Element  &„  von  % 
giebt  in  die  n^^  Potenz  erhoben  eine  Potenz  von  &^.  . 

Da  n^  die  erste  Invariante  von  91^  ist,  so  giebt  es  ein  zu  n^  ge- 
höriges Element  H']  und  wenn  daher  &'  zu  der  Reihe  gehört,  welche 
von  H'  reprasentirt  wird,  so  ist  ®'"*  auch  die  niedrigste  Potenz  von 
0'j  welche  zu  einer  Potenz  von  &^  wird.  Dann  folgt  nach  bekannten 
Schlüssen,  dass 

seine  einzigen  Potenzen  dieser  Eigenschaft  sind;  und  weil  @'^^  =  E  ist, 
so  muss  n^  ein  Theiler  von  n^  sein,  der  freilich  auch  n^  selbst 
werden  kann.     Erheben  wir 

in  die  (n^'n^^  Potenz,  so  folgt 

®'«i  =  E=  0^ ; 
aus  dieser  Relation  geht  hervor,  dass  (ft :  n^)  eine  ganze  Zahl  ist, 

Dann  ergiebt  sich  für  das  Element 

welches  natürlich  auch  zu  H'  gehört,  dass  erst  seine  n^^  Potenz  eine 
Potenz  von  ©^  wird;  es  gilt  daher  die  Gleichung 

®»a  =  ®'««®«i»4  — «2»»  =  @'*««®*i««— /<  ==  @»i»»  =  JE, 

Es  giebt  also  ein  kleinstes  i\  so,  dass  n^  ein  eigentlicher 
oder  uneigentlicher  Theiler  von  n^  ist;  dass  jedes  ®  in  die 
ttg**  Potenz  erhoben  eine  Potenz  von  ®i  wird;  und  dass  ein 
®2  zu  Wj  gehört,  für  welches  die  w^*®  Potenz  direct  gleich  E 
ist.  Alle  WjWj  Potenzproducte,  welche  mit  Hülfe  von  ®i  und 
®2  gebildet  werden  können,  nämlich 

(4)  8-8^        («  =  l,2,...n,-,  ^  =  1,2,-.-«,), 

sind  von  einander  Terschieden.     Denn  aus  der  Annahme 

folgt  ja  sofort  ^_,  _  ^_„^ 

und  also,  da  (/J  —  d)  nicht  grösser  als  (n^ — 1)  sein  kann,  ß^ä]  y=^tt. 

Netto,  Algebra.  IL  16 
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Erschöpfen  die  n^n^  Elemente  (4)  noch  nicht  alle  Elemente  Ton 
S(,  dann  können  wir  eine  neue  Abel'sche  Gruppe  ^  herstellen^  deren 
Einheitselement  der  Inbegriff  der  Elemente  (4)  ist,  und  deren  andere 
Elemente  je  durch  den  Inbegriff  yon  n^  •  n^  Elementen,  die  mit  Hülfe 
eines  neuen  0^  von  %  gebildet  sind 

(5)  ®x®?©^         (a=l,2,...Wi;  ^  =  1,  2, ...  n,), 

dargestellt  werben.  Die  Composition  fiir  %^  wird  dabei  wie  oben 
bei  %j^  definirt.  Für  ^  giebt  es  eine  Zahl  n^  derart,  dass  jedes 
Element  in  die  n,^  Potenz  erhoben  das  Einheitselement  von  %^  giebt; 
n^  ist  ein  Theiler  von  n^;  es  giebt  in  %^  ein  zu  n^  gehöriges  Element. 
Folglich  giebt  es  in  Sti  ein  0",  dessen  Wg*"  Potenz  zu  (4)  gehört; 
daraus  lässt  sich  ein  0^  in  9  herleiten,  dessen  n^^  Potenz  =  E  ist. 
Alle  n^n^n^  Elemente 

(6)  ®J0^©J         (a=l,...Wi;  /5=l,...n,;  y=l,...w,) 

sind  von  einander  verschieden. 

Durch  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  kommt  man  zu  dem  Haupt- 
resultate: In  jeder  Abel'schen  Gruppe  %  von  n  Elementen 
kann  man  ein  System  yon  r  Elementen 

(6»)  ®1,     ®2,    •••     0r-ly     &r 

mit  den  zugehörigen  Exponenten 

(6^»)  ni,  W2,  ...  nr-i,  fir        («a+1  thcilt  w«;  w^>  1) 

mit  folgenden  Eigenschaften  bestimmen:  Jede  der  Potenzen 
&a^  wird  dem  Einheitselemente  gleich,  aber  keine  niedere 
Potenz  von  ©„;  gleichzeitig  ist  &a^  die  niedrigste  Potenz, 
welche  als  Potenzproduct  der  vorhergehenden  Elemente 

(7)  <•  ^ . . .  ©::»_-i 

darstellbar  ist;  jedes  Element  &  der  AbeTschen  Gruppe  ist 
eindeutig  in  der  Form 

(8)  @  =  @i'  0^    .  .  .     ®J'-  (Aa  <  fla) 

ausdrückbar;  eine  Gleichung  von  der  Form 
(9)  ^i^0f'  ...  ©5?'-=©?®? 


xVi  jr^V*  «»,. 


kann  nur  dann  bestehen,  wenn  jedes  (/*«  —  v«)  ein  Vielfaches 
von  fla  ist.     Man  hat 

(10)  n  =  Hifi^  '  '  '  nr . 


Abersclie  Grappen.  243 

Wir  nennen  ein  jedes  solche  System  ®i,  &9j  •  •  •  @r  eine  Basis 
der  Abel'schen  Gruppe.  0i,  ®2,  •  •  &r  bilden  eine  Basis^  wenn 
sie  folgende  Eigenschaften  haben: 

1)  Jedes  Element  von  8  kann  auf  die  Form  ©i'  ©J"    •  •  ©J'*  ge- 
bracht werden. 

2)  Die    Gleichung    0^' &i'     -  -  0^^  =  E     fordert,     dass     jedes 
e'^^  =  E  ist. 

3)  Gehört  0a  zum  Exponenten  fia,  so  ist  fia  durch  na+i  theilbar, 
und  nr  >  1 . 

Die  Zahlen  fh,  fh,  -  -  -  tir  heissen  die  erste,  zweite,  •  •  •  r*-®  In- 
yariante  von  31.  Diese  Bezeichnung  wird  noch  gerechtfertigt  werden 
müssen  (§  513). 

§  510.  Zunächst  benutzen  wir  den  abgeleiteten  Hauptsatz  zur 
Berechnung  der  Anzahl  derjenigen  Elemente  von  S(,  welche  zu  einem 
vorgegebenen  Theiler  m  von  n  als  Exponenten  gehören.  Wir  be- 
zeichnen diese  Zahl  durch  ^(m). 

Bedeuten  a  und  b  theilerfremde  Zahlen,  so  ist 

Dies  beweisen  wir  folgendermassen:  Damit  das  Element 

(11)  ö?«?  ...  ®^ 
zum  Exponenten  a  gehöre,  muss  zunächst 

(®?0? ...  0f/y=E 

sein,  d.  h.  wir  können  setzen 

(12)  aa^  =  n^a^y    aa^^^n^a^,   •••,    aar^^^firar^ 

wobei  ai,  a^,  -  *  *  ar  ganze,  positive  Zahlen  bedeuten.  Damit  femer 
keine  niedere  Potenz  als  die  a^  dem  Einheitselemente  gleich  wird, 
muss  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  ai,  «2,  •  -  -  ftr  zu  ^  theiler- 
fremd  sein;  denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  sondern  wäre  dieser  ge- 
meinsame Theiler  8  von  «i,  ag,  *  •  -  a^,  a  grösser  als  1,  dann  wären 
schon  die  Producte 

ganze  YieKache  von  ni,  n^,  * .  •  rir,  und  es  würde  demnach  bereits  die 
(~j     Potenz  von  (11)  gleich  E  werden. 

Ebenso  können  wir,  wenn  das  Potenzproduct 

(IIa)  0h  @^    .  .  .    @V 

16* 
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zum  Exponenten  h  gehört,  die  Gleichungen 

(12»)  l\  =  ni/Ji ,     i\  =  n^ß%y    '  "    bbr  =  nrßr 

ansetzen,  wobei  ß^,  ß^,  •  •  •  ßr'^  b   den  gemeinsamen  Theiler  1  haben. 
Nun  betrachten  wir  das  aus  (11)  und  (11*)  componirte  Element 

(13)     01'-^''  €^+** .  ■ .  0^'-+*'-  =  (®J»  ©;» . . .  ®^/)  (0j^  ©^  . . .  &'/) 

und  erkennen  aus  der  zweiten  Form,  dass  die  (ab)^  Potenz  von  (13) 
gleich  E  wird.  Heisst  jetzt  x  der  Exponent,  zu  dem  (13)  gehört, 
so  wird 

(^1+  ^i)*  durch  w^;    (a^  +  ^a)^  durch  ta^;  •  ••;   ((ir -}-  br)x  durch  n^, 

also 

a/3i(ai  +  6i)x  durch  /Ji«i  =  66i;   0/52(02  +  ^8)^  durch  /3^w2  =  fc62  5  •** 

theilbar;  und  da  aai^  =  n^a^,  •  •  •  ist,  so  müsste 

aß^b^x   durch   ftfe^;     aß^b^x   durch   ftJg;    •••, 
d.h. 

aftx        „         6  ;      aß^x        „         6  ;     ••, 

und  weil  a  zu  6  theilerfremd  ist,  endlich  auch  jede  der  Grössen 

ß^x]   ß^x]    •••    ßrX   durch  b 

theilbar  sein.  Der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  ßu  ß%y'"  ßr  war  zu 
b  theilerfremd;  daher  ist  x  durch  b  theilbar.  Ebenso  folgt,  dass  x 
durch  a  theilbar  ist;  der  Voraussetzung  nach  sind  a  und  b  theiler- 
fremd; demnach  ist  x  durch  ab  theilbar,  und  das  componirte  Element 
(13)  gehört  zu  ab.  Hiermit  ist  als  erstes  Zwischenresultat  bewiesen, 
dass  das  Product  zweier  zu  a  bez.  zu  b  gehöriger  Elemente  &  selbst 
zu  dem  Exponenten  ab  gehört,  wenn  a  und  b  theilerfremd  sind. 
Umgekehrt  wollen  wir  nachweisen:  Wenn  ein  Element 

(13»)  s'i  e'^    '  ®|r 

zu  ab  gehört,  wobei  a  und  b  theilerfi'emd  zu  einander  sein  sollen, 
dann  kann  man  die  positiven  Zahlen  ai,  a^,  •  ^  •  a^  und  &i,  62  ^  -  *  *  br 
so  bestimmen,  dass 

(14)  h=<h+h\       ^  =  0^2  +  62  ;      •  •  •      tr  =  ar  +  br 

wird,  und  dass  die  dadurch  festgelegten  Ausdrücke  (11)  und  (11*)  zu 
a  und  bezw.  zu  b  gehören.  ^1,  ^,  •  •  •  tr  müssen,  wie  in  der  Voraus- 
setzung eingeschlossen  liegt,  so  beschaffen  sein,  dass 

t^ab  =  n^x^'^     t^ab  =  n^r^\     •••     trab  =  nrrr 

wird,  und  dass  die  r  +  1  Zahlen  ti,  T2,  •  ■  •  r^;  ab  theilerfremd  sind. 
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Wir  können   stets   nach   einer  elementaren  Methode   der  Zahlen- 
theorie die  Zerfällungen  der  r  in  die  Formen 

durchführen.  Es  ist  ersichtlich,  dass  weder  ßtf  ß^y  •  •  -  ßr,  i  noch 
<^i}  ^}  ' ' '  ^ry  O;  einen  gemeinsamen  Theiler  haben*,  denn  die  r^, 
Tg,  •  •  •  Zr  würden  denselben  besitzen.  Nun  ist  für  jedes  A  =  1,  2,  •  •  •  r 
die  Gleichung  befriedigt 

nni  =  txab  =  axbnx  +  ßianx, 

und  da  txab  und  axbnx  durch  b  theilbar  sind,  so  muss  auch  ßxanx 
durch  b  theilbar  sein;  deshalb  ist  auch  ßxnx  durch  b  theilbar,  weil  a 
und  b  theilerfremd  sind.     Wir  können  demnach  setzen 

/3iWi=66i,     ß2n2  =  bb^y    •••    ßrnr  =  bbr- 
Aus  ähnlichen  Gründen  ergiebt  sich  das  entsprechende  Resultat 

mit  ganzzahligen  ai,  o«,  •  •  «r;  6i,  62,  •  •  •  &/••  Für  die  so  gefundenen 
Zahlen  ax  und  6^  ist  wegen  (12)  und  (12*) 

ab{ax-\-bx)  =  nx(axb -{- ßxo)  =  nxtx  =  abtx. 

Daher  ist  die  Forderungsreihe  (14)  be&iedigt.  Hiermit  ist  als  zweites 
Zwischenresultat  bewiesen,  dass  jedes  zu  a&  gehörige  Element  &'  aus 
zwei  anderen  componirt  werden  kann,  die  zu  a  und  bez.  zu  b  gehören. 
Es  fragt  sich  nun  endlich,  auf  wie  viele  verschiedene  Arten  eine 
solche  Zerlegung  (14)  bei  (13*)  möglich  sei.  Befriedigen  auch  a'x,  ßx 
(A  =  1,  2,  •  •  •  r)  die  Forderungen  (15),  so  wird,  wie  aus  den  Elementen 
der  Zahlentheorie  bekannt  ist,  bei  beliebigen  ganzzahligen  nix 

«i      =^ccx     +  amx     ,  ßx      =  ßx     —  bmx ; 

axnx  =  ccxnx  +  o.^x'nh,  ßxnx  =  ßxnx  —  bnxtnx] 

a'xa  =axa  -{-anxnix,  b'xb    =bxb   —bnxmx\ 

a'x     =^ax     +  nx7nx    ,  b'x      =bx     —  nxtnx . 

Hiemach  kann 'man  auf  eine  und  nur  auf  eine  Art  a'x  so  bestimmen, 
dass  a'x  kleiner  als  fix  wird;  dadurch  ergiebt  sich  dann  sofort  wegen 
der  Gleichungen,  die  dem  Systeme  (14)  entsprechen,  dass 

b'x     entweder     =  {tx  —  a'x)     oder     =  nx  —  (a'x  —  tx) 

auch  eindeutig  bestimmt,  kleiner  als  nx  und  positiv  wird.  Die  durch- 
geführte Zerlegung  ist  also  nur  auf  eine  Art  möglich. 

Damit  ist  das  zu  Beginn  des  Paragraphen  ausgesprochene  Theorem 
bewiesen. 
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§  611.  Die  Untersuchung  von  ^(m)  ist  jetzt  also  auf  diejenige 
einfachere  von  ^Q)")  zurückgeführt,  wobei  p^  eine  in  n^  yorkommende 
Primzahlpotenz  bedeutet.  Um  diese  Frage  zu  erledigen,  setzen  wir 
die  r  Invarianten  ni,  Wj,  •  •  •  Wr  der  Gruppe  Ä  in  die  Form 

(16)  nj  =  fi jp"» ;    Wg  =  Vgjp"* ;    •  •  •    n^.  =  Vrjp"»*, 

so  dass  die  vx  zu  p  theilerfremd  geworden  sind.  Es  sei  dabei  das 
ßrössenverhaltniss  von  a  zu  den  Exponenten  ai,  ag,  •  *  •  a^  bestimmt 
durch 

(16*)  «1  ^  «2  ^  •  '  •  ^  Ö^x  ^  a  >  «x-f  1  ^  «x-f-S  ^  •  •  •  ^  «r. 

Diese  Folge  ist  aus  dem  Orunde  möglich,  weil  n^  durch  n^^-i  theil- 
bar,  und  also  jedes  folgende  ax  höchstens  so  gross  ist,  wie  das  vorher- 
gehende. 

Soll  nun  ein  ©J^^öJ*  •  •  •  ^^  so  beschaffen  sein,  dass  die  Potenz 

wird,  dann  müssen  ftj^,  ftj^,  •  •  •  bezw.  durch  ViP"»,  VjP"*,  •  •  •  und 
also  fi^,  /Ug,  •  •  •  bezw.  durch  t/^,  v,,  •  •  •  theilbar  sein.  Setzen  wir  des- 
halb zu  Abkürzung 

®?  =  ^i;     ®2*  =  ^2.     •••     ®:'*  =  r^         (r,  gehört  zu /^) , 

dann  muss  jedes  zu  p*  gehörige  Element  in  die  Form  gebracht 
werden  können 

<7i       ff-  ff« 

und  wir  brauchen  nur  zu  fragen,  welchen  Bedingungen  die  (fi,  (fa,  •  •  •  6r 
zu  unterwerfen  sind,  damit  die  Potenz 

(Ol  ff,         ff^\ p« (Ji p«   ö, ji*»         ff^ p« -p 

wird.  Da  r,<_|_i  zu  p"*+^  gehört,  und  da  a  >  a^+i  ^  «x+j  ^  •  •  •  ist, 
so  kann  man  ö^^i  gleich  einer  beliebigen  unter  den  Zahlen  0,  1;  -  *  - 
jj^x+i—  wählen  und  ähnlich  (^x+g,  •  •  •  .  Die  Anzahl  der  Möglich- 
keiten für  <^x-|-i;  -  •  *  6r  beträgt  also  insgesammt 


a 
P 


x+i+^x+aH l-«i 


Für  6^  muss  ein  Vielfaches  von  p"i—<*  eintreten,  d.  h.  man  darf  für 
6  nur  ein  p^^^^,  2p°^—**,  . .  .  jp«  .jp«i-a  als  Werth  annehmen,  und 
Aehnliches  gilt  für  (^s,  •  •  •  <fx*  Die  Anzahl  der  Möglichkeiten  hierfür 
beträgt  also  p^".  Bei  dieser  letzten  Sorte  ist  aber  zu  bedenken,  dass 
auch  erst  die  jp^^®  Potenz  gleich  E  werden  darf;  es  ist  also  auszu- 
schliessen,   dass  alle  x  Werthe   von  6i,  6i,  •  •  •  6»  gleichzeitig   durch 
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poi—a-^i^  pa^—a+i^  . . .  theübar  sind;  denn  in  diesem  Falle  wäre  schon 
die  j?**""^*®  Potenz  gleich  E.    Es  bleiben  also  für  iJi,  tfj,  •  •  •  <y«  nur 

jp«*  —  «(«— 1)* 

Werthsysteme  zurück.     Es  sind  demnach  im  Ganzen 

(17)  p^'fi  —  l^/-+l+''x+8+ ••+"'• 

Elemente  in  3(  vorhanden^  die  zum  Exponenten  p^  gehören. 
Die  Anzahl  aller  Elemente^  welche  zu  p""  gehören^  beträgt 
daher  insbesondere 

,-(.-±). 

§  512*  Im  Anschlüsse  an  dieses  Resultat  suchen  wir  die  Anzahl 
der  Elemente  von  Ä,  die  zu  einer  der  Zahlen  p",  p^^^f  -  -  -  p\  p\  1 
als  Exponenten  gehören.  Diese  Anzahl  wollen  wir  mit  x(jf)  bezeichnen. 
Hierbei  bleibt  die  obige  Bestimmung  yon  ^x-i-i,  <^x+2;  -  -  -  ungeändert^ 
während  bei  der  Bestimmung  von  6i,  6^,  •  -  -  öx  zu  beachten  ist;  dass 
jetzt  keine  Exponentensysteme  ausgeschlossen  zu  werden  brauchen. 
In  (17)  ist  also  einfach  das  negative  Glied  der  Klammergrösse  zu 
unterdrücken.     Es  ist 

d.  h.  dies  ist  die  Anzahl  der  Elemente  in  31,  welche  zu  einer 
der  Potenzen  1,  p,  -  -  -  pf*  als  Exponenten  gehören.  Es  ist 
also  insbesondere 

(17-)  z (?"')  =  /'+'"+■■+''';    zM  =/"'■• 

Wir  brauchen  noch  eine  Umformung  unserer  Resultate  und  führen 
dazu  gewisse  Grössen  9o?  9i7  ^s?  ^"  ^^^*  ^^  ^^^  9o  ^^^  Anzahl  derjenigen 
Glieder  der  Reihe 

Wl,    %,    «8,    •  •  •     nry 

welche  durch  p  gar  nicht,  g«  die  Anzahl  derjenigen  Glieder  (a  =  l,2,--), 
welche  durch  p*y  aber  nicht  durch  eine  höhere  Potenz  von  p  theil- 
bar  sind. 

Dann  giebt  x  in  (16*)  an,  wie  viele  der  a^,  a^,  •  •  •  grösser  oder 
gleich  a  sind^  d.  h.  es  ist 

Setzen  wir  femer 

so  ist  ebenso 
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Nun  ist  aber  nur  dann  A  >  x,  wenn 

a  —  1  =  «x+i  =  ax+2  =  •••==  «x+e 

ist,  und  zwar  wird  dabei 

A  —  X  =  g„_i  =  Q. 
Dies  ergiebt  dann 

Z(P°)      ^     a«-(a-l)^+ax  +  l+  ••  +  «Jl  =     ax-(a-l)(x+p)  +  (a-l)^  ^      x 
/    a_i\  "  i'  2^ 

Wir  bemerken  femer  noch,  dass 

3o  +  Ji  +  «2  H h  ffa»  =  ^ 

ist,  wie  man  aus  dem  Umstände  erkennt,  dass  beide  Seiten  die  An- 
zahl sammtlicher  fia  geben;  und  weiter,  wenn  man  die  einander  gleichen 
Zahlen  in  der  Beihe  ai,  cc^,  -  -  -  «r  zusammenfasst,  dass 

?i  +  äg'g  -f  3gs  H h  cciQa,  =  «i  +  «s  H h  «r 

wird.     Diese  letztere  Anzahl  bezeichnen  wir  mit  Q, 

Dann  folgt  aus  (17**)  und  aus  unserer  Formel  für  xCp")  •  zCl^^^O 


§  613,  Mit  Hülfe  der  bisher  gefundenen  Resultate  können  wir 
jetzt  den  schon  oben  (§  509,  Schluss)  angedeuteten  Satz  beweisen, 
dass  die  Anzahl  sowie  der  Werth  der  einzelnen  Invarianten 
Wi,  thy'-'  Wr  einer  AbeTschen  Gruppe  Ä  von  der  Wahl  der 
Basis  dieser  Gruppe  unabhängig  sind. 

Von  der  ersten  Invariante  n^  ist  dies  ja  ihrer  Bedeutung  nach 
von  selbst  klar,  da  nach  H)  §  509  n^  die  kleinste  Zahl  ist,  welche  die 
sämmÜichen  Exponenten,  zu  denen  die  Elemente  von  »  gehören,  zu 
Theilem  hat.  Dagegen  ist  das  Element  &^  nicht  eindeutig  bestimmbar, 
und  von  der  Wahl  dieses  0^  könnte  möglicherweise  fi^  abhängen,  u.  s.  f. 

Den  Beweis  des  aufgesteUten  Theorems  führen  wir  folgendermassen. 

Aus  der  Bedeutung  von  (17)  und  (17*)  als  Anzahl  von  Elementen 
der  Gruppe  $(,  welche  eine  ganz  bestimmt  definirte  Eigenschaft  haben, 
folgt,  dass  der  Werth  (17)  von  der  Wahl  der  Basis  unabhängig  ist. 
Schreibt  man  nun  (17)  in  der  Gestalt 
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so  erkennt  man,  dass  (p* — 1)  eindeutig  durch  den  Werth  von  (17) 
gegeben  ist,  nämlich  als  der  durch  p  nicht  theilbare  Factor  dieser 
Zahl,  und  daraus,  dass  auch  x  unabhängig  von  der  Basis  bestimmt  ist. 
Die  Zahl  der  durch  ein  p^  theilbaren  Glieder  der  zu  den 
Elementen  irgend  einer  Basis  gehörigen  Exponenten 

(18»)  ni,   fl2,   Ws,  •  •  •   tir 

ist  von  der  Wahl  der  Basis  unabhängig.  Sind  nun  mindestens 
die  ersten  q  Glieder  von  (18*)  durch  jp"  theilbar,  dagegen  weniger  als 
Q  der  ersten  Glieder  durch  p^"^^,  dann  ist  n^  genau  durch  p"  theilbar. 
Die  höchste  Potenz  von  p,  welche  ein  seiner  Stellung  nach 
gegebenes  Glied  aus  (18*)  theilt,  ist  von  der  Wahl  der  Basis 
unabhängig.  Führt  man  die  Bestimmung  dieser  höchsten  Primzahl- 
potenz in  n^  für  alle  Primfactoren  von  w,  oder,  was  dasselbe  besagt, 
von  Wj  durch,  dann  folgt,  dass  der  Werth  von  n^  selbst  von  der 
Wahl  der  Basis  unabhängig  sei;  und  damit  ist  der  aufgestellte  Satz 
bewiesen. 

Insbesondere  ist  auch  die  Zahl  r  nur  von  der  Gruppe,  nicht  von 
ihrer  Basis  abhängig.  Wir  wollen  diese  Zahl  r  als  den  Rang  der 
Abel'schen  Gruppe  bezeichnen.  Auch  der  Rang  der  Gruppe 
ist  invariant.  Eine  AbeVsche  Gruppe  vom  Range  1  heisst  eine 
cyklische  Gruppe.  Alle  ihre  Elemente  können  als  Potenzen  ein 
und  desselben  Elementes  dargestellt  werden. 

§  514.  Es  möge  eine  Abel'sche  Gruppe  9t  die  Elemente  0^y 
®2,  •  •  •  ®i«  umfassen;  dies  wollen  wir  durch 

gi  =  [®i,  ©8,  ...  &n] 

kurz  ausdrücken,  wobei  also  die  eckige  Klammer  sämmtliche  Elemente 
von  SI  einschliessen  soll.  Ferner  sei  n  =  h  -k,  und  es  soll  möglich 
sein,  aus  der  Gruppe  81  zwei  Theiler  JI^  und  ^  herauszuheben 

von  der  Art,  dass  jedes  @  als  Product  -ö^a-r^  (a  =  l,2,-..Ä;  /3  =  1,2,..-Ä;) 
dargestellt  werden  kann.  Dann  sagen  wir,  81  sei  aus  Sl^  und  %^ 
componirt,  oder  31  =  St^  •  9ljj  sei  das  Product  von  %^  und  Jt^-  — 
?[  heisst  in  diesem  FaUe  zerlegbar.  Hierbei  muss  bemerkt  werden, 
dass  die  Existenz  eines  Theilers  Sl^  von  Sl  durchaus  nicht  die  Zer- 
legbarkeit der  Gruppe  9(  nach  sich  zu  ziehen  braucht. 

Da  ^i  und  ^  Gruppen  sind,  so  hat  jede  das  Einheitselement  E 
von  %  unter  ihren  Elementen.  Den  gemachten  Annahmen  gemäss  ist 
dies  das  einzige  gemeinsame  Element  beider  Gruppen.  Denn  alle  d'at^ 
müssen   bei   den   h  •  k   verschiedenen  Indexsystemen  a,  ß   verschieden 
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ausfallen.  Wäre  aber  ein  von  E  yerschienes  d'^  gleich  einem  Xq,  so 
würde  das  formal  Yon  d'ati^  yerscHiedene  Prodact 

(d'a  ^o)  ('^Ö"    T/j)  =  ^a  tfi 

gegen  die  Voraussetzung  werden^  und  es  wären  also  nicht  alle 
h  -k  =  n  Producte  unter  einander  verschieden. 

Es  ist  klar,  dass  durch  die  Formel  (8),  §  509  die  Zerlegung  einer 
AbeTschen  Gruppe  vom  Range  r  in  r  Factoren  vom  Range  1,  d.  L 
in  r  cjklische  Gruppen  geliefert  wird.  Sobald  abo  r  >  1  ist,  ist  eine 
Zerlegung  der  Gruppe  %  möglich. 

Hiermit  ist  jedoch  die  Frage  nach  der  Zerlegbarkeit  einer  Ab  ei- 
schen Gruppe  noch  nicht  zu  Ende  geführt;  es  ist  zur  Ergänzung  die 
Entscheidung  darüber  herbeizuführen,  wann  und  wie  auch  eine  cjklische 
Gruppe 

zerlegt  werden  kann.  Gesetzt  es  gäbe  zwei  solche  Factoren  31^  und  ^ 
von  den  Ordnungen  h  und  Ä;,  wie  sie  oben  angedeutet  sind,  dann 
müsste  es  in  91^  ein  Element  %•  und  in  Stj  ^^^  ^  derart  geben,  dass 
%>%  =  &  wird.  Da  nun  die  Elemente  0*  und  %  vertauschbar  sind, 
so  folgt 

und  hierdurch  werden  alle  Elemente  der  Gruppe  S(  festgelegt.  Von 
diesen  betrachten  wir 

Da  t  zu  einer  Gruppe  von  der  Ordnung  h  gehört,  so  ist  gemäss 
§  508,  E)  zu  setzen  r*  =  E,  und  also  gehören 

^,  ^*,  •  •  •  ^*  =  E 

zu  9^.  Sie  sind  femer  von  einander  verschieden,  weil  sie  bezw. 
gleich  ^,  ®**,  •  •  •  sind;  folglich  bildet  ihre  Gesammtheit  die 
Ab  ersehe  Gruppe  Äi,  d.  h.  es  ist 

Femer  ist  jede  Substitution  von  %^  so  beschaffen,  dass  ihre  A*®  Potenz 
gleich  E  wird,  da  die  Ordnung  von  %^  gleich  h  ist;  §  508,  E).  Des- 
halb kann  aus  der  Reihe  A;,  2A;,  -  -  -  hk  der  eben  benutzten  Exponenten 
nur  der  letzte  durch  h  theilbar  werden,  d.  h.  h  und  k  sind  theiler- 
fremd  zu  einander. 
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Ebenso  erkennt  man,  dass 

ist;  femer  kann  man  beide  Gruppen  in  die  Formen  bringen 

Umgekehrt  ist  klar^  dass,  wenn  durch  n  =  Jß'h  die  Zahl  n  in 
zwei  theilerfremde  Factoren  h  und  k  zerlegt  worden  ist,  die  Zerlegung 
$(  =  8(i  •  ^(^  gilt,  weil  man  ganzzahlig  x  und  y  so  bestimmen  kann,  dass 

rx-j-Ay  


wird.  So  zeigt  es  sich:  Eine  cyklische  Gruppe  81  kann  dann 
und  nur  dann  zerlegt  werden,  wenn  ihre  Ordnung  n  in  zwei 
theilerfremde  Factoren  A,  k  zerfällt  werden  kann.  —  Nur 
cyklische  Gruppen,  deren  Ordnung  eine  Primzahlpotenz  ist, 
sind  unzerlegbar. 

§  515.  Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Zerlegung  einer  Gruppe  in 
unzerlegbare  Factoren  auf  mehrfache  oder  nur  eine  einzige  Art  vor 
sich  gehen  kann;  und  falls  die  erste  Möglichkeit  eintreten  soUte,  ob  es 
gewisse,  fdr  alle  vorhandento  Zerlegungen  invariante  Beziehungen  giebt. 
Das  soll  jetzt  untersucht  werden. 

Wir  gehen  auf  die  erste  der  Formeln  (17^)  zurück  und  beachten, 
dass  der  Exponent  von  p  in 

(17»>)  ^(^«i)=^«iH-«.+    •  +  "r 

die  höchste  Potenz  der  Primzahl  p  ist,  welche  ni-  n^-  -  -  Ur,  d.  h.  die 
Ordnung  n  von  ?l  theilt.  (17^)  giebt  die  Anzahl  aller  Elemente  & 
von  Ä,  welche  der  Gleichung 

genügen.  Da  «i  ^  «i  +  «a  +  •  •  • ,  so  folgt:  Ist  p"  die  höchste 
Potenz  von  p,  welche  die  Ordnung  n  von  21  theilt,  dann 
giebt  es  genau  p^  Elemente  in  31,  deren  Ordnung  eine  Potenz 
von  p  ist. 

Weiter  erkennt  man  sofort,  wenn  man  ebenso  eine  zweite,  dritte,  •  •  • 
Primzahlpotenz  betrachtet:  Ist  n  =  g  -  h,  wo  g  und  h  theilerfremd 
sind,    dann    giebt    es    in    31    genau    g    Elemente,    welche    der 

Gleichung  genügen 

^9  =  E. 


Hat  man  also  9(  in  zwei  Factoren  Sl^,  ^  zerlegt,  so  dass  g  die 
Ordnung  von  Sl^  und  h  diejenige  von  Sl,  ist,  dann  kann  bei  theiler- 
fremden  g,  h   diese  Zerlegung  nur  auf  eine  Art  vor  sich  gehen,   da 
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eben  9^  nur  die  eindeutig  bestimmten  g  Elemente  enthalten  kann, 
welche  durch  die  letzte  Gleichung  bestimmt  sind,  und  da  fQr  ^  und 
h  Aehnliches  gilt. 

Dies  zeigt  uns:  Die  Zerlegung  einer  AbeTschen  Gruppe  in 
Theiler,  deren  Ordnungen  Primzahlpotenzen  sind,  ist  nur 
auf  eine  einzige  Art  möglich.  Unsere  Frage  ist  also  auf  die- 
jenige nach  der  Zerfällung  solcher  Gruppen  reducirt. 

Wir  betrachten  demnach  jetzt  eine  AbeVsche  Gruppe  Ä  der  Ord- 
nung p^.  Es  seien  ®^y  ®i7  ' ' '  ^^^  Elemente  einer  Basis  der  Gruppe 
und 

die  zugehörigen  Invarianten,  die  ja  gleichfalls  Potenzen  von  p  sein 
müssen.     Femer  sei 

so  dass  Sil,  Stj,  •  •  •  Sp  unzerlegbare  Gruppen  sind,  also  solche  vom 
Range  1  und  von  einer  Primzahlpotenz -Ordnung  g^,  bezw.  q^,  •  •  •  g^; 
dabei  möge  ä'i  ^  ffa  ^  '  '  *  ^  2^  s®i^-  Dann  sind  31^,  Sl^,  •  •  •  Ä^  durch 
die  Potenzen  gewisser  Elemente  d'i^  -O-j,  •  •  •  -ö*^  gebildet,  und  Ä  besteht 
aus  allen 

(19)  ^«^'...^?         (^^  =  0,1,...3„-1). 

Die  Qa  sind  sämmtlich  Potenzen  von  p,  und  q^  wird  die  höchste  vor- 
kommende Ordnung  eines  Elementes  von  %  und  also  deswegen  gleich 
der  ersten  Invariante  qi  =  p"^' 

Femer  zeigt  die  Form  (19)  der  Elemente  von  31,  dass  jedes  Ele- 
ment in  die  q^^  Potenz  erhoben  gleich  einer  Potenz  von  d-^  wird,  und 
dass  q^  die  niedrigste  derartige  Zahl  wird.  Folglich  ist  q^  die  zweite 
Invariante  und  also  gleich  p"». 

In  dieser  Art  kann  man  fortfahren  und  erkennt,  dass  3(i,  ^,"'%f 
durch  ^if  ^%,* ' '  ^Q  eine  Basis  von  81  liefern,  und  dass 

wird.  Ist  die  Zerlegung  einer  AbeTschen  Gruppe  von  Prim- 
zahlpotenz-Ordnung  auf  mehrere  Arten  durchführbar,  so  ist 
die  Anzahl  der  irreductiblen  Factoren  stets  dieselbe,  und  eine 
solche  Zuordnung  der  einen  und  der  anderen  Factoren  zu 
einander  möglich,  dass  entsprechende  Factoren  gleiche  Ord- 
nungen haben.  Dass  wirklich  verschiedene  Zerfällungen  eintreten 
können,  erkennt  man  leicht.     Es  sei  rj  =  1,  d^l  =  1  und 
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dann  kann  man  für  ^^  •  ^  ==  $[ 

aber  ebensogut  auch 

oder 

setzen. 

Es  ist  also  bewiesen:  Wie  auch  eine  AbeTsche  Gruppe  in 
irreductible  Factoren  zerlegt  wird,  die  Ordnungen  dieser 
Factoren  und   ihre  Anzahlen  haben   stets   dieselben  Werthe. 

§  516.    Es  möge  nun 

Sil  =  [©',  0", . . .  6K*)] 

ein  beliebiger  Theiler  der  Ordnung  h  von  31  mit  der  Ordnung  n  =  h'k 
sein.  Dabei  wollen  wir  nochmals  bemerken,  dass  dann  3(  nicht  noth- 
wendiger  Weise  in  Factoren  sich  zerfallen  lässt,  deren  einer  gleich  SC^ 
ist.  Wir  bilden  eine  symmetrische  Function  der  Elemente  von  Sl^, 
welche  wir  bezeichnen  wollen 

Ist  0a  ein  Element  von  91,  welches  nicht  in  Sl^  vorkommt,  so  sind 
auch  die  Producte 


sammtlich  in  31  enthalten  und  sie  sind  unter  sich  und  von  den  Ele- 
menten von  äi  verschieden  (§  509,  J);  wir  bilden  mit  diesen  neuen 
Elementen  als  Argumenten  die  entsprechende  Function 

und  fahren  so  fort,  wenn  0^  ein  neues  Element  bezeichnet. 


So  entstehen  k  Werthe  9;  9o,  9/*,  •  •  •,  die  wir  als  Elemente  einer 
neuen  Art  auffassen,  und  zwischen  denen  wir  folgendes  Gompositions- 
gesetz  feststellen  wollen. 

Es  sei  q>y  durch  die  Composition  von  9«  und  9^  entstanden,  d.  h. 

<Pa  (P(i  =  (PYy    wenn    [0«  ^'^]  •  [®^  &^^]  =  Sy  ®^^ 

ist;  das  y  ist  dabei  von  der  Wahl  von  x  und  A  unabhängig,  oder 
vielmehr:  die  ganze  Zeile,  welche  Sa  enthält,  mit  der  von  Sfi  com- 
ponirt,  giebt  eine  bestimmte  dritte  Zeile.    Es  ist  also  die  Composition 
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eine  eindeutig  durch  die  Factoren  bestimmte  (§  507,  I).  Ferner  gilt 
das  associative  Gesetz  (§  507,  11),  d.  h.  es  ist 

[q>a  (fß]  (fr  =  9«  [9/?  9y]  ? 
weil 

ist.     Ebenso  zeigt  man,  dass  wie  §  507,  UI)  es  fordert,  aus 

<Pa  (Pß  =  9«  9y     folgt     <pfi  =  ipy ; 
und  dass  endlich  entsprechend  §  509,  lY)  auch 

wird.  Die  symmetrischen  Functionen  9,  9«,  9^,  •••  bilden 
demnach  die  Elemente  einer  AbeTschen  Gruppe. 

§  617.  Wir  wollen  von  den  in  dieser  Vorlesung  bisher  abge- 
leiteten Resultaten  nun  die  Anwendung  auf  Abel'sche  Gleichungen 
machen  und  zu  diesem  Zwecke  zunächst  nachweisen,  dass  die  Wurzeln 
einer  jeden  Ab  einsehen  Gleichung  als  die  Elemente  einer  Aberschen 
Gruppe  aufgefasst  werden  können. 

Nach  der  Definition  aus  §  503  ist  es  möglich,  alle  Wurzeln  einer 
Ab  einsehen  Gleichung  f{js)  =  0  rational  durch  eine  von  ihnen  auszu- 
drücken. Wir  wollen  diese  e'  nennen  und  setzen  aus  Gründen,  die 
wir  sofort  erkennen  werden, 

z'  =  E{z') ; 

das  Symbol  E  betrachten  wir  dabei  als  Einheitssymbol  oder  Ein- 
heitselement. Die  weiteren  Wurzeln  der  Gleichung  mögen,  als 
Functionen  von  js'  dargestellt, 

sein.     Bei  ihnen  wie  bei  E(0')  unterdrücken  wir  das  Argument  und 

schreiben 

E,  ©',  @'',  ®'",  •    • . 

Diese  Symbole  fassen  wir  als  Elemente  auf  und  definiren  ihre  Compo- 
sition  durch  die  Gleichung 

Aus  der  Definition  der  Aberschen  Gleichungen  folgt  dann  die  Ein- 
deutigkeit der  Gomposition,  sowie  auch  die  Gültigkeit  des  associativen 
und  des  commutativen  Gesetzes.  Ist  femer  6>'""^(jef')  diejenige  Wurzel, 
die  mit  ©'{0')  componirt  E(0')  ^  0'  ergiebt,  und  deren  Existenz  aus 
der  x{i6ih6 
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zu  entnehmen  ist^  so  folgt  aus  der  Richtigkeit  einer  Gleichung  von 
der  Form 

durch  linksseitige  Composition  mit  0'~^,  dass  @"  =  ®'"  wird.  Damit 
sind  alle  Bedingungen  als  erfüllt  nachgewiesen^  welche  sich  auf 
Abel'sche  Gruppen  beziehen,  und  es  folgt,  dass  die  Wurzeln  jeder 
AbeFschen  Gleichung  als  Elemente  einer  Aberschen  Gruppe 
angesehen  werden  können. 

Nun  sind  wir  auch  im  Stande,  unsere  Methode  und  unsere  Resul- 
tate aus  §  504  zu  erweitem.    Bilden 

(20)  d'ly      d'if      d's,     '    '    '     ^h 

einen  Theil  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Aberschen  Gleichung, 
welchem  auch  die  Gruppeneigenschaft  zukommt,  dann  ist  erstens 

(21)  {z  —  ^i)  {z  —  ^^)-'{z  —  ^ä)  =  0 

eine  Abersche  Gleichung  ä*®"  Grades,  und  die  h  Werthe  jeder  sym- 
metrischen Function,  welche  innerhalb  der  vorgelegten  Aberschen 
Gleichung  auftreten, 

9>  =  5(0-1,  'Ö'2,  •  •  •  ^h)        (Ä  •  Ä  =  n) 

sind  nach  dem  vorigen  Paragraphen  gleichfalls  als  Wurzeln  einer 
AbeFschen  Gleichung  k^^  Grades  anzusehen,  sobald  feststeht,  dass  sie 
sammtlich  rationale  Functionen  von  q>  sind.  Das  wird  aber  genau  so 
bewiesen,  wie  der  entsprechende  Satz  aus  §  505.  Ist  demnach  (20) 
ein  Theiler  Ä**'  Ordnung  der  zu  f{s)  =  0  gehörigen  Aberschen 
Gruppe,  dann  kann  die  Lösung  der  Gleichung  f{ss)  =  0  auf 
diejenige  einer  Aberschen  Gleichung  h*^  und  einer  solchen 
]^ea  Grades  zurückgeführt  werden,  deren  erstere  die  Glei- 
chung (21)  ist.  Ihre  Coefficienten  werden  durch  die  Lösung 
der  zweiten  Gleichung  vom  Jk^^  Grade  rational  bekannt. 

Aus  den  Untersuchungen  über  die  Aberschen  Gruppen  sind  wir 
femer  in  die  Lage  gesetzt,  die  Lösung  von  f(z)  =  0  in  ihre  einfachsten 
Bestandtheile  zu  zerspalten  und  diese  als  invariant  nachzuweisen. 

Zu  diesem  Behufe  zerlegen  wir  den  Ghttd  n  der  Gleichung,  welche 
zugleich  die  Ordnung  der  zugehörigen  Abel'schen  Gmppe  angiebt,  in 
seine  Basis -Invarianten 

(10)  n  =  Wi  •  w«  •  •••  Wr; 

die  zu  den  einzelnen  Invarianten  gehörigen  Elemente  mögen 
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heissen;  dann  ist  die  Gruppe  in  die  cy kuschen  Gruppen 

el^  (x=l,2,...r;  ax  =  l,2,...w,) 

zerlegbar.  Ist  ein  n<  eine  aus  verschiedenen  Primzahlen  zusammen- 
gesetzte Zahl^  so  kann  die  Zerlegung  der  Gruppen  in  unzerlegbare 
Factoren  noch  fortgesetzt  werden.  So  entsteht  eine  Reihe  einfachster 
Gnippen,  deren  Ordnungen  Primzahlpotenzen  sind, 

i>f;  i>r,  Pz,  •••;      (w  =  i>r-i?J*-i>?---), 

es  können  unter  den  Primzahlen  l>i,  i>2,  •  •  •  auch  gleiche  vorkommen. 
Nimmt  man  dann  als  Hülfsgieichungen  der  Reihe  nach  eine  solche  des 
Grades  p^^  des  Grades  |)|*,  •••,  dann  ist  durch  deren  Lösung  die 
Lösung  von  f(g)  =  0  vollbracht.  Die  Anordnung  dieser  Hülfs- 
gleichungen  ist  dabei  ganz  beliebig.  Die  Invarianz  ihrer  Grade  folgt 
aus  §  515.  Hiermit  ist  eine  wichtige  Ergänzung  zu  unseren  früheren 
Untersuchungen  geliefert,  bei  denen  noch  nicht  bewiesen  war,  dass 
nicht  durch  Aenderung  der  Operationenfolge  auch  die  Grade  der  auf- 
lösenden Hülfsgieichungen  einer  Aenderung  unterworfen  werden  könnten. 


ZweiundfQnfzigste  Vorlesung. 

Alternirende  nnd  eyklisclie  Fanctionen.     Anwendung  auf 

AbeFsclie  Gleichungen. 

§  518.  Um  die  Abel'schen  Gleichungen  noch  von  einer  anderen 
Seite  her  zu  betrachten,  haben  wir  jetzt  eine  gewisse  Art  von  Functionen 
von  n  Veränderlichen  zu  untersuchen,  die  eine  ähnlich  wichtige  Rolle 
spielen,  wie  die  symmetrischen  Functionen.  Es  wird  aber  gut  sein, 
hier  gleich  weiter  auszuholen,  um  diesen  Functionen  ihre  richtige  Stelle 
anzuweisen  und  um  den  Boden  für  künftige  Untersuchungen  vorzu- 
bereiten. Wir  wollen  dazu  direct  an  die  symmetrischen  Functionen 
anknüpfen. 

In  der  neunten  Vorlesung  (Bd.  I)  haben  wir  eingehend  die  Haupt- 
eigenschaften der  symmetrischen  Functionen  von  n  Grössen  0^, 
jSiy  •  ' '  jer^  behandelt,  welche  als  unbestimmte  Grössen  angenommen 
wurden;  es  sind  dies  diejenigen  Functionen,  welche  ihre  Form  bei 
jeder  möglichen  Umstellung  der  z  untereinander  beibehalten.  Wir 
können  sie  dieser  Eigenschaft  halber  auch  als  einwerthige  Func- 
tionen bezeichnen.  Alle  rationalen  ganzen,  symmetrischen  Fimctionen 
der  Za  wollen  wir  in  eine  Gattung  vereinigt  denken. 
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Fassen  wir  die  einzelnen  Yertauschungen  der  z  untereinander  als 
Elemente  im  Sinne  der  vorigen  Vorlesung  auf^  dann  zeigt  es  sich,  dass 
ihre  Gesammtheit  eine  Gruppe  bildet. 

Wir  bezeichnen  die  Vertauschung  oder  die  Substitution, 
welche  die  Elemente  ;efi,  ^erg,  •  •  •  js?«  in  eine  andere  Anordnung  jer,^,  jer,-,, 
•  •  •  Zi^  überführt,  wobei  ii,  ig,  •  •  •  i»  also  irgend  eine  der  n\  Permuta- 
tionen der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n  bedeutet,  durch  das  Symbol 

(■)  ''-a'i:::^' 

oder  auch  wohl  kürzer,  falls  keine  Zweideutigkeit  entsteht^  durch 

Als  Einheitselement  nehmen  wir  die  durch  i^  =  1,  ig  ==  2,  •  •  •  i«  =  n 
bestimmte  identische  Substitution 

deren  Existenz  ja  klar  ist. 

Ferner  definiren  wir  als  Gomposionsresultat  oder  als  „Product" 
von  Siy  Sk  diejenige  Umstellung,  welche  entsteht,  wenn  man  auf  die 
durch  Si  hervorgerufene  Umstellung  Sk  anwendet;  so  entsteht  das  ein- 
deutig bestimmte  durch  „Multiplication^^  gebildete  Product 


(2)  SiSk  = 


a    \  j     a    \  1     a    \  I     t^    \  I     a 


Aus  (2)  folgt  das  associative  Gesetz  für  irgend  welche  drei  Sub- 
stitutionen Siy  Sky  ^i;  denn  man  hat 


(SiSk)Si=  ' 


\" 


5.(5*5/)  = 


' '  (0  (0  -  (ü  ■ 


Ist  weiter  Si  Sk  =  5»  5x ,  so  ergiebt  sich  sofort  aus  (2) 

K  =  ^'u    ^•^-  */*  =  «/J        (i3  =  l,2,...w) 

und  daher   S4  =  5x.  —  Und  ebenso   liefert   die  Annahme   Sk$i  =  SxSi 
wegen  (2) 

K  =  K     ^'^'  ^cc  =  >Ca         (a  =  1,  2, . . .  n) 
und  deshalb  Sk^^  Sx. 

Netto,  Algebra.  IL  17 
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Greift  mau  daher  aus  der  Gesammtheit  der  n!  Substitutioueu 
eiueu  Gomplex  you  der  Eigeuschaft  heraus,  dass  das  Product  zweier 
Elemeute  desselben  wiederum  zu  dem  Gomplexe  gehört,  dann  gelten 
die  Bedingungen  I,  11,  III  des  §  507,  und  dadurch  ist  der  Complex 
als  Gruppe  erkannt;  wir  nennen  sie  Substitutionengruppe. 

Die  Rolle  der  Einheit  E  übernimmt  hier  die  identische  Substitution 

-(::)=(:)■ 

Genau  wie  in  §  508,  B  weist  man  auch  hier  nach,  dass  fär  jedes  in 
der  Gruppe  enthaltene  Si  ein  Element  besteht,  mit  dem  Si  componirt 
die  Einheit  ergiebt.    Wir  bezeichnen  es  mit  s~^  und  haben 

s.'  s~^  =  1,    sr^ '  s,=  1. 

Es  ist  {s^s^"^  =  s^^s~^^  wie  man  erkennt,  wenn  man  beide 
Seiten  rechts  oder  links  mit  SiSt  multiplicirt. 

Die  Bildung  von  Potenzen  einer  Substitution,  die  Ordnung 
einer  solchen,  der  Begriff  des  Divisors  oder  Theilers  einer  Gruppe 
sind  direct  aus  §  508  zu  entnehmen. 

Die  Gesammtheit  aller  Substitutionen  als  Gruppe  betrachtet 
nennen  wir  die  symmetrische  Substitutionengruppe. 

§  519.  Im  §  121  der  zehnten  Vorlesung  (Bd.  I)  lernten  wir 
eine  Function 

(3)     9»!  =  J7  (i^i  -  «r^) ,        (A  =  l,2,...n-l;,t  =  A+l,.--«) 

kennen,  welche  bei  allen  Substitutionen  der  symmetrischen  Gruppe 
zwei  und  nur  zwei  Werthe,  (p^  und  ^j  =  —  (pi  annimmt.  Wir  wollen 
jede  rationale  Function  der  js,  welche  unter  der  Einwirkung  der  nl 
verschiedenen  Substitutionen  zwei,  nur  durch  ihr  Vorzeichen  verschie- 
dene Werthe  annimmt,  eine  alternirende  Function  nennen  und 
zunächst  sämmtliche  ganzen,  altemirenden  Functionen  aufsuchen. 

Bei  (3)  haben  wir  gesehen,  dass  durch  die  Vertauschung  zweier 
Elemente  z  untereinander  eine  Werthänderung  von  <pi  herbeigefiihrt 
wird.  Eine  solche  Vertauschung,  etwa  von  i^a  und  z^^  schreiben  wir 
(jSa^ß)  oder  (ßßiSa)  und  nennen  diese  specielle  Substitution  eine  Trans- 
position. 

Jede  Substitution  der  n  Elemente  i^i,  -  -  -  Zn  kann  durch 
ein  Product  von  höchstens  {n  —  1)  Transpositionen  ersetzt 
werden.     Denn  es  ist,  wenn  s,-  die  geforderte  Substitution  bedeutet, 


=  (^1^0 


Z.    Z-    •  '  '  Z:      '  ■  •  Z-       I  ^^   \    Z.    Z-    '  '  •  b 
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so  das^  nacli  Ausführung  der  Transposition  {e^Zi^  nur  noch  die  Sub- 
stitution^ bei  welcher  das  Zi^  der  oberen  Zeile  ungeandert  bleibt. 


/  Z'      Za     '   *    '     Z*        •    •    '     Z       \ 

( '■  *     '     ")  d.h. 

1    Z'    Z.    •  '  '  Zj     •  •  ■   Z.      I 


^1 

z. 


zu  bewerkstelligen  ist.  Ihre  letzte  Form  zeigt;  dass  wir  dabei  von  Zi^ 
abseben  können  und  es  dann  lediglich  mit  einer  Substitution  von 
(n  —  1)  Elementen  z  zu  thun  haben.  GFehen  wir  in  derselben  Art 
von  ihr  aus  weiter,  so  gelangen  wir  nach  (w  —  2)  Schritten  zu  einer 
Substitution  von  zwei  Variablen,  für  welche  der  Satz  dann  selbst- 
verständlich ist. 

Daraus  folgt:  Eine  Function,  welche  bei  allen  Trans- 
positionen ungeandert  bleibt,  ist  eine  symmetrische  Func- 
tion. Denn  sie  bleibt  gemäss  der  Voraussetzung  und  nach  dem 
vorigen  Satze  fdr  jede  Substitution  ungeandert. 

Die  Zerfällung  einer  Substitution  in  Transpositionen  kann  auf 
mannigfache  Arten  vor  sich  gehen.  So  lässt  sich  z.  B.  die  identische 
Substitution  durch  jede  der  Folgen  von  Transpositionen 

(z^z^)  (z^z^)  (z^z^)  (z^z^) ,    (z^z^)  {z^z^  (z^z^)  (z^z^)  (z^z^  {z^z^) , 

(^1^2)  (^8^4)  ihh)  (^2^4)  (^i^s)  (^8^3)  (^a^ö)  (^1^4) ;  •  •  • 
darstellen. 

Die  gesuchten  ganzen,  altemirenden  Functionen  ^  müssen  min- 
destens für  eine  Transposition,  etwa  für  {Za  Zß),  ihr  Vorzeichen  ändern. 
Dies  können  wir  durch  die  Gleichung 

if(Ziy  "  '  ,  Za,'  •  '  ,  Zß,"  '  ,  Zn)  =  —  tl;{Ziy-  "  ,  Z^y'  •  '  ,  Zay'  "  y  Zn) 

darstellen.     Hieraus  ergiebt  sich,  dass  jedem  Potenzproducte 

czT^'-'Z^  '"Zl'"zy 

1  a  p  H 

des  Polynoms  ^  ein  in  V'  gleichfalls  vorhandenes  Potenzproduct 

CZ      •  '  '  Z    •  •  •  Z^ '  • • z  * 

entspricht;  und  aus  der  Vereinigung  je  zweier  so  gestalteter  erkennt 
man,  dass  ^  durch  {Za  —  Zß)  theilbar  ist.  Die  Function  ^'  ist  offenbar 
symmetrisch,  und  da  sie  den  Factor  {Za  —  Zß)^  enthält,  so  ist  sie  durch 
die  Discriminante  theilbar.  Diese  wollen  wir,  von  dem  in  §  158,  Bd.  I 
festgesetzten  Vorzeichen  absehend, 

I>  =  TJ(^z  —  ^My        a-=l,2,...n-l;  ft  =  A+l,.-.n) 

schreiben.     D    selbst    ist   einwerthig,   )/Z)   ist   alternirend.     Bedeutet 

17* 
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jetzt  {yiBf  die  höchste  Potenz  von  YDj  welche  in  ^  als-  Factor 
enthalten  ist, 

so  würde  bei  geradem  h  der  Factor  if'  noch  altemirend  sein  und 
müsste  deshalb  wieder  Y^  ^^  Factor  haben.  Dies  ist  ausgeschlossen, 
und  folglich  muss  k  ungerade  =2k  -\-  1,  und 


^'  = 


1/, 


sein.  Die  rechte  Seite  wird  hier  nicht  alternirend;  denn  sonst  wäre 
ja  V?'  noch  durch  ^D  theilbar;  sie  ist  also  einwerthig.  Wenn  dem- 
nach 8^  eine  beliebige  ganze,  symmetrische  Function  von  Z\y  2%,  -  -  •  Zn 
bezeichnet,  dann  können  wir  allgemein 

(4)  ^(^i,...^«)  =  Si.yij 

setzen,  da  (V^)**  ja  selbst  symmetrisch  ist.  Der  Ausdruck  (4) 
giebt  jede  ganze,  alternirende  Function  der  Elemente  Zi, 
Z2y  '  '  •  Zn* 

§  520«  Aus  §  121,  Bd.  I  kann  man  entnehmen,  dass  YD  und 
damit  jede  alternirende  Function  unter  dem  Einflüsse  jeder  Trans- 
position ihr  Zeichen  ändert;  denn  was  dort  von  z^  und  z^  gesagt  war, 
gilt  für  jedes  Za  und  jedes  z^.  Dieser  Umstand  zeigt  uns,  dass  die 
Anwendung  einer  geraden  Anzahl  von  Transpositionen  nach 
einander  den  Werth  von  V  nicht  ändert,  während  bei  der 
Anwendung  einer  ungeraden  Anzahl  das  Vorzeichen  von  ^ 
in  das  entgegengesetzte  übergeht.  Hieraus  kann  man  weiter 
entnehmen,  dass,  wenn  eine  Substitution  auf  verschiedene 
Arten  in  Transpositionsfolgen  zerlegt  wird,  die  Anzahl  der 
Transpositionen  stets  eine  gerade  oder  stets   eine  ungerade 

ist,  je  nachdem  nämlich  die  Substitution  das  Zeichen  von  |/D  unge- 
ändert  lässt  oder  nicht.  Demnach  kann  man  widerspruchsfrei  gerade 
oder  ungerade  Substitutionen  als  solche  definiren,  welche  in  eine 
gerade  oder  in  eine  ungerade  Anzahl  von  Transpositionen  zerlegbar 
sind.  Die  Einheitssubstitution  gehört  zu  den  geraden  Sub- 
stitutionen; denn  sie  lässt  ^  ungeändert.  Dasselbe  erkennt  man  aus 
dem  Beispiele  des  vorigen  Paragraphen. 

Sind  unter  den  n\  überhaupt  vorhandenen  Substitutionen  der  n 
Elemente  Za, 

9i}  9i7  '  ' '  9f*^     ^^®  geraden  Substitutionen 

^1 ;  ^2  ?  •  •  •  ^*»'       77    ungeraden  „ 


Alternirende  u.  cjklische  Functionen.  Anwendung  auf  Abersche  Gleichungen.    261 

und  bedeutet  t  eine  beliebige  Transposition^  so  sind  alle  g^t  yon  ein- 
ander yerschiedene  ungerade  Substitutionen^  und  daher  ist  v^(i. 
Ebenso  sind  alle  Uat  von  einander  verschiedene  gerade  Substitutionen, 

und  daher  ist  (i^v.  Folglich  ist  fi  =  v  =  Y**'-  ^^  giebt  ebenso 
viele  gerade  wie  ungerade  Substitutionen,  nämlich  von 
jeder  Art  y^'*  ^^  9<*  ^^^  9fi  ^^  Function  nicht  ändern,  so  thut 
es  auch  g^  *  g^  nicht,  d.  h.  dieses  Product  gehört  wieder  unter  die  g. 
Nach  §  518,  Schluss  besteht  daher  die  Gruppeneigenschaft  auch  für 
die  g'y  demnach  können  wir  sagen:   Alle   geraden  Substitutionen 

bilden  eine  Gruppe  der  Ordnung  y^m  ^^^  werden  sie  als 
alternirende  Gruppe  bezeichnen. 

§  521.  Es  sei  nun  %  irgend  eine  ganze,  zweiwerthige  Function 
der  Variablen  jet,  d.  h.  eine  solche,  die  unter  dem  Einflüsse  aller  nl 
Substitutionen  ihrer  Elemente  z  zwei  und  nur  zwei  ihrer  Form  nach 
verschiedene  Werthe  annimmt;  x^  und  %%  seien  diese  beiden  Werthe. 

Aendert  eine  Substitution  s  den  Werth  x^  nicht,  dann  kann  sie 
auch  Xi  nicht  in  Xi  umändern,  weil  sonst  s~^  gleichzeitig  Xi  änderte 
und  doch  nicht  änderte.  Ebenso  wird  eine  Substitution,  welche  Xi  iu 
Xi  umwandelt,  umgekehrt  X2  ^^  Xi  überföhren.  Deshalb  ist  (xi  —  %a) 
gleichfalls  eine  zweiwerthige  Function  und  zwar  eine  alternirende,  da 
ihr  zweiter  Werth  -(xi  —  Xi)  wird.  Femer  ist  (xi  "I"  Xi)  ®^®  symme- 
trische Function.     Wir  können  demnach 

Zi+Z2=2So     ,       Zi-X,  =  25,1/5; 

setzen  und  erkennen:  Jede  zweiwerthige,  ganze  Function  ist 
von  der  Form 

in  welcher  Sq,  S^  beliebige  ganze,  symmetrische  Functionen 
bedeuten.    Also  ist  x  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung 

X  bleibt  bei  allen  geraden  Substitutionen  und  nur  bei 
diesen  ungeändert.  Jede  zweiwerthige  Function  ist  durch 
jede  andere  als  ganze,  lineare  Function  darstellbar,  deren 
Coefficienten  gebrochene,  symmetrische  Functionen  sind. 
Wir  rechnen  alle  zweiwerthigen  Functionen  zu  einer  Gat- 
tung, der  „alternirenden  Gattung^'. 
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§  523*  Bevor  wir  zur  Behandlung  anderer  Functionengattungen 
übergehen,  wird  es  gut  sein,  statt  der  schwerfäUigen  Schreibweise  für 
Substitutionen,  die  wir  durch  (1)  in  §  518  eingeführt  haben,  eine  ex- 
peditere  zu  erläutern  und  zu  benutzen.  Wenn  durch  (1)  das  Element 
Za  in  Zbj  dieses  in  Zcy  dieses  in  Zd,  - '  übergeführt  wird,  so  muss 
man  einmal  auf  ein  Element  Zg  stossen,  welches  wieder  in  Za  über- 
geht. Denjenigen  Theil  der  Substitution,  welcher  die  angegebenen 
Umwandlungen  umfasst,  schreiben  wir  (ZaZt,Ze"'  Zg)  und  nennen  dies 
einen  Gyklus;  denkt  man  sich  die  Elemente  desselben  in  gleichen 
Abstanden  auf  einem  Kreise  angeordnet,  so  kann  man  die  Wirkung 
eines   Gyklus   als   Drehung   des   Kreises   um   sein   Gentrum   auffassen. 

2% 

Hat  der  Gyklus  m  Elemente,  so  ist  die  Grösse  der  Drehung  — 
Wir  nennen  diese  Anzahl  m  die  Ordnung  des  Gyklus.    Offenbar  ist 

(ZaZtZc  '  '  '  Zg)  ^==  {ZhZc  '  •  •  ZgZc^  =  {Zc  '  '  '  ZgZaZb)  =  •  •  •  , 

Die  Transpositionen  sind  Gyklen  zweiter  Ordnung. 

Giebt  es  in  der  Substitution  noch  andere  Elemente  ausser  den  in 
dem  hergestellten  Gyklus  vorkommenden,  so  geben  diese  Veranlassung 
zu  einem  weiteren  Gyklus  u.  s.  f.,  und  so  lässt  sich  (1)  in  eine  Anzahl 
von  Gyklen  zerlegen,  von  denen  keiner  mit  einem  anderen  ein  Element 
gemeinsam  hat.  Wenn  in  (1)  ein  ia  =  cc  ist,  so  erscheint  in  der 
cyklischen  Darstellung  ein  Gyklus  der  Ordnung  1;  falls  anderweitig 
feststeht,  welche  Elemente  der  Substitution  unterworfen  sind,  kann 
man  alle  solche  Gyklen  von  der  Ordnung  1  unterdrücken.  Jede  Sub- 
stitution, die  abgesehen  von  Gyklen  der  Ordnung  1  nur  aus  einem 
einzigen  Gyklus  besteht,  heisst  eine  cyklische  Substitution. 

Wir  wollen  diese  neue  Schreibweise  beim  Beweise  einiger  Eigen- 
schafben der  altemirenden  Gruppe  verwenden  (§  519).  Einen  Gyklus 
Ä*®'  Ordnung  kann  man  in  (k  —  1)  Transpositionen  zerlegen 

(ziZ2  •  •'Zk)  =  (^1  ^j)  (^1  ^s^s)  •  •  •  (^1^*); 

daher  gehört  eine,  aus  einem  einzigen  Gykel  bestehende  Substitution 
der  altemirenden  Gruppe  an  oder  nicht,  je  nachdem  die  Ordnung  des 
Gykels  ungerade  oder  gerade  ist.  Dies  ergiebt:  Eine  Substitution 
gehört  der  altemirenden  Gruppe  an  oder  nicht,  je  nachdem 
sie  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl  von  Gyklen 
gerader  Ordnung  enthält. 

Der  oben  (§  519)  abgeleitete  Satz,  dass  jede  Function,  die  bei 
allen  Transpositionen  ungeändert  bleibt,  eine  symmetrische  Function 
sei,  kann  auch  so  ausgesprochen  werden:  Jede  Gruppe,  welche 
alle  Transpositionen  enthält,   ist   die  symmetrische  Gruppe. 
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Ja,  es  reicht  dafür  schon  aus,  dass  die  Gruppe  die  (w  —  1)  Trans- 
positionen 

(^1^2);    (^l^s);    (^1^4),   •••    (^1^») 

enthält,  da  jedes 

{sSh  ^k)  =  (^1  ^a)  0^1  Bk)  {Zi  Zh) 

ist 

Als  Analogon  hierzu  stellen  wir  das  Theorem  auf:  Jede  Gruppe, 
welche  alle  cyklischen  Substitutionen  dritter  Ordnung  ent- 
hält, ist  entweder  alternirend  oder  symmetrisch.  Denn  jede 
Substitution  der  altemirenden  Gruppe  kann  in  eine  gerade  Anzahl  von 
Transpositionen  zerlegt  werden;  fasst  man  die  beiden  ersten  dieser 
Transpositionen  zusammen,  dann  die  beiden  folgenden  u.  s.  f.,  so  erhält 
man  Paare  von  einer  der  drei  Bildungsgestalten 

{Za  Zb)  (Za  Zb)  ,      (Za  Zt)  (Za  Zc)  ,       (Za  Zb)  (Zc  Zd) . 

Die  erste  Form  ist  der  Einheit  äquivalent  und  kann  daher  unterdrückt 
werden;  die  zweite  ist  einem  Cykel  dritter  Ordnung  (ZaZbZc)  äquivalent; 
die  dritte  ist  gleich  (ZaZb)(ZaZo)  -  {ZcZa){ZcZ^  und  also  zwei  Cyklen 
dritter  Ordnung  äquivalent.  Denmach  ist  die  Substitution  durch 
Cyklen  dritter  Ordnung  darstellbar.  Damit  ist  der  Beweis  des  auf- 
gestellten Satzes  geliefert. 

Ebenso  kann  man  zeigen:  Jede  Gruppe,  welche  alle  cyk- 
lischen Substitutionen  fünfter  Ordnung  enthält,  ist  alter- 
nirend oder  symmetrisch.   Es  folgt  dies  einfach  aus  der  Darstellung 

Offenbar  kann  man  in  der  Reihe  dieser  Sätze  weiter  gehen.  — 

Femer  zeigt  sich:  Jede  Gruppe,  welche  alle  cyklischen 
Substitutionen  vierter  Ordnung  oder  alle  diejenigen  sechs- 
ter Ordnung  u.  s.  w.  enthält,  ist  symmetrisch.  Denn  man  hat 
der  Reihe  nach 

(^1^2)  =  (^1^2^8^4)(^1^8^2^J(^1^3^4^2) 

=  (Zj^  Z^  Zq  z^  z^  z^)  {z^  Z^  Z^  Z^  ^5  z^  (z^  Z^  Z^  Zq  z^  z^ 


und    daher    enthält    diese    Gruppe    auch    sämmtliche    Transpositionen 
in  sich.  — 

Endlich  erwähnen  wir  noch,  dass  die  Potenzbildung  sich  bei 
Cyklen  rechnerisch  ausserordentlich  einfach  vollzieht.  So  ist  für 
s  =  (z^  j?2  ^s  ^4  ^^5  ^e)  sofort  zu  sehen,  dass  man  hat 

s^={ZiZ^z^)(z^z^z^),    s^  =  (z,z^(z^z^){z^z^),       ^^^^ 
^  =  {z^z^z^{z^z^z^,    s^  =  {z^z^z^z^z^z^, 
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§  523.  Wir  gehen  jetzt  zu  einer  anderen  ftlr  uns  wichtigen 
Art  von  Functionen  über,  zu  den  cyklischen.  Wir  denken  uns  die 
Variablen  in  eine  beliebige  aber  feste  Reihenfolge  gebracht,  etwa  in 
die  natürliche  0iy  0^,  -  --  tfn—i^  ^n^  und  fragen  nach  den  ganzen  Func- 
tionen der  jSay  welche  ungeändert  bleiben,  wenn  man  auf  sie  die 
cyklische  Substitution 

(6)  S  =  (s!iei"  -^n-l^n) 

anwendet.  Natürlich  bleibt  eine  solche  Function  auch  für  die  Potenzen 
Yon  Sy  nämlich  für  sämmtliche 

(6»)  s*  =  (ziJSk-^i  •  •  •  0a^a-\-k  •  •  •)         (Ä:=  1,  2, ••  •  m) 

ung^mdert,  die  nicht  alle  cyklisch  zu  sein  brauchen. 

Bei  der  getroffenen  Anordnung  der  z  lasst  sich  eine  noch  ein- 
fachere Bezeichnung  von  s  an  die  Stelle  von  (6)  und  (6')  setzen, 
indem  man 

(&>)  S=\Za      ^a+l|,       S*=|^a      ^a+it  |  (a=l,2,--.w) 

schreibt.     Hierbei    müssen    alle    Indices,    welche    grösser   als   n   sind, 

durch   ihre   kleinsten,   positiven   Reste   modulo  n   ersetzt   werden.    — 

Die    Potenz   ^   ist    dann    und    nur    dann    gleichfalls    cyklisch,    wenn 

die  Reihe 

0,  ky  2h y  •  •  •  (n  —  1)A;    (mod.  n) 

alle  Indices  1,  2,  ■  •  •  (w  —  1),  w  umfasst,  d.  h.  wenn  Ä  zu  w  theiler- 
fremd  ist.  —  Den  Indices  1,  2,  •  •  •  n  der  Variablen  z  kann  man  n! 
verschiedene  Anordnungen  ertheilen.  Ist  t'i,  i^y  •  •  •  in  eine  derselben, 
so  liefert  (^ii^»2  " '  ^O  "^  |^«a  ^'o+i  1  ®^^®  cyklische  Substitution;  es 
giebt  also  für  n  Elemente  n!  cyklische  Substitutionen.  Da  aber  bei 
einer  jeden  das  Anfangsglied  beliebig  unter  ihren  Elementen  gewählt 
werden  kann,  so  haben  je  n  denselben  Effect,  und  es  giebt  nur  (n  —  1) ! 
von  einander  verschiedene.  Für  4  Elemente  also  bestehen  z.  B.  die 
folgenden  6  cyklischen  Substitutionen: 

(^1^2^3^4)j        (^1^2^4^8J7        (^l^S^S^J? 
(^1^8^4^a),        (^1^4  ^2^8);        (^1^4^8^2)- 

Die  n  Potenzen  s*  (6*)  bilden  eine  Gruppe  der  Ordnung  n;  sie 
heisst  die  cyklische  Gruppe  oder  genauer:  die  zu  der  getroffenen 
Elementenanordnung  gehörige  cyklische  Gruppe.  Eine  ganze  Function, 
welche  ihre  Form  unter  dem  Einflüsse  der  Substitutionen  der  cyklischen 
Gruppe  nicht  ändert,  heisst  eine  für  diese  Elementenanordnung  cyk- 
lische   Function.      Es   ist    leicht,    derartige   Functionen    zu   bilden. 
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Bedeuten  a  und  ß  von  einander  verscliiedene  positive  Zahlen^  so  wird 

eine  solche  z.  B. 

(7)  ^  =  ,-4  +  ,«^+...  +  ^»/  +  ^«^ 

Dass  (7)  durch  s  und  seine  Potenzen  nicht  geändert  wird, 
ist  augenscheinlich,  umgekehrt  ist  jede  Substitution  6y  welche  die 
Form  Ton  (7)  nicht  ändert,  eine  Potenz  von  s.     Denn  fuhrt  sie  z^  in 

Zj^.^  und  z^  in  z^  über,  so  wird  z\s^^  in  z^.^^^  umgewandelt.  Da 
hierbei  die  Form  von  (p  gewahrt  bleiben  soll,  so  muss  dieses  umge- 
wandelte Glied  mit  ^^  11^12  übereinstimmen,  d.  h.  z^  geht  durch  0 
in  Zk^2  über;  daraus  folgt  ebenso,  dass  z^  in  jefjt+s  verwandelt  wird, 
u.  s.  f.;  die  Substitution  6  ist  demnach  mit  s^  ^=\Za  Za-J^k\  identisch.  — 
Eine  andere  Art  von  Functionen,  welche  gleichfalls  unseren  For- 
derungen entspricht,  wird  für  jede  von  +  1  verschiedene  Gonstante  c 
die  Function  werden 

(8)  ^  =  (;^^  +  CZ^  {Z^  +  CZ^)  •  •  •  {Zn-.i  +  CZn)  (Zn  +  ^^0- 

Auch  diese  bleibt  für  s  und  seine  Potenzen  ungeändert.  Bleibt  umge- 
kehrt ^  für  eine  Substitution  6  ungeändert,  so  braucht  zwar  nicht 
jeder  Factor  der  ursprünglichen  Form  wieder  in  einen  solchen  um- 
gewandelt zu  werden,  aber  dies  muss  wenigstens  bis  auf  einen  con- 
stanten  Factor  geschehen,  und  das  Product  aller  constanten  Factoren 
bei  sammtlichen  Klammem  muss  gleich  1  werden.  Verwandelt  nun  6 
das  Element  Zx  in  Zk^^i  und  z%  in  Ziy  so  geht  {Zi-^cz^  in  {Zk+i-\-cZi) 
über.  Dies  wird  also  entweder  gleich  {zi^\  +  cZk-\-%)  oder  gleich 
{Zk+i  •\-  czk),  abgesehen  von  constanten  Factoren,  sein  müssen.  Der 
erste  Fall  fährt,  gerade  wie  oben  bei  (7),  sofort  darauf,  dass  6  eine 
Potenz  von  s  ist.    Der  zweite  fordert,  dass  z^  in  Zk  übergeht,  und  dass 

c  (zk'\ ^*4-i)  bis  auf  den  Factor  c  mit  (zjt  +  czk-^i)  identisch  wird. 

Hierzu  müsste  c==  +  1  sein,  was  oben  ausgeschlossen  wurde.  Folg- 
lich kann  die  zweite  Annahme  sich  nicht  verwirklichen.  — 

Eine  dritte  Art  hierher  gehöriger  Functionen  wird  durch  die 
Lagrange'sche  Resolvente  geliefert.    In  der  That  bleibt  der  Ausdruck 

(9)  W  =  (Zi  +  (OZ2  +  (O^Zi  H \-  (0'''-'^Zny, 

in  dem  (o  eine  primitive  n^  Einheitswurzel  bedeutet,  für  s  und  seine 
Potenzen  ungeändert;  und  wenn  umgekehrt  6  eine  Substitution  be- 
zeichnet, welche  W  nicht  ändert,  so  kann  sie  die  Klammergrösse  c5 
selbst  höchstens  mit  einer  n^^  Einheitswurzel  cq^  multipliciren,  wenn 
sie  überhaupt  eine  Aenderung  hervorruft.  Setzen  wir  also,  um  diese 
Möglichkeit  zu  untersuchen, 
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so  müsste  die  Gleichung 

=  co^Zi  +  oj^+^jstj  +  (o^'^^Zt  +  *  •  •  +  ca^'~^Zn 

gelten.  Da  alle  Potenzen  von  o  links  wie  rechts  jedesmal  unterein- 
ander verschieden  sind,  so  folgt  hieraus  Zf^^=^  Zn+i^xy  Zi^  =  Zn^%-xr"j 
und  es  ist  tf  =  s"""^. 

§  524.  Wir  können  den  Begriff  der  cyklischen  Substitutionen 
und  der  cyklischen  Gruppen  auf  folgende  Art  erweitern'*').  Es  mögen 
^  =  m  •  Wi  •  •  •  ny  Grössen 

(10)  ^Ä„Ä„.../i^         (Äa  =  l,2,3,...«a;  a=l,2,"v) 

gegeben  sein.  Dann  heisst  eine  Substitution  s  in  weiterem  Sinne 
cyklisch,  wenn  sie  hinsichtlich  jedes  der  v  Indices  ha  cyklisch 
im  oben  festgesetzten  Sinne  ist.  Der  Bezeichnung  (6^)  entsprechend 
können  wir  hier  eine  Erweiterung  einführen,  indem  wir  unter 

diejenige  Substitution  verstehen,  welche  den  ersten  Index  jedes  z  um 
die  Grösse  a^,  den  zweiten  Index  eines  jeden  z  um  o^,  u.  s.  w.  ver- 
mehrt; dabei  ist  jedesmal,  wenn  der  erste  Index  n^  übertreffen  würde, 
sein  kleinster  positiver  Rest  mod.  n^  zu  setzen,  und  ähnlich  bei  den 
weiteren  Indices^.  Man  erkennt  sofort,  dass  5«^, «,,...  sich  aus  den 
V  Substitutionen,  bei  denen  nur  ein  Index  um  1  vermehrt  wird, 

zusammensetzen  lässt.  Denn  es  wird  ja,  indem  man  die  Potenzen  und 
Potenzproducte  bildet 

(lo) 

Sl*S?'=  |^Ai,A„A„..Äy      ^Ai-fof»,A,  +  flr,,A„.  .Äy|;      U.  8.  f. 

Man  bemerkt  femer  leicht,  dass  es  eine  und  auch  nur  eine  unter 
den  Substitutionen  (11)   giebt,   welche   ein   beliebiges   ^jt^,*,,.  .  in   ein 

beliebiges   z^  ,    .    umwandelt,   nämlich   5^""  ^s^""^  •  •  •.     Insbesondere 

giebt  es  also  nur  eine  Substitution,  nämlich  die  Einheit,  welche  ein 


*)  Vgl.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1877;  Nachtrag  zum  Decemberheft,  S.  846 ff. 
**)  Cauchy  nennt  (Exercices  m,  p.  232)  die  Substituüon  (11)  eine  „arith- 
metische" Substitution. 
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beliebiges  Element  nicht  ändert;  d.  h«  ausser  der  Einheit  setzt  jede 
Substitution  (11)  alle  Elemente  ss  um. 

Lässt  man  negative  Indices  zu^  so  folgt  die  Relation 

Wir  können  daher  den  zweiten  Factor  mit  s~^         bezeichnen. 

Das  Product  zweier  Substitutionen  (11)  besitzt  wieder  die 
Form  (11);  es  gilt  das  commutatiye  und  das  associative  Gesetz. 
Alle  Substitutionen  (11)  bilden  eine  Abersche  Gruppe  von 
der  Ordnung  J/'=  ni  •  w«  •  •  •  n,.  Dies  ist  die  erweiterte  cyk- 
lische  Gruppe. 

Eine  rationale  Function  der  N  Grössen  z  soll  eine  cyklische 
Function  in  weiterem  Sinne  heissen^  wenn  sie  unter  der  Ein- 
wirkung aller  Substitutionen  (11)  ungeandert  bleibt,  sich  dagegen  bei 
jeder  anderen  Substitution  ändert.  ErfüUt  eine  rationale  Function  die 
erste  Bedingung,  bleibt  sie  aber  noch  bei  anderen  Substitutionen  ausser 
(11)  ungeandert,  dann  sagen  wir,  sie  steht  unter  den  cyklischen 
Functionen. 

Theoretisch  am  einfachsten  stellen  wir  cyklische  Functionen  in 
weiterem  Sinne  auf  folgende  Art  her.     Wir  bilden  ein  Glied 

^=II'7u''       (Ä.  =  l,2,...n„;  a=l,2,...t;), 

(Ä)  '  " 

in  welchem  die  a  beliebige  ganze,  positive,  von  einander  verschiedene 
Zahlen  bedeuten,  wenden  auf  Z^  alle  Substitutionen  (11)  an  derart, 
dass  bei  festen  Exponenten  die  unteren  Indices  vertauscht  werden, 
und  erhalten  dadurch  die  Glieder  Z^,  Z^,  Z,,  •  •  •  Zjf.  Dann  liefert 
die  Summe 

9>  =  Zj  -|-  ^2  +  •  •  •  +  Zjfc  +  ■  •  •  +  -^i^ 

eine  Function  von  den  verlangten  Eigenschaften. 

Dass  €p  fOr  alle  Substitutionen  (11)  ihre  Form  beibehält,  folgt 
aus  ihrer  Herstellungsweise. 

Nun  möge  umgekehrt  eine  Substitution  6  von  noch  unbekannter 
Gestalt  die  Form  von  q>  nicht  ändern;  durch  sie  möge  Zn...  in  Zk^^i^j^^i^... 
übergehen,  und  also  ^"".V  in  i^"Mi\  i  i  ...  Unter  den  Z  kommt  nur 
ein  einziges  Glied  vor,  welches  ^J'M.i \  i  ^       enthält,  etwa  Zj^.     Dann 

ist  es  nothwendig,  dass  6  das  Glied  Z^  in  Zk  verwandelt.  Durch 
diesen  Uebergang  ist  aber  jedes  Za  in  ein  bestimmtes  z^  übergeführt, 
d.  h.  tf  setzt  alle  Za  in  dieselben  Zß  um,  wie  jene  Substitution  (11) 
die  Z^  in  Zk  transformirte;  d.  h.  <s  ist  mit  dieser  Substitution  aus 
(11)  identisch. 
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Einfachere  Functionen  als  jenes  9  kann  man  auf  mancherlei  Weise 
erhalten,  z.  B.  wenn  man  das  eben  benutzte  Z^  durch 

ersetzt;  doch  gestaltet  sich  der  Beweis  hier  etwas  umständlicher,  so 
dass  wir  auf  diese  Dinge  nicht  eingehen  wollen. 

Nur  die  hierher  gehörige  Verallgemeinerung  der  Lagrange'schen 
Resolvente  wollen  wir  noch  besprechen  (vgl.  §  321,  Bd.  I). 

Wir  verstehen  unter  (d^,  coj,  •  •  •  primitive  n^*®,  w^*®,  •  •  •  Einheits- 
wurzeln und  bilden  mit  diesen  die  Function 

(14)  sj"- =r2'«'^'«'r'-"\.*....T"'    (Ä«=i,2,-«.); 

L  (A)  J 

dann  folgt  zunächst,  dass  (14)  für  jedes  s  aus  (11)  ungeändert  bleibt. 
Denn  wenn  man  ein  ^^  aus  (12)  anwendet,  dann  kann  man  die  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  wiederholen.   Die  Verwendung  von  s^  liefert  z.  B. 

SO  dass  (14)  wegen  der  Bedeutung  von  o^  ungeändert  bleibt. 

Wenn  umgekehrt  eine  Substitution  6  von  noch  unbekannter 
Oestalt  (14)  nicht  ändert,  dann  kann  sie  dS  selbst  nur  mit  einer 
(wi  •  n^,  •  •  •)*•"  Einheits Wurzel  multipliciren,  etwa  mit  a}~^>a3~*'*  •  •  •; 
in  diesem  Falle  muss  die  Klammergrösse  aus  (14)  in  die  Summe 

Übergehen,  d.  h.  es  ist,  wie  behauptet  wurde,  die  vermittelnde  Sub- 
stitution nämlich 

eine  der  verallgemeinerten  cyklischen  Substitutionen  (11).  — 

Einleuchtend  ist  es  auch,  wovon  wir  bald  Gebrauch  machen 
werden,  dass  die  Function 

(14-)        ^»..^, ...  =2''»l''*""''  <""'"'  •  •  •  ^A.    •  e»-  =  1»  2, ; . .  ».) 

(Ä) 

unter  dem  Einflüsse  jedes  (11)  nur  eine  Einheitswurzel  als  Factor 
erhält,  was  \y  k^y  •  •  •  auch  immer  für  ganze  Zahlen  bedeuten 
mögen.  Dieser  Factor  ist  bei  der  Verwendung  von  5f»55»«--  gleich 
(i>{"*'»cDf"^>  •  •  •  und  also  von  \,k^,'  -  ^  unabhängig. 
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Wir  haben  gesehen,  dass  die  Anzahl  der  Substitutionen  (11) 
gleich  N=^  fi'i'  n^-  • '  n^  ist,  also  gleich  der  Anzahl  der  Elemente  0 
selbst.  Nach  §  508,  £)  schliesst  man  daraus,  worauf  wir  in  der 
nächsten  Vorlesung  noch  ausführlich  eingehen  werden,  dass  jede 
Function  9,  welche  cjklisch  in  weiterem  Sinne  ist,  aber  nicht  unter 
den  cyklischen  Functionen  steht,  welche  also  für  alle  (11)  und  nur  für 
diese  Substitutionen  ungeandert  bleibt,  unter  dem  Einflüsse  sammt- 
licher  ^!  Substitutionen  der  JV  Elemente  genau  M=(N — 1)!  Werthe 
717  7s;  '*  *  besitzt.    Diese  sind  Wurzeln  einer  Gleichung 

(15)  ^^"^^  =  '^  ~  ^'"^"^  +  ^9^-' ±^M 

=  (9   —  7l)(9   —  72)---   =  0; 

deren  CoefGicienten  symmetrische  Functionen  der  sämmÜichen  Ele- 
mente z  werden. 

Jede  Function  %  der  N  Grössen  0^  welche  in  der  gegebenen  An- 
ordnung erweitert -cyklisch  ist,  oder  auch  unter  den  cyklischen  Func- 
tionen der  Form  (11)  steht,  ist  nun  rational  durch  9,  d.  h.  durch  jede 
beliebige  zu  (11)  gehörige  cyklische  Function  darstellbar,  sobald  man 
die  symmetrischen  Functionen  der  sämmtlichen  Elemente  0  dem  Batio- 
nalitatsbereiche  zugeordnet  denkt.  Dies  folgt  genau  durch  dieselben 
Schlüsse,  wie  sie  z.  B.  in  §  490  verwendet  sind,  nämlich  durch  die 
Betrachtung  des  Productes 

in  welchem  tp  eine  Variable  bedeutet.  Da  wir  auch  diesen  Satz  all- 
gemein in  einer  der  nächsten  Vorlesungen  besprechen,  so  reicht  es  für 
jetzt  aus,  die  folgenden  Punkte  hervorzuheben.  Die  Klammer  auf  der 
linken  Seite  ist,  ebenso  wie  der  Factor  G{g>)y  eine  symmetrische  Function 
sämmtlicher  0]  die  gesammte  linke  Seite  wird  eine  ganze  Function, 
wenn  %  eine  solche  ist;  die  Werthe  9i,  g>2,  •  •  •  sind  alle  untereinander 
verschieden,  während  die  %  zum  Theil  einander  gleich  werden  können. 
Setzt  man  also  (p  =  <Pij  so  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung 

_  g(yi) 

§  625.  Versteht  man  unter  /"j,  f^'y  •  •  •  f^^\  •  •  •  eine  Reihe  von 
N  =  fij^'  n^'  • '  fiy  rationalen  Functionen  der  N  Variablen  jer,  ordnet  sie 
in  einer  Zeile  an  und  wendet  nun  auf  diese  Functionenreihe  alle  N 
Substitutionen  s  von  (11)  an,  so  entstehen  N  Zeilen 

/•;,  A",  •  •  •  fi'^  •■■, 
(16)  /,',  /;",  •  •  •  /,<-',  •  •  • , 
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und  das  so  erhaltene  Schema  hat  die  Eigenthümlichkeit,  dass  bei  der 
Verwendung  jedes  unserer  s  aus  (11)  nur  die  Zeilen  von  (16)  in  ein- 
ander übergehen.  Die  Art  dieses  Ueberganges  hängt  dabei  lediglich 
von  den  s^  nicht  aber  von  den  Functionen  f  ab.  Macht  man  nun  aus 
der  Matrix  (16)  unter  Beibehaltung  der  Anordnung  der  Elemente 
eine  Determinante 

SO  wird  diese  unter  dem  Einflüsse  unserer  erweiterten  cyklischen 
Substitutionen  Safi...  von  (11)  entweder  ungeandert  bleiben  oder  ledig- 
lich ihr  Vorzeichen  ändern.  Ist  also  z/^  eine  aus  einem  anderen 
Functionensysteme  ähnlich  gebildete  Determinante^  dann  bleibt  sowohl 
^  •  2^1  wie  ^ :  z/i  für  die  erweiterte  cyklische  Gruppe  ungeandert, 
da  ja  wegen  der  Anordnung  der  Zeilen  beide  Determinanten  entweder 
gleichzeitig  sich  ändern  oder  gleichzeitig  unverändert  bleiben.  Infolge 
des  allgemeinen  Theorems  aus  dem  vorigen  Paragraphen  werden  daher 
z/  •  jd^  und  z/  :  z^i  rational  durch  irgend  welche  cyklische  Function 
darstellbar  sein. 

§  526.  Nun  möge  f^  eine  beliebige  rationale  Function  der  N 
Grössen  z  bedeuten.  Wir  wollen  versuchen,  sie  andererseits  auch  als 
eine  lineare  Function  der  ^*,*,..  darzusteUen,  deren  Coefficienten  dann 
natürlich  nicht  constant  sein  können,  die  wir  aber,  wenn  das  möglich 
ist,  so  bestimmen  woUen,  dass  sie  cyklisch  sind  oder  unter  den  cyk- 
lischen Functionen  stehen.  Wir  fordern  also  Coefficienten  J.,  durch 
welche  die  Gleichung  befriedigt  wird: 

derart  dass  sich  hierbei  die  ^,ä,,  nicht  fttr  die  cyklischen  Substitu- 
tionen (11)  ändern.  Wendet  man  die  (11)  nun  sämmtlich  auf  (17) 
an,  so  entstehen  daraus  N  in  ebenso  vielen  Ä  lineare  Gleichungen, 
durch  deren  Auflösung  die  Bestimmung  dieser  unbekannten  Coeffi- 
cienten geliefert  wird.  Ein  jeder  wird  dabei  die  Form  eines  Quo- 
tienten ^ :  ^^  annehmen,  wie  wir  ihn  im  vorigen  Paragraphen  be- 
handelt haben  und  also  thatsächlich  cyklisch  werden  oder  unter  den 
cyklischen  Functionen  stehen.  Es  handelt  sich  nur  noch  darum  fest- 
zustellen, dass  die  Determinante,  welche  in  den  Nenner  tritt,  nämlich 


bei  allgemeinen  a  von  Null  verschieden  ist.  Dies  beweisen  wir  so: 
Wir  betrachten  die  vier  Schnittelemente  der  ersten  und  der  a**°  Spalte 
mit  der  ersten  und  der  ß^^  Zeile,  nämlich 
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Jede  der  Zeilen  von  ^^  muUipliciren  wir  mit  dem  folgenden  Factor^ 
in  welchem  t^y  t^p  t^,  -  •  -  feste  Zahlen  sein  sollen^ 

Oj  fi>j  ©3  •  •  • , 

dessen   k^^,  Jc^^  ■  -  -   dem  Anfangsgliede   der   Zeile   entsprechen;   ebenso 
multipUciren  wir  jede  der  Spalten  von  ^,  mit  einem  Factor 

öj  ©2  ©3  •  •  • , 


dessen  h^,  h^,  -  • '  dem  Anfangsgliede  der  Spalte  entsprechen.    Dadurch 
wird  das  Schnittglied  der  Spalte  und  der  Zeile  mit  dem  Factor 


®1  ®2 


multiplicirt;  das  entspricht  aber  genau  dem  Gliede  selbst.    Es  ist  somit 


®1  ^i  ^Ai-f*i,Ä.H-*i, 


wobei  £1  eine  JV^  Einheitswurzel  bedeutet^  und  jedes  ta  =  1,2,-  -  -na 
genommen  werden  kann.  Addirt  man  hier  die  Elemente  der  zweiten^ 
dritten^  •  •  -  Spalte  zu  den  entsprechenden  der  ersten,  so  enthält  diese 
nur  gleiche  Elemente ,  nämlich  ^t^^t,,  (vgl-  14*)-  Es  tritt  also 
©"*!,<,,•.  als  Factor  von  z/^  heraus;  femer  erhält  man,  da  Tj,  Tj,  •  • 
an  Werthecombinationen  N^  aufweisen,  und  da  jedes  solche  'Sf  heraus- 
gezogen werden  kann, 

^^  =  COnstJ^SJ^ri,  r,,..  (ta  =  1,  2,  •  •  •  Ha). 

(*) 

Dass  die  Constante  nicht  verschwindet,  folgt,  sobald  man  eins  der  js 
gleich  1  und  die  übrigen  gleich  0  setzt.  Die  us  sind  lineare  Func- 
tionen, welche  bei  allgemeinen  0  nicht  verschwinden.  Der  auftretende 
Nenner  ist  demnach  von  Null  verschieden,  und  wir  können  sagen*): 
Jede  rationale  Function  der  Grössen  ^a,,a«,  a,  lässt  sich  als 
lineare  homogene  Function  derselben  Grössen  so  darstellen, 
dass  ihre  Coefficienten  ungeändert  bleiben  für  die  cyk- 
lischen  Substitutionen 

§  537.    Die  erlangten  Resultate  können  wir  jetzt  dazu  verwenden, 
um  die  Abel 'sehen  Gleichungen  von  einer  neuen  Seite  her  zu  beleuchten. 


•)  Krone ck er,  Berl.  Ber.  1877;  Nachtr.  z.  Decemberheft,  p.  847. 
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Es  sei  e  eine  Variable;  femer  seien  -AT  =  w^  •  n^  •  •  •  n»  feste 
Grössen  ^Ai,a,,  •  a^  gegeben;  jedes  ha  ist  mod.  na  auf  seinen  kleinsten^ 
positiven  Best  zu  reduciren.     Wir  setzen  das  Product  an 

3W  =jfj[^  —  ^k.k.'-k]        (*a  =  1.  2,.-.  na). 

Die   GoefGicienten    dieser   Gleichung    sollen    dem   Rationalitatsbereiche 
angehören;  eine  genauere  Bestimmung  ftLr  sie  wird  bald  erfolgen. 
Femer  nehmen  wir  ein 


®«W  =  ^^Ai,      *«+i. 


SW 


derart  dass  die  Summation  über  alle  N  Gombinationen  der  Werthe 
der  h  sich  erstreckt.  Dadurch  wird  Sa{fi)  zu  einer  ganzen  Function 
von  Zy  welche  entweder  direct  cyklisch  ist,  oder  doch  unter  den  cyk- 
lischen  Functionen  steht.  Denn  vermehrt  man  in  dem  hingeschriebenen 
Term  irgend  einen  der  Indices  h  um  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so 
kommt  wieder  ein  Glied  der  hingeschriebenen  Summe  heraus. 

Die  Bedeutung  der  ©a(^)  für  die  Beziehung  der  Wurzeln  von 
^  BS  0  untereinander  zeigt  sich  leicht.  Vergleicht  man  die  obige 
Darstellung  mit  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel,  so  folgt^ 
was  auch  die  unmittelbare  Anschauung  zeigt^  sofort 

Femer  erhält  man  hieraus,  wenn  die  A-mal  iterirte  Function  B 
mit  ^^)  bezeichnet  wird^  die  Relationen 

®^a®^Uh     A.        A  )  =  ®V®^a     K     ,  h)' 

a        p     y  AjjA,,-  -Ay^  (S        a     y  Ai,A^,-Ayy 

Die  @  sind  nach  ihrer  ersten  oben  abgeleiteten  Eigenschaft  durch 
eine  beliebige  cyklische  Function  rational  darstellbar.  Betrachtet  man 
also  die  cyklischen  Functionen  der  Wurzeln  von  5(^)  =  0  als  bekannt^ 
d.  h.  setzt  man  fest,  dass  sie  im  Rationalitätsbereiche  vorkommen  sollen, 
80  fällt  g  =  0  unter  die  in  §  503  definirten  Gleichungen,  d.  h.  g(ir)  =  0 
ist  eine  Abersche  Gleichung.  Demgemäss  kann  man  die  Abel- 
schen  Gleichungen  auch  folgendermassen  definiren:  t$(^)==0  ist  eine 
Abersche  Gleichung,  wenn  ihre  Wurzeln  nach  v  Dimen- 
sionen so  angeordnet  werden  können,  dass  die  hiernach  als 
cyklisch  zu  charakterisirenden  Functionen  derselben  im  fest- 
gesetzten Rationalitätsbereiche  enthalten  sind*). 


*)  Vgl.  hier  und  für  das  Folgende:  Eronecker  1.  c. 


h^y 
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Von  der  früheren  Definition  können  wir  umgekehrt  zur  jetzigen 
kommen.  Bildet  man  nämlich  nach  §  609  zu  den  Elementen  ®(g) 
eine  Basis  @^y  0^,  *  -  -  @r  und  setzt  für  die  Exponenten  \y\y  -  -  -  hry 
welche  das  Element  S  charakterisiren^  die  Bezeichnung  an 

so  ist  eine  erweiterte  cyklische  Anordnung  der  Wurzeln  erreicht.  Hier- 
bei gelangt  man  auch  zu  der  kleinsten  Anzahl  r  der  einzuftihrendeu 
Indices;  r  heisse  der  Rang  der  Abel'schen  Gleichung  (vgl.  §  509 
und  §  513).  Cyklische  Gleichungen  im  engeren  Sinne  haben  den  Rang  1. 
§  528.  Jede  rationale  Function  von  Wurzeln  beliebig  vieler 
Abel'scher  Gleichungen  des  Rationalitatsbereiches  ist  Wurzel  einer 
Ab  ersehen  Gleichung  (vgl.  §  498).  Dies  folgt  unmittelbar  aus  der 
obigen  Definition^  wenn  man  die  festgelegte  rationale  Function  der 
Wurzeln  Abel'scher  Gleichungen  durch  die  Gesammtheit  der  verschie- 
denen Indices  charakterisirt^  welche  die  einzelnen  Wurzeln  der  Glei- 
chungen kennzeichnen,  d.  h.  wenn  man  etwa 

setzt,  wobei  die  S  die  Wurzeln  der  einen  Ab  einsehen  Gleichung  sind, 
die  ri  die  Wurzeln  einer  anderen  u.  s.  f.,  und  wobei  f  die  gegebene 
rationale  Function  der  Argumente  ist. 

Umgekehrt  kann  jede  Wurzel  einer  AbeFschen  Gleichung 
höheren  Ranges  als  rationale  Function  von  Wurzeln  cyk- 
lischer  Gleichungen  dargestellt  werden. 

Dies  wollen  wir  derart  beweisen,  dass  wir  zuerst 

^Ai,*.,-  -Ar  (*«  =  1?  2,  •  •  •  n«) 

als  rationale  Function  der  Summen 

(18)       ^^*„*.,*.,...,     2'^*„*.,*.,-,  •••        (i„  =  l,2,...n„) 

darstellen,  deren  GoefGcienten  cyklische  Functionen  der  N  Grossen  z 
sein  sollen.    Wir  bezeichnen  jene  Summe  mit 

und  betrachten  die  Producte 

Wendet  man  hierauf  die  Substitution 
an,  dann  ändert  sich  dabei  von  den  t,  nur  dasjenige,  dessen  Index  A;^ 

Netto,  Algebra.  II.  18 
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ist^  da  die  übrigen  Summen  sich  nur  cyklisch  in  sich  verschieben; 
dagegen  geht  ^^  in  &t  +i  über^  und  also  entspricht  der  Substitution 
(12)  zwischen  den  jsr  die  folgende  zwischen  den  | 

Wir  können  daher  die  an  (17)  geknüpften  Schlüsse  hier  bei  der 
Gleichung 

(19)   ^A„A„  ..;iy=^-B*»,*„  ••Sax+*», *.+*„•  •         (A-a  =  l,2,  •••»„) 

wiederholen  und  erkennen^  dass  die  B  cyklische  Functionen  der  s 
werden  oder  unter  den  cyklischen  Functionen  stehen;  sie  gehören  zu 
den  bekannten  Grössen.     Auch  hinsichtlich  der  Determinante 

gelten  die  früheren  Schlüsse^  indem  man  durch  passende  Combination 
solcher  Zeilen,  in  denen  z.  B.  \  allein  geändert  wird,  eine  Zerlegung 
von  jd  in  lineare  Factoren 

J  =  const.  ]7(^a,l''g<'"y="''         (e,^-  =  l) 

erreichen  kann;  die  Constante  verschwindet  dabei  nicht.  Es  ist  also 
für  unbestimmte  jgf  die  Determinante  von  Null  verschieden. 

Mit  der  Darstellung  (19)  von  ^äi.a,,. -Ay  durch  die  Grössen  (18)  ist 

aber  die  Behauptung  erwiesen.   Denn  es  sind  alle  Grössen  f J"^,  f^\  •  •  •  ^^^ 

Wurzeln  einer  cyklischen  Gleichung,  und  die  Coefficienten  dieser  Glei- 
chung sind  in  allen  Indices  symmetrische  Functionen  der  ^ii,*,,  i^  und 
gehören  also  zu  den  rational  bekannten  Grössen. 

Damit  ist  gezeigt;  dass  es  ausreicht,  statt  der  Wurzeln  allgemeiner 
AbeFscher  Gleichungen  solche  der  einfacheren  cyklischen  Gleichungen 
zu  untersuchen. 


Dreiundftmfzigste  Vorlesung. 

r 

Die  lineare  Gruppe. 

§  629.  Wir  haben  erwähnt,  dass  Cauchy  die  allgemeinen  cyk- 
lischen Substitutionen  mit  dem  Namen  der  arithmetischen  belegt 
hat  (§  524).  Ihnen  stellt  er  dann  die  geometrischen  Substitutionen 
gegenüber.    Mit  diesen  wollen  wir  uns  jetzt  beschäftigen. 
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Zwischen  den  JV  =  w^  •  w^  •  •  •  n^  Grossen 

^Ai,A»,--Ay  (Äa  =  1;  2,---  n«) 

sei  eine  Substitution  durch  das  Symbol 

oder  kürzer  bei  blosser  Angabe  der  Indicesumwandlung  durch 
(1»)       t=\h^     ttxÄi  +  6xÄ2  H h  c^hy  i         (x  =  1,  2,  •  ■  •  1/) 

definirt^  bei  welcher  jeder  Index  ha  durch  seinen  kleinsten  positiven 
Rest  mod.  n«  zu  ersetzen  ist.  Diese  heisst  eine  geometrische  Sub- 
stitution. Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  alle  n^,  w^,  •  •  •  fiy  ein- 
ander gleich  und  gleich  n  nehmen. 

Nicht  für  jede  Wahl  der  a^hj-  -  -  c  stellt  dann  (1)  eine  Substitu- 
tion dar.     So  führt  das  Symbol 

t=W,\    2Äi-fÄ5,  A^-f  2Ä5j|         (w  =  3) 
die  neun  Grossen^  welche  durch  Zh^^h^  filr  Ä^,  A^  =  1,  2,  3  definirt  werden, 

%>     ^\%i     ^18  >     ^21  >     ^22;     %>     %;     ^32  >     ^83 

in  die  Grossen 

H^}    ^i%7    ^21;    %?    %;     %;    ^12  7     %;    ^88 

über;  ^  ist  also  keine  Substitution  der  neun  Grössen,  da  es  dieselben 
nicht  permutirt,  sondern  zu  je  dreien  immer  in  einen  Werth  umwandelt. 
Es  muss,  um  eine  Substitution  zu  charakterisiren,  im  allgemeinen 
Falle  dafür  gesorgt  werden,  dass  alle  die  n^  verschiedenen  Systeme  h^y 
Ä,,  •  •  •  Äy  durch  t  wieder  in  lauter  verschiedene,  d.  h.  wieder  in  alle 
n*'  verschiedenen  Systeme  übergeführt  werden.  Es  dürfen  demgemäss 
Äl,  Äi,  •  •  •  Ä'v  und  Äl',  Ai', ' ' '  K  nur  dann  die  gleiche  Umwandlung  er- 
leiden, wenn  Äi  ^  Äi',  Äi  ^  Ai' ,  •  •  •  ist.  Setzt  man  h\  —  AI'  =  Äi, 
Äi  —  Ai'  =  Ä2 ,  •  •  • ,  dann  muss  somit  aus  den  linearen  Congruenzen 

«1^1  +  61^2  +  •••  +  CiK  ^  0, 

a^Jci  -f-  byJci  +  •  •  •  +  CyJcy  ^  0 

mit  Nothwendigkeit  folgen  i^  ^  0,  Ä^  ^  0,  •  •  • . 

Bezeichnet  man  mit  z/  die  Determinante  der  a^  bj  •  -  •  c^  so  wird 

ziÄi^O,     ^Jc^^Oy   •••     ^ky^O    (mod.  n). 

Unsere  Forderung  wird  deshalb  stets  dann  und  nur  dann  befriedigt 
sein,  wenn  ^  nicht  ^  0  (mod.  n)  ist.     Dafür,  dass  (1)  eine  geo- 

18* 


276 


Dreiundfünfziggte  Vorlesung  §  629—631. 


metrische  Substitution  darstellt,  ist  es  charakteristisch, 
dass  die  Determinante  ^  der  Coefficienten  mit  dem  Modul  n 
keinen  Theiler  gemeinsam  hat. 

§  530.     Wendet  man  nach  Benutzung  von  (1)  auf  das  Resultat 
eine  andere  geometrische  Substitution 

t'=\K    a;Äi+6;A«H f-  c^'hv\        (x=l,2,   -i/) 

an,  so  entsteht 


Das  Resultat  hat  also  die  Form  einer  geometrischen  Substitution;  und 
da  seine  Determinante  gleich  dem  Producte  der  Determinante  von  i 
und  der  von  t*  ist,  so  wird  auch  das  Product'^^'  wirklich  wieder  eine 
geometrische  Substitution  und  zwar  eine  eindeutig  bestimmte. 

Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dass  {tt'^t"  =^i{i'i"^  ist. 

Setzt  man  ^'=  <,  so  erhält  man  ^*;  durch  weitere  „Multiplication" 
mit  i  entsteht  t^^  u.  s.  w.  Wenden  wir  auf  die  Reihe  ^,  <*,  ^^,  •  •  • 
die  bekannten  Schlussfolgerungen  an,  so  zeigt  sich,  dass  eine  erste 
Potenz  i^  besteht,  welche  jeden  Index  Ä  in  sich  selbst  umwandelt,  so 
dass  also  V^  die  Determinante  besitzt 


10  0... 
0  10... 
0    0     1... 


(mod.  n) 


Mit  ihrer  Hülfe  können  dann  die  negativen  Potenzen 

definirt  werden.  Uebrigens  lässt  sich  t~^  auch  als  diejenige  Sub- 
stitution, welche  die  Wirkung  von  t  wieder  aufhebt,  direct  bestimmen, 
falls  man 

^-1  =  I hx    «xAi  +  ßxh-\ f-  yxK  I 

•  y  aus  den  v^  Congruenzen  be- 


ansetzt und  die  Coefficienten  a,  ß, 
rechnet,  die  durch 


(3) 


«1  /5i  •  •  •  yi 

«2  A         •  ^2 


«2  *2         •   ^ 


10.0 

0  1  ...  0 


(mod.  n) 


bilden  das  zu  den  a,  &,  .  • .  reciproke 


geliefert  werden.     Die  a,  /3,  • . 
System. 

Hat  man  tt'=tt"  oder   t't==t''t,   dann   liefert   die   linksseitige 
oder  die  rechtsseitige  Multiplication  mit  ^""^  das  Resultat  f=^  t". 
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Es  sind  also  alle  Bedingungen  fdr  eine  Gruppe  durch  die  t  erfüllt. 
Wir  wollen  die  Gruppe  der  t  die  geometrische  Gruppe  nennen. 

§  531.  Um  die  Ordnung  der  geometrischen  Gruppe  festzustellen, 
brauchen  wir  ein  Hülfstheorem. 

Jedes  System  von  v  Coefficienten  «i,  &i,  •  •  •  Ci,  welches  einer  geo- 
metrischen Substitution  angehört ,  ist  so  beschaffen  ^  dass  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  q  seiner  Elemente  theilerfremd  zu  n  ist.  Umgekehrt 
können  zu  jedem  System  a^,  b^,  •  •  •  c^;  dessen  grösster  gemeinsamer 
Theiler  zu  n  theilerfremd  ist,  andere  (v  —  1)  Zeilen  bestimmt  werden 


(4) 


«1 

0^      -  ' 

•     Cx 

«1 

u^    ■  • 

•         Uy 

»1 

m               • 

iV, 

w^    • 

•  •     Wv 

so  dass  das  Schema  als  System  der  Coefficienten  einer  geometrischen 
Substitution  genommen  werden  kann,  indem  die  Determinante  von  (4) 
?e:  q  (mod.  n)  gemacht  wird.  Am  einfachsten  lässt  sich  dieser  Satz 
folgendermassen  ableiten*).  Wir  zerlegen  n  in  seine  Primzahlpotenzen 
Pl'j^P  '  ' ']  ^^^Bjm  ist  sicher  eine  der  Zahlen  «i,  &i,  •  •  •  c^  ^^  Pi  theiler- 
fremd z.  B.  a^.  Bei  der  Entwickelung  der  Determinante  von  (4)  möge 
nun  ein  Glied  aiUaV^ '  -  -  Wy  auftreten;  dann  setzen  wir 

und  nach  demselben  Modul  alle  übrigen  Elemente  w,  v,  •  •  •  «(;  con- 
gruent  0.  In  gleicher  Weise  verfahren  wir  mit  p^j  •  •  • .  So  erhalten 
wir  eine  Reihe  von  Congruenzsystemen.  Diese  sind  lösbar,  da  jedes 
einzelne  System  jedes  e^,  v,  •  •  •  w?  nur  einmal  enthält,  und  da  die  ver- 
schiedenen Systeme  zu  theiler&emden  Moduln  gehören.  Die  Lösung 
führt  auf  z/  ^  g  (mod.  ^J*),  (mod.  p^)^  •  •  •  und  also  auf 

J  ^q     (mod.  w). 

Damit  ist  die  Möglichkeit  erwiesen.  — 

Unter  dem  Symbole  [w,  v\  wollen  wir  nun  die  Anzahl  der  Mög- 
lichkeiten verstehen,  v  ganze  Zahlen  a^,  6^,  •••  q  so  zu  wählen,  dass  ihr 
grösster  gemeinsamer  Theiler  zu  n  theilerfremd  ist.  Um  diese  Anzahl 
zu  berechnen,  nehmen  wir  zunächst  alle  überhaupt  möglichen  Systeme 
von  V  Zahlen  (mod.  w),  also  n",  wobei  wieder  n  =  jjfpj*  •  •  •  sein  soll. 
Von  diesen  Systemen  sind  alle  diejenigen  auszuschliessen,  deren  Ele- 

~j  ;   ebenso 
•)  Frobenius,  Joum.  f.  Math.  88  (1880),  p.  97. 
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sind  diejenigen   auszuschliessen^   deren  Elemente   sammtlich   durch  p^ 
theilbar  sind^  d.  h.  ( — j  ;  u.  s.  w.    Nun  folgen  die  bekannten  Schlüsse, 

aus  denen  sich  ergiebt,  dass  die  Anzahl  der  gesuchten  Systeme 


(5) 


•-  '   ^  Vj),/        \Pt/  ^  \PtPt/  ^  \PiPtPJ 


=  «' 


('-s)('-5)- 

beträgt. 

Im  Falle,  dass  n  eine  Primzahl  wird,  ergiebt  sich  das  Resultat 

(5*)  [P>v]==p^-1, 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  leicht,  die  Ordnung  der  geo- 
metrischen Gruppe  zu  bestimmen.  Wir  setzen  diese  gesuchte  Zahl, 
welche  die  Ordnung  angiebt,  gleich  O  (w,  v), 

.  Es  seien  zunächst  alle  diejenigen  geometrischen  Substitutionen 


1  9 


^2 ;      '^9  7 


Q 


herausgehoben,  die  den  ersten  Index  h^  in  (1)  ungeändert  lassen. 

Ist  dann  t^  eine  Substitution  (1),  welche  h^  in  ttj^h^ -\-  a^h^ -\-  -  • 
-f-  Ci  hy  umwandelt^  dann  thun  dies  auch  alle  Substitutionen 

^1^1;    '^l'^2;    ^1^8?   •  •  •    ^^? 

und  nur  sie  (vgl.  die  Schlüsse  aus  §  508,  E).  Jede  geometrische  Sub- 
stitution wird  also  erhalten,  wenn  man  alle  Umwandlungsmöglichkeiten 
von  h^  aufzahlt  und  eine  jede  mit  d^r  Gruppe  aller  r  verbindet. 

Zur  Art  des  t^  gehört  jede,  bei  der  a^,  6i,  •  •  •  c^  mit  n  keinen 
gemeinsamen  Theiler  besitzt.  Folglich  giebt  es  von  der  ersten  Art 
nach  dem  oben  Besprochenen  im  Ganzen  [n,  i/]. 

Femer  hat  jedes  t  die  Form 

I  ^i;  ^h}  •  "  K    \y  o^\  +  ^2^'a  H h  ^^r;  •  •  •  ctyÄi  +  hyh^ -\ h  ^^ 

man  sieht,  dass  zu  ihr  die  Determinante 

1    0    ...    0 


»'!  J 


(6) 


«8 


C2 


gehört.    Hieraus  ersieht  man,  dass  0^,0^,- 
werden  können,  während  die  Determinante 


a,  ganz  beliebig  gewählt 


(7) 


'2 


'2 


^1  = 
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zu  n  theilerfremd  sein  muss.     Es  hat  daher  die  Substitution 

t'=  I Ä,,  Ihr  "  ^v    63*8  H f-  C2K,  &8*2  H f-  ^3^,.,  •  •  •  I 

für  (v  —  1)  Indices  dieselbe  Bedeutung^  wie  t  für  v  Indices.    Folglich 
ist  die  Anzahl  der  t'  oder  der  Determinanten  (7)  gleich  ^  (w,  v  —  1). 
Somit  wird  die  Ordnung  der  geometrischen   Gruppe  bei 
V  Indices  und  dem  Modul  n 

9(n,  v)  =  [n,  v]  W"*  *(w,  V  —  1) 
^  ^  =[«,i/]n»'-i[w,i;— !]»''-»•  •.[w,2]»i[»,l]. 

Für  eine  Primzahl  n=p  wird  dies  einfach 

(8*)       *0,  v)  =  (jp-—  1)  (j>*  -p)  Cp"  -p^)  ...(>''  -l>^-i). 

Die  hierbei  benutzte  Methode  der  Berechnung  beruht  darauf, 
dass  jedes  t,  welches  \  durch  a^h^  +  ^i^  +  ••"{■  ^i^v  ersetzt,  durch 
das  Product  eines  festen  t  gleicher  Eigenschaft  und  eines  r  dargestellt 
werden  kann,  wobei  t  das  \  nicht  umstellt.  Für  das  r  gilt  dieselbe 
Reduction  in  Beziehung  auf  A^,  u.  s.  f. 

Leicht  können  wir  auch  die  Anzahl  derjenigen  geometrischen  Sub- 
stitutionen berechnen,  deren  Determinante  modulo  n  congruent  zu  einer 
beliebigen  Zahl  ^o  ist;  Qq  ist  natürlich  theilerfremd  zu  n  anzunehmen. 
Wir  gehen  wie  oben  zur  Bildung  der  gesuchten  Substitutionen  vor. 
Wir  wählen  auf  [w,  v]  Arten  «i>  ^1; ' '  *  ^5  ^^^  grösster  gemeinsamer 
Theiler  sei  q^.  Ferner  wählen  wir  auf  [n,  1;  —  1]  Arten  62;  ■  •  •  c^;  ihr 
grösster  gemeinsamer  Theiler  sei  q^]  u.  s.  f.  bis  zu  g^— 1.  Dann  kann 
man  stets  ein  letztes  Element  Cy  gemäss  der  Gongruenz 

bestimmen,  und  erhält  also,  wie  auch  q^,  q^y  •••  q^^i  angenommen 
waren,  durch  diese  Wahl  des  c  eine  passende  Substitution.  Bei  diesem 
Vorgehen  wird  an  der  Bestimmung  (8)  nichts  weiter  geändert,  als  dass 
der  letzte  Factor  [w,  1]  =  9>(«)  fortzulassen  ist,  d.  h.:  Der  ^(n)*® 
Theil  aller  geometrischen  Substitutionen  hat  eine  Determi- 
nante ^  1  (mod.  n),  und  ebensoyiele  geometrische  Substitu- 
tionen haben  als  Werth  der  Determinante  eine  willkürliche 
zu  n  theilerfremde  Zahl  (mod.  n).  Das  gleiche  Resultat  hätte  leicht 
auch  so  hergeleitet  werden  können,  dass  wir  die  Gleichheit  der  An- 
zahlen für  alle  diese  einzelnen  Classen  nachgewiesen  hätten. 

Die  geometrischen  Substitutionen,  deren  Determinante  e^  1  (mod.  n) 
ist,  bilden  eine  Untergruppe  der  geometrischen  Gruppe,  die  in  jeder 
aus  geometrischen  Substitutionen  bestehenden  Gruppe  vorkommt. 
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Bilden  (i  zu  n  theiler&emde  Zahlen  q^,  q^,  •  •  •  g^  insofern  eine 
Gruppe,  als  das  Prodnct  zweier  unter  ihnen  q^  •  q^  wieder  zum  Systeme 
der  q  gehört,  dann  bilden  auch  alle  zu  den  einzelnen  Determinanten- 
werthen 

^  =  «1,    =ft,    •••     ^Qfi        (mod.») 

gehörigen  geometrischen  Substitutionen  eine  Gruppe.  Dies  findet  ins- 
besondere statt,  wenn  ^i,  9s;  ' ' '  9m  ^^  quadratischen  Reste  (mod.  n) 
darstellen.     Für  n=p  wird  fi  =  ^-r — ,  und  die  so  gebildete  Gruppe 

enthält  halb  so  viele  Substitutionen  als  die  gesammte  geometrische 
Gruppe. 

§  632.  Wir  haben  bereits  bemerkt,  dass  die  Determinante,  welche 
aus  den  Goefficienten  von  (1*)  gebildet  wird,  sich  als  wichtig  für  die 
Substitutionen  ausweist.    Wir  wollen  jetzt 

(p)     t=\hjc   axiÄi+axsÄsH [- a^c^Kl         (x=  1,  2,  •-•  v) 

auch  in  der  determinantenähnlichen  Form 


«11    «12    •  •  •    «ly 


«vi    «y2   •  •  •    ^vv 


schreiben  und  die  elementaren  Sätze  über  Determinanten  mit  Theoremen 
über  unsere  Substitutionen  t  in  Verbindung  bringen. 

Zunächst  überzeugt  man  sich  durch  wirkliche  Ausrechnung  sofort 
davon,  dass  wenn  t  =  (aik)^  w  =  (6i*)  ist,  dann  wie  bei  Determinanten- 
multiplication 

t'U=^  (aik)  •  (bik)  =  ( y^ctji hiÄ 

wird. 

Wir  wollen  femer  eine  Anzahl  besonders  einfacher  Determinanten 
oder  Substitutionen  in  ihrer  Wirkung  auf  t  betrachten.     Hier  unter- 
suchen wir  zunächst 
(9)  Vccß  =  (an)         («xx  =  1 ;  «a/9  =  1 ;  all«  anderen  a.^  gleich  0). 

Es  ist,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt. 


«11  «18 


Vafit=\     a«l  +  a^i     «a2  +  «/*2 


(9-) 


tVaß  = 


«vi  «r2 

«11         •  •      «la  +  «1/J     • 

«n    •  •  •     «^a  +  «y/S     • 


•    «    • 


(die  ß^  Zeile  um  die  Elemente 
der  a*®*^  yermehrt), 


(die  a^  Spalte  um  die  Elemente 
der  ß^°^  vermehrt). 
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Weiter  betrachten  wir  die  Determinante  oder  Substitution  von 
der  Gestalt 

(10)  Waß  =  {an) 

^a^^  «=  1  für  alle  %  ausser  «,  P;  a^ß  =  a^^  =  1;  alle  anderen  a.j^  gleich  0). 

Für  sie  erhalt  man 

Waß  t  =  (an)  (»;*  =  «u ,  ausser  a^^  =  a^^  und  a^*  =  «„*)  , 

^«r«^  =  (o;*)         (»a  =  a.*  >  ausser  »;„  =  a^^  und  a;^  =  a^„)  . 

Die  Determinante  oder  Substitution 

(11)  na  =  (au)  («XX  =  1 »  *^88®'^  »aa  ■"  —  1 ;  *^ö  anderen  a^^  gleich  0) 

endlich  ruft  die  Aenderungen  hervor 

ril»'^  Wa  <  =  (oii)  (»;*  =  a,ib  1  ausser  a^^  =  -  a^^^) , 

tna  =  (alt)         («a  =  «,* ,  ausser  ajj a.„)  . 

Durch  passende  rechts-  oder  linksseitige  Multiplication  mit  einer 
der  Substitutionen 

sind  wir  also  im  StAude,  jedes  t  in  ein  anderes  umzuwandeln^  bei 
welchem  gegen  das  erste  entweder  zu  einer  Zeile  (Spalte)  die  ent- 
sprechenden Elemente  einer  anderen  Zeile  (Spalte)  addirt  werden; 
oder  bei  welcher  zwei  Zeilen  (Spalten)  miteinander  vertauscht  werden; 
oder  endlich,  bei  welchem  alle  Elemente  einer  Zeile  (Spalte)  mit  dem 
Factor  —  1  multiplicirt  werden. 

Diese  Umänderungen  wollen  wir  als  elementare  Transforma- 
tionen der  Substitution  t  auffassen.  Wir  können  uns  offenbar  dabei 
auf  die  Benutzung  der  {y  -f-  1)  Substitutionen 

(12)  m;i8,   m;i3,  ...   Wi,;   %;   n^ 

beschranken,  da  die  anderen  elementaren  Transformationen  leicht  aus 
diesen  abgeleitet  werden  können. 

Diese  elementaren  Transformationen  wollen  wir  nun  dazu  ver- 
wenden, um  t  aus  besonders  einfachen  Formen  zusammenzusetzen*). 

Irgend  ein  gegebenes  t  kann  nämlich  zuerst  durch  Yertauschung 
von  Reihen  oder  Multiplication  aller  Elemente  einer  Reihe  mit  —  1 
so  eingerichtet  werden,  dass  sein  erstes  Element  a^^  positiv  und  nicht 
grösser  als  der  absolute  Werth  irgend  eines  der  von  Null  verschie- 
denen Elemente  der  Determinante  ist.  Kommt  dann  in  der  ersten 
2ieile   oder  Spalte   ein  Element  vor,   welches  nicht   ein   ganzes  Viel- 


•)  Kronecker,  Joum.  f.  Math.  107  (1891),  p.  135. 
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faches  Yon  a^^  ist^  dann  kann  man  dies  durch  passende  Verbindung 
mit  der  ersten  Zeile  oder  Spalte  bei  Verwendung  der  Umwandlung 
durch  Vaß  in  ein  anderes  positives  von  geringerem  absoluten  Betrag 
als  a^i  umwandeln.  Dieses  Element  lässt  sich  dann  an  die  erste  Stelle 
bringen.  Da  jede  solche  Transformation  den  absoluten  Betrag  des 
ersten  Elementes  verringert^  dieser  aber  nicht  Null  werden  kann,  so 
föhrt  unser  Verfahren  zu  einem  t,  in  dem  o^^  positiv^  ^  |  a^  |  und  ein 
Theiler  aller  übrigen  Elemente  Oik  ^uid  an  wird. 

Dieses  System  kann  man  nun  weiter  durch  elementare  Trans- 
formationen der  Form  Vaß  so  umwandeln,  dass  mit  Ausnahme  von  a^ 
alle  an  und  alle  Oik  gleich  Null  werden.  Kommt  femer  in  einer 
Reihe  dieses  reducirten  Systems  ein  Element  axfi  vor,  das  kein  Viel- 
faches von  a^i  ist,  so  addirt  man  die  betreffende  Zeile  zur  ersten  und 
erhält  ein  t,  in  dem  a^^  nicht  Theiler  aller  aut  ist;  das  so  erhaltene  t 
kann  dann  noch  weiter  nach  demselben  Schema  reducirt  werden.  Man 
kommt  so,  da  das  neue  o^^  noch  kleiner  geworden  ist,  schliesslich  zu 
einem  ^,  in  dem  das  erste  Element  positiv  und  Divisor  aller  übrigen 
ist,  und  zugleich  alle  Elemente  der  ersten  Zeile  und  Spalte  mit  Aus- 
nahme des  ersten  Elementes  gleich  Null  sind. 

Wenn  man  dann  die  gleichen  Beductionen  auf  das  System  der 
zweiten,  •  •  •  v^^  Spalten  und  Zeilen  anwendet  und  so  fort  geht,  dann 
erlangt  man  ein  ty  in  welchem  jedes  Element  ausserhalb  der  Diagonale 
gleich  Null  wird,  jedes  von  Null  verschiedene  Diagonalglied  Divisor 
des  folgenden  ist,  und  aUe  diese  bis  auf  das  letzte  positiv  sind.  Ist,  wie 
bei  uns,  die  Determinante  der  Substitution  von  Null  verschieden,  dann 
sind  auch  die  Diagonalglieder  sämmtlich  von  Null  verschieden.  Femer 
bleiben  alle  diese  Ableitungen  gültig,  wenn  man  das  System  der 
Goefficienten  nach  dem  Modul  n  betrachtet.    So  folgt: 

Jede  Substitution  t  lässt  sich  aus  einer  Diagonal- 
substitution der  angegebenen  Beschaffenheit 

Oll    0       0 
d=(0      a„    0      •    ■  )=|Ä,     a,,h\     (mod.n) 

0        0        Ojj 


•     •    « 


in  Verbindung  mit  den  Substitutionen  (12)  darstellen. 

Es  ist  klar,  dass  jede  Substitution  t  das  Index -System  A^  =  n, 
h2  =  n^  • ' '  h^=:  n  oder,  was  das  Gleiche  sagt,  Ä^  =  0,  ä,  =  0, 
...  hv  =  0  und  also  xtoo- .  ungeändert  lässt.  Bei  einzelnen  Substitu- 
tionen t  können  aber  auch  noch  andere  Elemente  ungeändert  bleiben. 
Dafür,  dass  (P)  dies  thue,  ist  nämlich  nur  nothwendig,  dass  die 
Congruenz 
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«11—1      «12 

«21  «22—1 


^  0     (mod.  n) 


erf&llt  sei.  Die  Bestimmung  der  Elemente  selbst  hängt  dann  von 
der  Auflösung  eines  Systems  von  linearen  Gongruenzen  modulo  n  ab. 
Für  V  =  1  ist  I Aj  h^\  =  (q  die  einzige  Substitution^  welche  mehr  Ele- 
mente als  das  Eine  Zq^q^...  ungeändert  lässt,  nämlich  sämmtliche;  t^  ist 
die  identische  Substitution  oder  die  Einheitssubstitution. 

§  533.     Wir   verbinden    nun    die    arithmetischen   Substitutionen 

(13)     s  ==  I  A„     ha  -}-  da\        (a  =  1,  2,  •  •  •  v;  ha  wird  mod,  n  reducirt) 

mit  den  oben  aufgestellten  geometrischen  (1)  und  bezeichnen  die  aus 
allen  s  und  t  bestehende  Gruppe  als  die  zu  n  gehörige  lineare 
Gruppe.  Entsprechend  dieser  Bezeichnung  könnten  wir  die  Gruppe 
der  t  auch  wohl  als  die  zu  n  gehörige  lineare  homogene  Gruppe 
bezeichnen.  Durch  die  s  und  t  wird  jeder  Index  ha  in  einen  solchen 
Yon  der  Gestalt 

ÖJal  hl  +  Ctaih^  +  •  •  •  +  C^avK  +  ^y  («  =  1,  2,  •  •  •  I/) 

umgeändert^  gleichgültig  ob  wir  die  Folge  s  •  t  oder  t  •  s  betrachten. 
Wir  schreiben  deshalb  die  linearen  Substitutionen  in  der  Form 

(14)     U=\ha      aalAl+  «a2Ä2  +  •••  +  «ay^v  +  ^«1        («  =  1,  2,  •  •  •  1/). 

Untersucht  man  wieder,  wann  das  Symbol  (14)  eine  Substitution  dar- 
stellen kann,  so  kommt  man  hinsichtlich  der  aaß  auf  (2)  und  die  daran 
geknüpften  Folgerungen  zurück.  Für  die  Wahl  der  da  bestehen  keine 
Einschränkungen.  So  ergiebt  sich  als  Ordnung  der  linearen  Gruppe 
der  Werth  n'^9(n,v), 

Bemerkenswerth  ist  das  Verhalten   der  u  gegenüber  den  s.     Es 
gilt  nämlich  zunächst  die  Gleichung 

(15)  tSji  =  Sit    oder     t-^Sxt  =  s^y 

wo  bei  gegebenem  t  entweder  Sz  aus  gegebenem  Sx  oder  umgekehrt 
Sx  aus  gegebenem  sx  bestimmt  werden  kann.  Um  dies  zu  beweisen, 
setzen  wir 

Sx  =  I  Äa      ha-^-  da\y       5jl  =  |  Ä«      Ä«  +  ^a  |  , 
t=\ha      aalÄl+  aaihi  -\-  '  •  •  -\-  tta^Klf 

und  daraus  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen 

tSx  =  \ha    aaihi-\-  . .  .  +  aavK  +  (aaie?i+  •  •  •  +  aavdy)  ., 
S2*  =  I  ha    aaiht  + [-  aavhy-\-  qa\] 
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es  sind  also  je  nach  den  Voraussetzungen  die  d  durch  die  q  oder  um- 
gekehrt die  q  durch  die  d  vermittels  des  Gleichungssjstems 

Ctaldi-}-  aa2d2-\ f-  üavdy^qa  («  =  1,  2,  •  •  •  v) 

zu  bestimmen.  Die  Bestimmung  der  q  ist  selbstverständlich;  und  da 
die  Determinante  der  a  von  Null  verschieden  ist,  (mod.  n)  betrachtet, 
so  ist  auch  umgekehrt  die  Bestimmung  der  d  durch  die  q  stets 
möglich. 

Hiermit  haben  wir  zugleich  gezeigt,  dass  jedes  u  ersetzt  werden 
kann  durch  ein  Product 

in  welchem  das  t  in  den  Goefficiehten  a^x  niit  u  übereinstimmt,  während 
die  Substitutionen  Sq  bezw.  Sa  derart  gewählt  sind,  wie  die  obigen 
Gleichungen  es  vorschreiben. 

Daraus  folgt  dann  weiter,  dass  man  auch 

(16)  uSjt  =  SiU    oder    u^^Sxu  =  Sx 

hat,  wo  bei  gegebenem  u  entweder  Sx  aus  gegebenem  Sx  oder  umge- 
kehrt Sx  aus  gegebenem  Sx  bestimmt  werden  kann.  Die  Form  u~^Sxu 
wird  sich  als  besonders  wichtig  ausweisen  (§  541;  542). 

§  534.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  besonderen  Falle,  dass 
V  =  1  und  n=p  d.  h.  eine  Primzahl  ist.  Dabei  haben  wir  also  die 
drei  Formen  zu  beachten 


S  =  \Zh      ^A+d 

t=\lSH      0ah\  (Ä=l,2,  --.p). 

W  =  I  ^A      ^ah  +  d  I 

Alle  s  sind  Potenzen  der  Substitution  Sq=  \Zh  ^a+i  | ,  und  alle  t  ebenso 
Potenzen  der  Substitution  tQ  =  \zh  sSgh  I ,  wenn  g  eine  primitive  Wurzel 
mod.  jp  bedeutet.  Jedes  u  lässt  sich  in  die  Form  s^i^  oder  tls^  bringen, 
so  dass  die  Gruppe  bereits  durch  Sq  und  t^  bestimmt  ist.  Die  lineare 
Gruppe  bezeichnen  wir  in  diesem  Falle  nach  Kronecker  als  meta- 
cyklische  Gruppe.     Ihre  Ordnung  ist  gleich  p{p  —  1). 

Lässt  ein  u  zwei  Elemente  z  ungeändert  etwa  Zk  und  Zk,  so  ist 

aA  +  d^Ä,     a'k'{-  d^k      .      ,     . 

und  also,  da  (h  —  i)  nicht  durch  p  theilbar  ist,  a  e^  1 ;  daraus  folgt 
dann  d  ^  0.  Dieses  ti,  welches  zwei  Elemente  nicht  ändert,  reducirt 
sich  somit  auf  die  Einheitssubstitution,  d,  h.  es  ändert  überhaupt  kein 
Element. 
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Lässt  ein  u  hingegen  kein  Element  0  ungeändert,  dann  muss  die 
Erfüllung  der  Gongruenz 

Ä(a  — l)  +  rf  =  0    {mod.p) 

für  Ä  unmöglich  sein;  a  ist  ^  1  (mod.  jp)  und  d^=0,  d.  h.  u  gehört 
zu  den  arithmetischen  Substitutionen. 

In  der  metacyklischen  Gruppe  giebt  es  nur  (p  —  1)  Sub- 
stitutionen nämlich  die  arithmetischen  Sy  welche  alle  Ele- 
mente umsetzen^  und  nur  eine  Substitution  nämlich  die 
Einheitssubstitution^  welche  mehr  als  ein  Element  und 
zwar  alle  ungeändert  lässt.  Die  geometrischen  Substitu- 
tionen t  =  \h  ^Ä|  sind  die  einzigen^  welche  das  Element  e^ 
nicht  umstellen. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  metacyklische  Gruppe  werden 
wir  später  in  der  Vorlesung  über  auflösbare  Gleichungen  eines  Prim- 
zahlgrades anstellen. 

Eine   metacyklische   Function  heisst  jede  solche^   welche  bei 
den  Substitutionen  der  metacyklischen  Gruppe  und  nur  bei  ihnen  un- 
geändert bleibt.     Eine  solche  ist  z.  B.^  wenn  g  wieder  eine  primitive 
Congruenzwurzel  mod.  p  bedeutet, 
p-i 

V   =2^1  (^l>^ä^gl  +  d  +  4  +  d  V  +  rf  "< 1"   ^ip-^  +  ä^tr+i' 

Denn  erstens  verschiebt  Sq==  \h  ä -}-  1 1  niir  die  einzelnen  Glieder  der 
Summe  2  cyklisch.  Zweitens  wandelt  1^0  =  I ^  9^\  ^^^  hingeschrie- 
benen Summanden  aus  U  in 

^dgYg^-\-dg^g'''\'dg  "T  *  '  *     1     ^e/^-{-dg^g^-\-dg) 

um;  und  da  mit  d  zugleich  dg  alle  Zahlen  0,  1,  •  •  •  (jp  —  1)  durch- 
läuft, so  bleibt  y  auch  für  <q  ungeändert.  Nun  kann  jedes  w,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  aus  Sq  und  tg  in  der  Form  u  =  s^t^  gebildet 
werden;  folglich  bleibt  q)  unter  dem  Einflüsse  der  metacyklischen 
Gruppe  ungeändert. 

Wenn  umgekehrt  eine  Substitution  6  die  Function  q)  nicht  ändert, 
und  wenn  durch  6  das  Element  0q  in  z^  umgewandelt  wird,  dann  muss, 
wie  die  Bildung  von  g)  zeigt,  der  gesammte  Summand 

^J(4V+4^p»"< )     ^^     ^'(V-l-d^y'+rf  +  4-h^V+d-| ) 

übergeführt  werden.  Geht  dabei  is^  in  ^^  •  ^  über,  dann  zeigt  die 
Form   des   Summanden,   dass   zugleich   e^^  in   jet^+i,^,   femer  /s  ^  in 
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jßr^^_2 ,  ^  u.  s.  f.  umgewandelt  werden  muss.  Demgemäss  haben  wir 
jene  Substitution 

als  Substitution  der  metacyklischen  Gruppe  erkannt. 

Es  ist  klar^  dass  wir  in  9  die  Exponenten  3^  2,  1  durch  irgend 
welche  von  einander  verschiedene  ganze  Zahlen  ersetzen  können. 

§  536.  Wir  betrachten  nun  eine  cyklische  zu  Sq  =  \h  A  + 1 1 
gehörige  Function^  d.  h.  eine  solche^  die  sich  nicht  ändert^  wenn  jSq, 
z^j  • ' '  Zp—i  cyklisch  verschoben  werden;  wir  bezeichnen  sie 

<^(^o;  ^u'"  ^p-i)  =  Q)- 

Dabei  setzen  wir  fest,  dass  C  nicht  unter  den  cyklischen  Func- 
tionen steht,  also  nicht  ftlr  weitere  Substitutionen  ungeändert  bleiben 
soll.    Das  C  mag  durch  Verwendung  der  geometrischen  Substitutionen 

der  Reihe  nach  in  die  Formen 

C(0Q,  Zgj  Zlgy  .  .  .)  =  Gl,       C{ZQy  z^,  z%^^ . . .)  =  Cg,    •  •  • 

C'C^o?  V-*'  •  ••)  =  Cjp-a 

übergehen.  Dann  wird  CifÜrs=|A  ä  +  (7|=sJ  ungeändert  bleiben 
und  also  auch  für  sj^,  5j^,  •  •  • .  In  dieser  Reihe  befindet  sich  aber  5^ 
selbst,  da  ja  die  Gesammtheit  der  Exponenten  ^,  2^,  3^,  •  •  •  für  den 
Modul  j!>  mit  1,  2,  3,  ••-  übereinstimmt.  Mithin  bleibt  C\  für  dieselben 
Substitutionen  ungeändert  wie  Cq.  Das  Gleiche  gilt  für  die  übrigen  Gi. 
Alle  Werthe  C^,  Ci,  •  •  •  Cp^%  bleiben  für  die  Potenzen  von  s^ 
und  nur  für  diese  ungeändert. 

Wir  bilden  nun  eine  cyklische  Function  der  CJ,,  Ci,  •  •  ■  Cp—i  in 
der  hingeschriebenen  Anordnung  genommen,  also  etwa,  wenn  01  eine 
primitive  (p  —  1)*®  Einheitswurzel  bedeutet,  die  Lagrange'sche  Re- 
solvente 

dann  ist  dies  eine  metacyklische  Function  der  je^o>  ^i>  *'"  ^p— 1>  ^^^ 
ja  t^  die  einzelnen  G  cyklisch  verschiebt^  und  s^  sie  ungeändert  lässi  — 
Jetzt  möge  eine  Gleichung  ^^  Grades 

(15)        f{z)  =  {z  —  z^  {z  —  z^  {z  —  z^  .  •  •  (i?  —  Zp-^  =  0 

von  der  Art  vorgelegt  sein,  dass  man  den  Wurzeln  Zi  eine  Anordnung 
geben  kann,  in  welcher  ihre  metacyklischen  Functionen  dem  Ratio- 
nalitätsbereiche  angehören.     Eine   solche   Gleichung   soll   eine   meta- 
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cyklische  Gleichung  heissen.  Dann  sind  für  diese  Glei(;liung 
die  cyklischen  Functionen  6©,  C^,-'-  Cp^%  die  Wurzeln  einer 
AbeTscIien  Gleichung. 

Denn  setet  man  die  Gleichung  an/  von  welcher  Cq,  Ci,  •  •  •  C'p— a 
als  Wurzeln  abhängen^ 

(16)  G  (v)  =  (v-C,){v-C,)--.(v-  C,-,)  =  0 , 

SO  sind  die  GoefGcienten  von  G  als  symmetrische  Functionen  der  C 
unter  den  cyklischen  enthalten  und  somit  durch  die  metacyklischen 
Functionen  der  js  ausdrückbar,  d.  h.  rational  bekannt.  Ferner  wird 
aus  der  Relation 

wie  gewöhnlich  erschlossen,  dass  die  rationalen  Beziehungen 

bestehen;  f&r  a=l  folgt,  dass  alle  Cx  in  Co  rational  sind;  endlich 
ergiebt  sich,  wenn  man  in  Ca  =  taiCo)  das  CJ,  durch  (7^  =  V'/jC^o) 
und  also  Ca  durch  Ca^ß  ersetzt, 

Ca+ß  =  MM^^o)]  =  MMCo)l 

Damit  ist  gezeigt,  dass  G(i?)==0  eine  Ab  einsehe  Gleichung  ist. 

Ist  diese  Abel'sche  Gleichung  aufgelöst,  oder  auch  nur  eine  ihrer 
Wurzeln  bestimmt,  dann  sind  alle  C  bekannt;  (15)  ist  dadurch  also 
auf  eine  Abel'sche  Gleichung  reducirt  und  sonach  (vgl.  §  503)  auf- 
lösbar. Die  Auflösung  der  metacyklischen  Gleichung  (15) 
des  Primzahlgrades  p  lässt  sich  durch  die  Auflösung  zweier 
Abel'scher  Gleichungen  vollziehen,  deren  eine  vom  Grade  p 
und  deren  andere  vom  Grade  (p  —  1)  ist.  Es  werden  in  den 
nächsten  Vorlesungen  noch  wichtige  Bemerkungen  zu  diesem  Satze 
herzuleiten  sein,  durch  den  wir  hinsichtlich  der  Auflösbarkeit  der 
Gleichungen  über  die  Aberschen  oder  allgemeinen  cyklischen  Glei- 
chungen hinausgelangt  sind. 

§  636«  Eine  Untergruppe  der  metacyklischen  Gruppe  wird  durch 
die  Substitutionen 

v  =  \h     g^-h  +  d\  (A,d=l,2,...i);  x  =  l,2,..i-(p-l)) 

gebildet.  Aus  unseren  früheren  Betrachtungen  erkennt  man  sofort, 
dass  die  Ordnung  der  Gruppe  -^p{jp  —  1)  wird;  sie  heisst  nach 
Kronecker   die   halbmetacyklische  Gruppe.     Der  CoefScient  g^^ 
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von  \  durchläuft  die  Beihe  der  quadratischen  Reste  mod.  p.    Eine  zu 
der  Gruppe  gehörige  Function  ist  z.  B. 

Für  |)  =  5  ist  in  der  Schreibweise  von  §  522  die   metacyklische 
Gruppe^  falls  nur  die  Indices  in  die  Gyklen  gesetzt  werden  ^ 


1  (14)  (23) 

(01234)  (04) (13) 

(02413)  (03) (12) 

(03142)  (02) (34) 

(04321)  (Ol)  (24) 


(1243)  (1342) 

(0132)  (0324) 

(0423)  (0143) 

(0132)  (0412) 

(0341)  (0231), 


und  die  ersten  beiden  Spalt.en  geben  ihre  halbmetacyklische  Unter- 
gruppe. 

§  537.  Nach  der  Untersuchung  der  Substitutionen  von  der  Form 
I^A  ^ak\  wollen  wir  zu  denjenigen  der  homogenen,  linearen  Substitu- 
tionen mit  zwei  Indices 

I  ^Ä,  k      ^ah+bk,  o'Ä+6'*  I  (Ä,  A^  =  1 ,  2,  •  •  •  |)) 

oder  kürzer 

(17)  \h,k    ah  +  bk,a'h  +  b'k\        (Ä,  i  =  1,  2,   .i?) 

übergehen,  in  denen  alle  Indices  nach  dem  Modul  p  auf  ihre  kleinsten 
positiven  Reste  zu  reduciren  sind.  Unsere  Untersuchung  soU  sich  auf 
die  Frage  nach  der  Ordnung  solcher  Substitutionen  erstrecken,  die  wir 
als  binäre  Substitutionen  für  den  Modul  p  bezeichnen. 

Wir  suchen  zunächst  zu  entscheiden,  ob  es  eine  lineare  Function 
(wA  +  nÄ)  giebt,  welche  durch  (17)  in  eins  ihrer  Vielfachen  p(wÄ-f-wt) 
übergeführt  wird.     Durch  (17)  geht  der  Ausdruck 

mh -\- nk    in    (am-{-a'n)h '•\- (bm-{'b'n)k 

über;  dies  wird  gleich  Q(mh-\-nk),  fSsdls  das  System  der  Gongruenzen 

m(a  —  p)  +  na'  5^  0     ,      ,     ^ 

(18)  ,  ,,;       X       ^     (mod.©) 

erfüllt  ist.    Weil  sich  hieraus  die  quadratische  Gongruenz  flr  q 

(19)  p2_p(a  +  6')  +  (ai'_a'6)  =  0    (mod.p) 

ergiebt,  so  folgt,  dass  reelle  unserer  Forderung  entsprechende  q  nur 
dann  existiren,  wenn  die  Discriminante  von  (19) 

D  =  {a  +  by  —  4  (ab'—  ab)  =  (a  —  bj-  +  Aa'b 
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quadratischer  Rest  you  p  ist.  Zu  bemerken  bleibt  noch,  dass  (aV—a'b) 
nicht  congruent  0  (mod.  p)  werden  kann^  weil  sonst  (17)  keine  Sub- 
stitution wäre  (§  529). 

Wir  haben  also  die  drei  Falle  zu  unterscheiden:  I)  dass  D  ein 
quadratischer  Rest  für  p  ist;  U)  dass  D  durch  p  theilbar  wird  und 
III)  dass  X)  quadratischer  Nichtrest  för  p  ist.  Diesen  drei  Fällen  ent- 
sprechend sind  entweder  zwei  reelle  von  einander  verschiedene,  oder 
es  ist  ein  reeller,  oder  endlich  kein  reeller  Werth  für  q  vorhanden. 

Wir  behandeln  an  erster  Stelle  das  Problem  unter  der  An- 
nahme I),  dass  Qi  und  q^  ^^^^  reelle,  von  einander  verschiedene  Werthe 
sind,  die  (19)  befriedigen.  Dann  giebt  es  auch  zwei  reelle  Systeme 
m^,  n^  und  m^y  n^,  welche  Wurzeln  von  (18)  für  q  =  q^  und  q  =  q^ 
sind;  und  setzen  wir,  um  abzukürzen, 

dann  gehen  durch  (17)  h^  und  k^  in  h^Q^^  und  k^Q^  über.  Da  man  femer 
als  Auflösung  der  Congruenzen  (18) 

,'       ^  .  ^        .      (mit  beliebigen  ganzzahligen  6,  t) 

Wj  =  ra  ;     Wj  =  t((>,  —  a) 

oder  auch 

Wj  =  tfj  (pi  —  V) ;    n^=  6^b 

^2  =  ^1  {Qi  —  ^1 ;    ^2  =  '^1^ 
setzen  kann,  so  folgt,  da  abE^O  ist,  dass  die  Determinante 

ni^n^  —  m^n^=  6xa\Q^  —  q^  =  0^rJ){Q^  —  q^) 

von  Null  verschieden  ist,  und  deshalb,  dass  h  und  k  linear  durch  h^ 
und  k^  ausgedrückt  werden  können;  d.  h.  also,  man  kann  an  Stelle 
von  h  und  k  auch  \  und  \  als  neue  Indices  der  s  annehmen. 

Wenn  wir  nun  der  bequemeren  Bezeichnung  wegen  statt  A^,  k^ 
wieder  Ä,  k  eintragen,  so  erhalten  wir  eine  für  diesen  ersten  Fall 
gültige  Normalform 

(17*)  u^\%yk     Qj^h,  Q^k  I     (mod.p). 

Es  ist  hierbei 

u^  ^  I  Ä,  Ä     Q\h,  Qlk  I     (mod./}). 

Weil  jede  reelle  Zahl  q   in  die  (p — 1)**  Potenz   erhoben  ^1 


(mit  beliebigen  ganzzahligen  (f^,  rj 


(mod.  jp)  wird,  so  ist  sicher  up—^  Ft^  1  (mod.  p).  Daraus  schliessen 
wir  in  bekannter  Weise,  dass  die  Ordnung  jedes  u  ein  Theiler 
von  (p  —  1)  sein  muss. 

Netto,  Algebra.   IL  19 
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Auf  die  Ableitung  der  Anzahl  derjenigen  binären  Substitutionen, 
die  zu  einem  bestimmten  Exponenten  gehören,  wollen  wir  nicht  ein- 
gehen; es  mag  genügen,  das  ohne  Schwierigkeit  herzuleitende  Resultat 
anzugeben.  Ist  gfg^»?,»  •  •  •  ein  in  seine  Primfactor- Potenzen  zerlegter 
Theiler  von  (p  —  1),  so  gehören  zu  ihm 

(«!"  - 1)  («^'— 1)  («^5*- - 1)  •  •  • 

binäre  Substitutionen  (l?*^).  Die  Summe  aller  so  gebildeten  An- 
zahlen hat  demnach  den  Werth  (p  —  1)',  was  ja  auch  leicht  zu 
verificiren  ist.  — 

An  zweiter  Stelle  betrachten  wir  den  Fall  II),  dass  D  ^0 
und  also 

die  einzige,  aber  doppelt  zu  rechnende  Congruenzwurzel  von  (19)  ist. 
Es  giebt  dann  eine  Function 

Äi  =  rn^h  -j-  n^Ä  =  ah  +  (q^  —  a)k  =^  a'h  -j — ky 

welche  durch   (17)   in   eins  ihrer  Vielfachen,  pjA^   umgewandelt  wird; 
ausser  den  Vielfachen  von  h^  giebt  es  keine  solche  Function. 
Wir  suchen  femer,  eine  zweite  Function 

k^  =  m^h  +  n^k 

zu  bestimmen,  die  durch  (17)  in  Ai+Pi^^  übergeftthrt  wird.  Dazu 
muss  das  System  der  linearen  Gongruenzen 

"b  +  n^{b—  9i)  i^  ni 


nach  91^2,  n^  lösbar  sein.  Das  ist  nun  in  der  That  der  Fall.  Denn 
es  ist  zwar  die  Determinante  der  CoefGcienten  von  ni^,  n^  gleich 
Null,  allein  die  beiden  Systeme,  welche  sich  aus  den  Constanten 
bilden  lassen, 

<^  —  Qi7  ö'  und      ^  ~  ^^'         ^'      '     ^^ 

b      ,     6'— pi  b      ,     fc'  — Pi,      ni 

sind,  wie  die  Bestimmung  von  w^,  n^  ergiebt,  von  gleichem  Range 
(§  479),  und  daher  kann  man  geeignete  m^  und  n^  angeben,  welche 
die  obigen  Gongruenzen  lösen.     Da  femer 

Wj :  w^  =  a' :  (q^  —  ß^)  =  (Pi  —  b')  :b 
und  also 

a  —  pi  =  sn^ ,  a'  =  —  sm^ 
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ist,  so  wird  unter  Berücksichtigang  von  (18*) 

Wa(a— 9i)  -\-  n^a  =  €  (m^ni  —  m^n^)  =  m^, 
m^ft  +  Wsj (6'—  Q^)  =  ^'(m^ni  —  m^n^  =  n^ . 

Folglich  ist  {in^n^  —  w^Wj)  nicht  congnient  0  mod.  p^  da  m^  und  w^ 
nicht  gleichzeitig  =0  sind,  und  Ä,  *  können  durch  \,  \  dai- 
gestellt  werden. 

In  diesem  Falle  sind  wir  zu  einer  Normalform  von  der  Gestalt 

(17^)  w  E^  I A,  Ä;    Pi  Ä,  Ä  +  pi  /c  I     (mod.  p) 

gelangt.     Hier  ist  die  X^  Potenz  dieser  Substitution 

u^^^\hyh    Q\hy  X^~^h -\- Q\h\     (mod.  p); 

daraus  erkennt  man,  für  welche  Werthe  von  X  die  Potenz  u^  ^u 
werden  wird:  Es  müssen  gleichzeitig  die  Gongruenzen 

9\  =  Qi>    '^Pi"'  =  l     {moA.p) 
und  folglich  auch 

pj^^  ^  1 ;     A  EEE  1     (mod.  p) 

erföUt  sein.  Die  erste  zeigt,  dass  A  —  1  ein  Vielfaches  des  Expo- 
nenten q  ist,  zu  dem  q^  gehört;  die  zweite,  dass  X  die  Form  xp  +  1 
hat.  Demgemäss  muss  X  —  1  d.  h.  xjp  nun  auch  ein  Vielfaches  von  q 
sein,  damit  q\  =  q^  werde;  folglich  muss  x  selbst  ein  Vielfaches  von  q 
sein;  man  hat  daher  X  =  ii{p-^i)p-{'l  bei  jedem  ganzzahligen  fi. 
Es  wird  demnach  u^'*"~*)p+*  ^  m  für  jedes  mögliche  u  von  der  Form 
(17*"),  weü  q  ein  Theiler  von  p—l  ist  d.  h.  die  Ordnung  jeder 
Substitution  zweiter  Art  ist  ein  Theiler  von  {p  —  l)p.  — 

Endlich  an  dritter  Stelle  nehmen  wir  an  III),  dass  D  ein 
quadratischer  Nichtrest  für  p  sei.  Am  einfachsten  können  wir  diesen 
Fall  durch  die  Einführung  von  imaginären  Congruenzwurzeln  erledigen, 
wie  das  zuerst  öalois*)  gethan  hat. 

Es   sei   N  irgend    einer   der  ^-— —    Nichtreste   von  p   unter   den 

Zahlen  1,  2,  •  •  •  j?  —  1.     Wir  definiren  j  als  Wurzel  der  Congruenz 

(20)  j^-^N    (mod,p) 

und  wollen  mit  j  rechnen,  wie  mit  einer  reellen  Zahl;  dabei  kann 
überall  statt  p  eingesetzt  werden  N.    Dann  lassen  sich  die  Wurzeln  von 

(19)  ^8_^(a  +  6')-(-(a6'  — a'&).-.:0     (mod.p), 

wenn  D  ein  Nichtrest  ist,  in  die  Form 

Q^  =  m-jrnj,    Q^  =  m  —  nj 

*)  Sur  la  th^orie  des  nombres.  Bullet,  des  Scienc.  math.  de  F^russac  13 
(1830),  p.  428;   Oeuvres  publikes  par  fi.  Picard  (1897),  p.  15. 

19*         r 
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bringen;  denn  es  ist  D :  N  ein  Rest,  den  man  gleich  n^  setzen  kann; 
also  dürfen  wir  D  =  n^N  annehmen. 

Wir  können  dann  weiter  wie  im  ersten  Falle  verfahren  und  als 
Normalform 
(IV)  u=\h,Jc    {m  +  nj)h,  (m  —  nj)h\ 

aufstellen.  Zu  beachten  ist  dabei,  dass  die  Indices  h,  k  hier  nicht  reell 
sind,  sondern  in  Beziehung  auf  j  als  „conjugirt  complex"  auftreten, 
d.  h.  dass  sie  die  Form  (s  +  tj)  und  (s  —  tj)  haben.  Hierbei  ist  u 
mit  der  reellen  Substitution 

identisch,  deren  Form  aber  weniger  bequem  ist. 

Es  handelt  sich  nun  noch  um  die  Bestimmung  der  Ordnung  von 
(17*^).  Erheben  wir  m  +  nj  in  die  Potenz  mit  dem  Exponenten  p, 
so  wird  (mod.  p) 

(m-\-nj)f*  ^2mP -\- nPjP  ^m  •■\- njp~^ -j^Efn -]- N  ^  nj] 

daraus  folgt  ebenso  weiter 

p(p-i)        y-i 

(m  +  njy-P  ^mP  +  N    »     n^N  *  j 

Eizm  -{-  nN  ^    'j    (mod.p), 

und  da  ^—^ —  ein  ganzes  Vielfaches  von  {p  —  1)  ist, 

=  w  +  nj, 

so  dass  also  jede  unserer  neuen  complexen  Zahlen  in  die  Potenz 
(p^  —  1)  erhoben  gleich  der  Einheit  wird.  Es  kann  deshalb  die 
Ordnung  von  (17°)  nur  ein  Theiler  dieses  Exponenten 
(p^  —  1)  sein. 

In  der  Congruenz 

(m  +  nj)  P  ^  ^H  (m  +  nj)    (mod.  p) 

ist  der  Fermat'sche  Satz  für  unser  Zahlengebiet  enthalten. 

Verstehen  wir  unter  (p{u)  die  zahlentheoretische  Function,  welche 
angiebt,  wie  viele  ganze,  positive  Zahlen  kleiner  als  u  und  theilerfremd 
zu  u  sind,  so  folgt  genau  durch  die  in  der  Zahlentheorie  üblichen 
Schlüsse,  dass,  wenn  man  unter  f  einen  Theiler  von  (p*  —  1)  versteht, 
zu  dem  Exponenten  f  gerade  9  {f)  Zahlen  (m  +  nj)  gehören,  d.  h. 
dass  (p(f)  Zahlen  vorhanden  sind,  deren  f^^  Potenz  der  Einheit  con- 
gruent  wird,  während  niedere  Potenzen  dieser  Zahlen  nicht  ^  1 
werden. 
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Erweitert  man  auf  unser  Gebiet  den  Begriff  der  primitiven  Wurzeln, 
so  ergiebt  sich  wieder,  dass  gerade  9)(i>^ — 1)  Zahlen  (Wq  +  ^^oJ)  Primi- 
tive Wurzeln  sind,  und  dass  jede  Zahl  (m  +  nj)  einer  Potenz  irgend 
einer  solchen  primitiven  Wurzel  (m^  +  %j)  congruent  wird. 

§  538.  Mit  den  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  hängt 
eine  andere  Frage  zusammen,  die  wir  hier  erledigen  wollen.  Betrachtet 
man  in  der  homogenen  linearen  Substitution  mit  reellen  Coefficienten 

V  =  \h,  Je    ah  -{-  bJc,  ah  +  67c  | 

die  wirklichen  Werthe  der  Indices,  statt  wie  bisher  ihre  Reste  modulo  p, 
so  kann  man  auch  hier  fragen,  unter  welchen  Bedingungen  eine  Potenz 
von  V  gleich  der  Einheit  wird;  im  Allgemeinen  nämlich  werden  sämmt- 
liche  Potenzen  der  Substitution  v  von  einander  verschieden  sein. 

Damit  v  überhaupt  eine  Substitution  darstelle,  muss  (ab' — ab) 
=1=0  sein. 

Wir  können  nun  genau  wie  im  vorigen  Paragraphen  den  Versuch 
machen,  eine  Function  (mh  -(-  wÄ)  zu  bestimmen,  welche  durch  v  in 
ein  Vielfaches  q  (mh  +  nK)  verwandelt  wird.  Damit  dies  möglich  sei, 
müssen  m,  n,  q  den  Gleichungen 

m(a  — p)  +  wa'=0 

^      ^  m6  +  n(6'— (>)  =  0     . 

Genüge  leisten.     Also  muss  q  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(19*)  ^^  —  g(a  +  V)  +  (aV—  ab)  =  0 

sein. 

Hierbei  unterscheiden  wir  wie  oben  drei  Fälle,  je  nachdem  näm- 
lich in  dem  Ausdrucke  für  die  Wurzeln 


der  Radicand  positiv,  Null,  oder  negativ  ist. 

Im  ersten  Falle  seien  ^j,  q^  die  beiden  Wurzeln  von  (19*)  und 

w  =  \h^k    Q^hy  Q^Tc\ 

die  Normalform.  Damit  jetzt  w?^  =  1  werde,  muss  pj  =  1 ,  ()g  =  1 
werden;  es  müssen  also  q^  und  q^  zwei  reelle  A^  Einheitswurzeln  sein, 
d.  h.  sie  müssen  die  Werthe  +1,  —  1  annehmen.  Das  ist  nur  mög- 
lich bei 

a  +  b'=  0,    a'b  —  a6'=  +  1 , 

und  k  nimmt  den  Werth  2  an.  In  der  That  findet  man  für  jede 
solche  Form 
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W  = 


h,  Je    ah  -{-  bky  — , —  h  —  ak 


b 
die  zweite  Potenz  gleich  der  Einheit.  — 

Im  zweiten  Falle  kommen  wir  wie  oben  zu  einer  Normalform 

w  =  \hy  Je    qJij  h  +  Qik  I , 
für  welche 

tv^  ^  \h,  k     (f{h,  XQ^-^h  +  Q\k  I 

wird.     Damit   w^  =  w   wird,   muss   q^  eine   (A  —  1)*®  Einheitswurzel 

und  A  =  1  sein.     Also  kann  für  A  >  1  nie  tv^  =  w  werden.  — 

Im  dritten  Falle  wird  die  Normalform  äusserlich  gleich  der  im 

ersten  Falle 

w  =  \h,  k    Q^h,  Q^k  I ; 

aber  hier  haben  q^  und  q^  ^^^  conjugirt  complexen  Werthe 


Damit  lo^  =  l  wird,  müssen  beide  Werthe  conjugirt  complexe  A**  Ein- 
heitswurzeln sein, 

— i—  +  ^y  —  \-^~^)  +  («*  —  ^^)  =  COS  -^  +  »  sm  -^-, 
d.  h.  also 
(21)  a  +  6'=2co8?P;    ab'—ab=l. 


In  der  That  findet  man  auch,  wenn  die  Bedingungen  (21)  erfüllt  sind, 

J 


lur  ()i,  92    die   Werthe  cos  -~. \-  t  sm  -^—   und   cos i  sm  -^- , 


und  also  ut)^  =  \. 

Man  erkennt  sofort  den  inneren  Zusammenhang  zwischen  dieser 
Untersuchung  und  der  gelegentlich  der  Frage  nach  den  Iterationen 
einer  gebrochenen  linearen  Function  angestellten  (Vorles.  24;  Bd.  I). 


Vierundfünfzigste  Vorlesung. 
Fanctionengattangen. 

§  539.  Durch  die  Untersuchungen  der  letzten  Vorlesungen  sind 
wir  zu  der  Bildung  eines  wichtigen  BegrifiFes,  dem  der  Gattungen 
von  Functionen  geführt  worden,  auf  welchen  wir  nunmehr  genauer 
eingehen  müssen. 
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Es  seien  n  von  einander  unabhängige,  unbestimmte  Grössen  0^, 
^27  '  ' '  ^n  gegeben.  Wir  haben  symmetrische  Functionen  dieser 
Grössen  gebildet  und  gesehen,  dass  diese  für  alle  n\  Substitutionen 
der  0  ungeändert  bleiben;  diese  n!  Substitutionen  bilden  die  sym- 
metrische Gruppe;  jede  Function,  die  für  alle  diese  Substitutionen 
ihre  Form  nicht  ändert,  ist  eine  symmetrisch^  Function.  Sämmtliche 
symmetrische  Functionen  wollen  wir  zu  einer  Gattung  rechnen,  der 
symmetrischen   Gattung. 

Wir  haben   dann  weiter  (§  519)   eine   alternirende   Function 

VD=JJ(^i  —  ^^)        (A  =  1,2,...w  — 1;  ^  =  ^  +  l,...n) 

gebildet  und  gesehen,  dass  diese  für  alle  geraden  Substitutionen  ihre 
Form  beibehielt;  diese  Substitutionen  bildeten  die  alternirende 
Gruppe;  der  Inbegriff  aller  alternirenden  und  allgemeiner  aller  zwei- 
werthigen  Functionen  bildet  die  alternirende  Gattung. 

In  ahnlicher  Weise  haben  wir  cyklische  Functionen  und  cyk- 
lische  Gruppen  u.  s.  f.  zusammengestellt;  wir  fassen  die  Functionen 
jedesmal  zu  einer  Gattung  zusammen. 

Wir  wollen  nun  allgemeiner  eine  beliebige,  ganze,  rationale  Function 
von  n  unabhängigen  Elementen  J3t7^2>'"  ^n 

(1)  9(^17^27'"   ^n)  =  <Pl 

bilden  und  alle  die  Substitutionen  ins  Auge  fassen,  deren  Anwendung 
auf  (p  die  Form  und  damit  den  Werth  dieser  Function  nicht  ändert. 
Sind  Sx  und  5^  zwei  solche  Substitutionen,  so  wird,  wenn  wir  das 
Resultat  ihrer  Anwendung  auf  9^  mit  <pa^  und  9,    bezeichnen, 

d.  h.  die  Folgen  S/^Sx  und  SxSf^  gehören  auch  zu  den  Substitutionen, 
die  (1)  nicht  ändern;  ihre  Gesammtheit  bildet  eine  Gruppe  G.  Diese 
Gruppe  ordnen  wir  der  Function  <p  zu;  wir  sagen:  die  Function  q) 
gehört  zu  der  Gruppe  G  und  umgekehrt,  die  Gruppe  G  gehört 
zu  der  Function  9.  Besteht  G  aus  den  r  Substitutionen,  unter 
denen  natürlich  die  Einheitssubstitution  vorkommt, 

(2)  «1=  1,    52,     58,    •••    Sr, 

so  bilden  die  r  Substitutionen,  bei  denen  Sa  ein  beliebiges  Element 
aus  (2)  selbst  bezeichnen  soll, 

(3)  SiSa,   525«,   535«,  •••   SrSa        (a  =  l,2,---r) 

gleichfalls   die   Gruppe    6r;   denn   diese   Producte   kommen   sämmtlich 
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in  G  vor  und  sind  alle  unter  einander  verschieden.  Das  Gleiche  gilt 
von  der  Reihe 

(4)  SaSi,     SaSi^     5«  «8  ,    •'•    Sa  Sr  («  =  1 ,  2,  •  •  •  f). 

Insbesondere  erkennt  man^  da  1  auch  in  (3)  und  in  (4)  vorkommen 
muss,  dass  mit  jedem  s^  auch  s~^  in  (2)  auftritt. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ist  es  klar,  dass  zu  jeder  Function  eine 
Substitutionengruppe  gehöri  Es  fragt  sich,  ob  umgekehrt  zu  jeder 
irgendwie  definirten  Gruppe  eine  Function  gefunden  werden  kann. 
Durch  die  Behandlung  dieses  allgemeinen  Problems  erledigen  wir  eine 
Reihe  von  Fragen,  die  früher  jedesmal  in  Specialfällen  behandelt 
werden  mussten.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  zu  jeder  Gruppe  unendlich 
viele,  miteinander  durch  wichtige  gemeinsame  Eigenschaften  verknüpfte 
Functionen  existiren;  diese  schliessen  wir  dann  in  eine  Functionen- 
gattung  zusammen,  welche  durch  die  Gruppe  als  ihre  Invariante  ein- 
deutig  bestimmt  ist  Solche  Gattungen  (symmetrische,  altemirende, 
cyklische  u.  s.  f.)  haben  wir  schon  mehrfach  benutzt. 

Wir  wollen  zunächst  die  einfachste  Gruppe  unseren  Betrachtungen 
zu  Grunde  legen,  nämlich  die  aus  der  identischen  Substitution  1  allein 
bestehende  Gruppe  der  Ordnung  1.  Eine  zugehörige  Function  q)  =  ip^ 
muss  daher  bei  jeder  der  nl  vorhandenen  Substitutionen  einen  anderen 
Werth  annehmen.  Daraus  folgt,  dass  g>  unter  dem  Einflüsse  verschie- 
dener Substitutionen  auch  stets  verschiedene  Werthe  erhält.  Denn  aus 
der  Gleichung 

d.  h.  q)  bliebe  für  s^st^  ungeändert,  und  es  müsste  infolge  unserer 
Voraussetzung  s^s~^  =  1,  d.  h.  5^  =  s^  sein.  Es  hat  demnach  g)^  so 
viele  Werthe  als  es  Substitutionen  giebt  nämlich  n!;  q)  ist  eine 
nl-werthige  Function;  die  Functionen  dieser  Gattung  nehmen  da- 
her soviele  Werthe  an,  als  überhaupt  möglich  sind. 

Derartige  Functionen  lassen  sich  in  mannigfacher  Art  herstellen. 
Bedeuten  Wq,  Wj,  •  •  •  Un  unbestimmte  Parameter,  so  genügt  z.  B.  jedes 
lineare  Aggregat 

der  Forderung;  denn  wenn  s«  die  Umänderung  der  Function  q)^  in 

(Ps„  =  Uq  +  Ui  Za,  +  Ui  Za^  -\ -f  UnZa^ 

hervorruft,  wobei  die  Za^,  •  •  •  Za^  nur  eine  Umstellung  der  z^^^  -  >  >  Zn 
bedeuten,  dann  kann  wegen  der  Unbestimmtheit  der  u  nur  dann 
9i  =  9*a  sein,  wenn  jedes  Za  =  ^x  wäre,  d.  h.  wenn  s^  alle  Ele- 
mente z  ungeändert  Hesse. 
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In  ähnlicher  Weise  folgt^  dass  auch  der  Ausdruck 

(5-)  t^-^uX^T'-'C 

zur  Gruppe  1  gehört,  wenn  die  u  wieder  unbestimmte  Grössen  be- 
deuten, die  sogar  positiv  und  ganzzahlig  sein  dürfen. 

Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  Grössen  ^i ,  ^2  >  *  '  *  ^« 
unbestimmte  Grössen  seien.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  0  seien 
fest  gegebene  Grössen,  zwischen  denen  beliebige  numerische  Beziehungen 
statthaben  können.  Es  ist  nun  möglich,  in  diesem  Falle  eine  n!-werthige 
Function  q)^  so  zu  bilden,  dass  auch  bei  der  Substitution  dieser  fest 
gegebenen  Grössen  fi,  ^27'''  Sn  statt  ^i,  ^i,  -  -  •  ^n,  die  w!-Werthe 
q>  unter  einander  numerisch  verschieden  bleiben,  so  lange  nicht  zwei 
oder  mehrere  Werthe  Si ,  S2 ;  *  *  *  Sn  einander  gleich  werden.  In  diesem 
letzten  Falle  ist  eine  solche  Function  9?(^i,  ^2,  •  •  ■  Hn)  natürlich  nicht 
vorhanden;  denn  wäre  z.  B.  ?i=  £2;  dann  würde  9?  (5i?  S27  S37  ' '  '  tn) 
=  fp  {tiy  ti}  tzf  " '  tn)  werden,  wie  9  auch  gewählt  wird.  Wir  schliessen 
daher  den  Fall  aus,  dass  numerische  Relationen  £„  =  iß  unter  den  g 
vorkommen. 

Wenn  nun  alle  £  unter  einander  verschieden  sind,  dann  sei  M 
das  Maximum  und  m  das  Minimum  der  absoluten  Beträge  der  Diffe- 
renzen zweier  g, 

|5i — £217    l£i  — Ssl?    \t2  —  ts\}  •••    |£fi-i  — 6»l5 

wir  wählen  jetzt  eine  Constante  m^  beliebig  und  die  weiteren  Con- 
stanten U2f  t^y  ' '  •  nur  den  Bedingungen 

m'\Un\>M'(\Uj^\-^ h  |wn_,  I) 

imterworfen.  Aus  einer  Gleichung  zwischen  den  beiden  linearen 
Aggregaten 

«0  +  uiti,  +  ^k  H h  **»S«„  =  Wo  +  uitk,  +  thtk^  H h  w»5*„ 

würde  dann  folgen,  wenn  g,^  von  £*„  verschieden  wäre, 

Un  (&„  —  &,)  =  u,^i  (g*^_j  —  &-^_i)  H h  Wi  (&i  —  &J , 

\^n\'\ii,—  tkJ<M^{\u,\  +  \u,\  +  '"  +  \Un-l\). 

Nach  unseren  Festsetzungen  ist  aber  bei  verschiedenen  g,^,  £*^  in 
Widerspruch  zu  dieser  Ungleichung  stets 

|«.|  •  U.-.-&J  >-a^(l«iH-  l»,l  +  •  •  •  +  l««-i|)- 

Demgemäss  muss   £,   =  ^^  sein.     Aus  der  resultirenden  Gleichung 
Wo  +  Wi£^  -\ \-  w„_i&-^_j  =  tio  +  WiS*,  H (-  W»-i£it„_i 
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würde  dann  ebenso  &„__i  =  Sifc„_i  folgen,  u.  s.  f.,  bis  auf  S»j  =  5*,  ? 
d.  h.  die  beiden  einander  numerisch  gleichen  Ausdrücke  würden  identisch, 
und  Si  ^  s*. 

Zu  diesem  Satze  können  wir  noch  hinzufügen^  dass  Uq  auf  un- 
endlich viele  Arten  so  gewählt  werden  kann,  dass  auch  die  absoluten 
Werthe  der  9i(Si;  *  *  *  tn),  9*;(5o  *  * '  5«);  *  *  *  sämmtlich  unter  einander 
verschieden  ausfallen.  In  der  That,  setzt  man  etwa  bei  allgemeinen 
complexen  Werthen  der  u  und  der  J 

dann  kommt  es  nur  darauf  an,  die  beiden  Gonstanten  p  und  g  so  zu 
wählen,  dass  alle  Ausdrücke 

(P  +  ^aY  +  (q  +  tay  =  p'  +  q'  +  2öaP  +  2x^2  +  (JS  +  rS 

(a=l,  2,-.-  w!) 

von  einander  verschieden  ausfallen.  Das  ist,  wenn  man  z.  B.  p  =  q^ 
und  q  hinreichend  gross  annimmt,  auf  reellem  Gebiete  stets  zu  er- 
reichen, wie  man  leicht  sieht. 

Da  wir  dieselben  Schlüsse  auch  auf  log  g^,  log  t^,  •  •  •  log  gn  an- 
wenden können,  so  folgt,  dass  sich  auch  in  (5*)  die  Constanten  u  so 
wählen  lassen,  dass  ^i(5i,-  ••  S«)  nach  wie  vor  w!  von  einander  ver- 
schiedene Werthe  annimmt,  falls  eben  nur  die  Si^  ^;  * ' '  &n  von  ein- 
ander verschiedene  Werthe  besitzen. 

Die  hier  zu  Grunde  gelegte  Gruppe  mit  der  einzigen  Substitu- 
tion 1  ist  gewissermassen  der  andere  Pol  zur  symmetrischen,  welche 
alle  Substitutionen  umfasst.  Wir  wollen  sie  die  Galois'sche  Gruppe 
und  die  zu  ihr  gehörigen  Functionen,  deren  Existenz  wir  eben  her- 
geleitet haben,  Galois'sche  Functionen  nennen.  Diese  wollen  wir  zu 
der  Galois'schen  Gattung  vereinigen. 

Mit  Hülfe  solcher  w!-werthigen  Galois'schen  Functionen  kann 
man  leicht  zu  jeder  anderen  Gruppe  G  zugehörige  Functionen  con- 
struiren.  Besteht  G  aus  den  Substitutionen  (2),  so  bilden  wir  aus 
einer  n!-werthigen  Function  9  =  ^^  die  r  Werthe,  welche  durch  jene 
Substitutionen  s^^  s^,-  •  -  Sr  aus  9  hervorgehen 

(6)  9i  =  97   Vh7   9*.;  •••   9v> 

und  aus  ihnen  setzen  wir  eine  symmetrische  Function,  etwa  die 
Potenzsumme  zusammen 

* = 9i + 9*^ + ^r,  H — ^  ^t' 
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in  welcher  x  noch  unbestimmt  bleiben  soll.  9  bleibt  für  jedes  Sa  von 
G  ungeändert^  da  ja  wegen  der  bei  (3)  gemachten  Bemerkung  der 
Werth 

wird.  Es  ist  aber^  damit  0  zu  G  gehöre,  umgekehrt  auch  noth- 
wendig,  dass  0^  nur  für  Substitutionen  6  der  yorgelegten  Gruppe  G 
gleich  O  werde.  Um  dies  zu  erreichen,  treffen  wir  die  folgenden 
Vorkehrungen.  Es  seien  die  9>i^  9>27  93; '"  ^^^^  absteigenden  Werthen 
ihrer  absoluten  Beträge  geordnet,  durch  x^^  x^y  Zs;  " '  dargestellt.  Dann 
lässt  sich  der  Exponent  %  so  wählen,  dass  die  Ungleichungen 

:c?|>|4l  +  l^s|H — 5   |a^2|>|x;l  +  !%il  H — 5 

|a:.^-i|>|^; 

gelten.  Ist  dies  geschehen,  dann  kann  eine  Gleichung  mit  willkür- 
lichen Indices  «,/},••■;  £,  g,  •  •  • 

X       I  X       I  X       I  X       I 

X«  +  Zrf  H —  =  z.  +  Zf  H — 

nur  dann  stattfinden,  wenn  alle  Glieder  der  einen  Seite  auch  auf  der 
anderen  Seite  vorkommen.  Wenden  wir  dies  auf  Q^a  =  0i  an,  dann 
folgt  bei  dieser  Wahl  des  Exponenten,  dass  6  die  Werthe  ^j,  9^, 
•  -  •  9«^  unter  einander  umwandelt  und  also  zu  G  gehört;  denn  q>  ist 
ja  so  eingerichtet,  dass  es  n\  Werthe  hat,  und  dass  jedem  Werthe 
eine  Substitution  entspricht,  deren  Anwendung  auf  9  gerade  diesen 
Werth  hervorruft.  — 

Für  die  Rechnung  stellt  es  sich  bequemer,  eine  Function 

W=^t  +  ^^  +  t^-\ 1-1^,^ 

mit  Hülfe  von  (5*)  zu  bilden.  Auch  hier  kann  man  auf  unendlich 
viele  Arten  so  vorgehen,  dass  ^  für  alle  und  nur  für  die  Substitu- 
tionen der  Gruppe  G  ungeändert  bleibt. 

Eine  andere  Methode,  Functionen  zu  construiren,  die  zu  G  gehören, 
ist  die  folgende.     Nachdem  wir  eine  n!-werthige  lineare  Function 

(5)  qp^  =  Wq  -f  U^Z^  -j \-  UniSn 

hergestellt  haben,  bilden  wir  mit  einer  Unbestimmten  u  das  Product 

{u-q>,,)         (A=l,2,...r). 

Dies  bleibt  für  alle  Substitutionen  s^,  s^,  -  •  *  Sr  von  G  ungeändert. 
Wenn  umgekehrt  für  irgend  eine  Substitution  6 


n 
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ist,  dann  folgt  wegen  der  Unbestimmtheit  des  u,  dass  die  linearen 
Factoren  beider  Seiten  mit  einander  übereinstimmen  müssen.  Um  dies 
einzusehen  reicht  es  aus,  u  gleich  einem  q)s^a  zu  setzen.    Insbesondere 

wird  (u  —  (pa)  unter  den  (u  —  9,^)  vorkommen,  (pa  muss  daher 
gleich  einem  g),^  sein.  Weil  nun  g)  als  n!-werthige  Function  ange- 
nommen wurde,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  6  =  Sx  ist,  d.  h.  wenn 
ö  selbst  der  Gruppe  G  angehört. 

Von  dieser  Construction  werden  wir  in  der  siebenundfÜnfzigsten 
Vorlesung  wichtige  Vortheile  ziehen  können. 

Endlich  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  die  gemeinsamen  Substitu- 
tionen zweier  Gruppen,  selbst  wieder  eine  Gruppe  bilden.  Denn  sind 
z.  B.  die  beiden  Gruppen  G  und  G^  gegeben,  und  gehört  zur  ersten 
9(^1? '  *  •)  ^^^  ^^^  zweiten  ti^u  '  • '))  dann  wird  die  Function 

in  der  u  eine  Unbestimmte  bedeutet,  nur  für  eine  Substitution  unge- 
ändeii  bleiben,  welche  sowohl  9  als  ^  ungeandert  lässt,  also  zu  G 
und  zu  G^  gehört.  Umgekehrt  lasst  jede  zu  G  und  zu  G^  gehörige 
Substitution  q)  -{-  tiilf  ungeandert.  Alle  gemeinsamen  Substitutionen 
bilden  folglich  die  zu  9  +  **^  gehörige  Gruppe. 

Für  die  folgenden  Betrachtungen  wollen  wir  nun  wieder  die  g  als 
unbestimmte  Grössen  voraussetzen,  so  lange  das  Gegentheil  nicht  aus- 
drücklich bemerkt  wird. 

§  640.  Durch  die  eben  besprochene  Methode,  Functionen  her- 
zustellen, die  einer  gewissen  Gruppe  G  von  Substitutionen  angehören, 
haben  wir  die  Existenz  der  zugehörigen  Functionengattung  nach- 
gewiesen. Ist  also  eine  Gruppe  G  gegeben,  so  kann  man  beliebig 
viele  Functionen  construiren,  die  für  die  Substitutionen  von  G  und 
nur  für  diese  ungeandert  bleiben  (auch  wenn  für  die  z  feste,  von  ein- 
ander verschiedene,  sonst  aber  ganz  willkürliche  Werthe  gegeben  sind). 
Und  wenn  umgekehrt  eine  Function  der  n  Grössen  0  gegeben  ist,  dann 
kann  man  durch  Untersuchung  des  Einflusses,  welchen  jede  der  n! 
Substitutionen  auf  die  Function  ausübt,  die  Gruppe  bestimmen,  die  zu 
dieser  Function  gehört. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Gattungen  giebt.  Dazu  reicht  es  aus,  zu  bedenken,  dass  die  n!  Sub- 
stitutionen nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gruppen  zulassen. 

Die  Zugehörigkeit  zu  derselben  Gruppe  von  Substitutionen  ent- 
scheidet darüber,  ob  Functionen  derselben  Gattung  angehören.  Es 
giebt  aber  weiter  noch  andere  Eigenthümlichkeiten  algebraischer  Natur, 
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durch  welche  Functionen  derselben  Gattung  mit  einander  yerknüpft 
sind.     Zu  diesen  wenden  wir  uns  jetzt. 

I)  Ist  G  mit  den  Substitutionen  (2)  die  vorgelegte  Gruppe, 

n  f 

und  bezeichnen  wir  —  =  (>,  so  ist  jede  zu  G  gehörige  Func- 
tion q)^  die  Wurzel  einer  Gleichung  (>*^°  Grades,  deren  Coeffi- 
cienten  in  den  0  symmetrisch  sind. 

Bei  symmetrischen  Fimctionen  ist  r  =  nl  und  p  =  1 ,  so  dass 
hier  der  Satz  selbstverständlich  wird. 

Ist  9i  nicht  symmetrisch,  so  giebt  es  ausser  den  zu  G  gehörigen 
Substitutionen 

(2)  «1  =  1,   «2,   «8;  •••   «r 

noch  eine  neue  6^ ,  welche  q>^  in  einen  anderen  Werth  tpa^  =  (p^  um- 
wandelt. Die  Substitutionen,  welche  aus  rechtsseitiger  Multiplication 
von  (2)  mit  6^  entstehen  nämlich 

sind  (§  508,  E)  sämmtlich  unter  einander  und  von  (2)  verschieden;  sie 
rufen  sämmtlich  den  gleichen  Werth  q>2  hervor,  da  ja 

ist.  Und  sie  sind  auch  die  einzigen  dieser  Eigenschaft.  Denn  aus 
^>t  =  g>a^  folgt  g?yjy— i  =  qpj;  also  gehört  te^^  zu  (2),  d.  h.  es 
wird   sein 

Giebt  es  ausser  (2)  und  (2*)  andere  Substitutionen  der  n  Ele- 
mente jsr,  ist  also  w!>  2r,  so  sei  6^  eine  solche  Substitution;  sie  ruft 
einen  von  (p^  und  (p^  verschiedenen  Werth  9^,  =  ^g  hervor.  Wir  be- 
trachten nun  die  Substitutionen,  die  ähnlich  wie  (2^^)  gebildet  sind, 

und  können  von  ihnen  die  entsprechenden  Eigenschaften  wie  von  (2*) 
nachweisen:  sie  sind  unter  sich  und  von  (2)  und  (2*)  verschieden;  sie 
wandeln  sämmtlich  9  in  q>^  um;  und  nur  sie  haben  diese  Wirkung. 

In  dieser  Art  können  wir  fortgehen  bis  zu  einem  Functionen- 
werthe  9^  und  einer  Substitutionenreihe,  mit  welcher  das  Schema  (2), 
(2*),  (2^)  .  • .  abschliesst, 

(2^)  tf^,  s^e^,  s^ö^,  •••   Sr6^. 

Die  Reihen  (2),  (2''),  (2»»),  -  •  ■  (2*^)  enthalten  jetzt  sämmtliche  w!  Sub- 
stitutionen, sodass  also  rQ  =  nl  ist.  (p^  ist  eine  (>-werthige  Function; 
die  Anzahl  der  Werthe  einer  Function  9^  ist  ein  Theiler  von  n!. 
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Die  Anordnung  der  n !  Substitutionen  in  die  Reihen  (2),  (2*),  •  •  • 
ist  von  der  Wahl  der  6^^  ^39  *  *  -  <^^  unabhängig.  Denn  nimmt  man 
z.  B.  statt  öa  ein  s^tfa;  welches  der  gleichen  Zeile  wie  6a  angehört, 
dann  wird  der  Gomplex 

bis  auf  die  Reihenfolge  mit  dem  durch  6a  hervorgerufenen 

6a  y    Si6af    Sz6af    '  '  ' 

Übereinstimmen,  da  der  Gomplex 

Sxy   SiS^y   Sa^x,  •    •     mit     1,   Sj,   S3,  •.• 

übereinstimmt  (vgl.  Formel  (3)  §  539). 

Ferner  ist  diese  Anordnung  von  der  Wahl  der  zur  gegebenen 
Gruppe  gehörigen  Function  q>  unabhängig.  Denn  gehört  auch 
xi^if '  ' '  ^n)  ="  Xi  ZU  (2),  dann  wird  6^  die  Function  %  in  ein  x^ 
überfahren,  wobei  X2  =H  Xi  ^^t.  Alle  (2*)  thun  dasselbe,  und  auch  nur 
sie;  U.S.  f.  Hieraus  folgt,  dass  die  Werthe  9^  und  Xif  ebenso  ^g  ^^^ 
X2} ' ' '  ^^^h  einander  derart  zuordnen,  dass  jede  Substitution  der  sym- 
metrischen Gruppe  gleichzeitig  tpa  in  9^  und  Xa  in  Xfl  umändert. 

Nach  §  105,  Bd.  I  ist  jede  symmetrische  Function 

aller  Werthe  von  q)  eine  symmetrische  Function  der  is^,  z^y  •  •  •  Zn^ 
und  wenn  daher  t  eine  unbestimmte  Grösse  bedeutet,  dann  wird  der 
Ausdruck 

(7)    {t—^;){t  —  q>^)''(t—q>^)  =  t^  —  C^t9-^  +  Ci<?-* ±C^ 

eine  ganze  Function  von  ty  deren  Goefficienten  symmetrische  Func- 
tionen der  z  sind.     Die  Gleichung 

(7»)  U  —  C^t9-^  +  Cg^?-« ±Cg  =  ^(0  =  0 

hat  daher  die  q  Werthe  ^i,  (p^y  -  •  -  q>Q  zu  Wurzeln.  Dies  ist  die 
Gleichung  p**"  Grades,  von  welcher  in  dem  Theorem  zu  Anfang  dieses 
Paragraphen  die  Rede  war.  In  §  573  werden  wir  beweisen,  dass  (7) 
im  Rationalitätsbereiche  der  symmetrischen  Functionen  irreductibel  ist. 

Die  verschiedenen  Werthe  der  ()-werthigen  Function  q>  nennen 
wir  einander  conjuge  Werthe.  — 

II)  Gehören  9)  und  x  derselben  Gattung  an,  dann  ist  jede 
dieser  Functionen  rational  durch  die  andere  ausdrückbar 
mit  Coefficienten,  die  in  den  0  symmetrisch  sind,  und  um- 
gekehrt.    In  der  That  gehört  die  rationale  gebrochene  Function 


t  — 


"Pli^l^'-^n)  ^-"Pl 
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gleichfalls  zu  der  Gattung  von  q)^  und  x^ ,  und  sie  nimmt  für  d^  =  1 , 
^27  ^8?  •  •  •  ^Q  ^^^  Werthe 

%i  Xi  . .  .     ._1?„ 

an.  Daher  wird  die  rationale  ganze  Function  von  t^  welche  unter 
Benutzung  von  (7*)  gebildet  wird, 

zugleich  eine  ganze  symmetrische  Function  der  g^y  z^,  •  •  •  x^«.  Aus 
dieser  Gleichung  folgt  dann  für  t  =  q>iy  wie  schon  häufig  früher 
gezeigt  wurde  ^ 


(9)  ^'(9(^1,  •  •  •  ^n))  =  (9l  —  92)  (9l  —  <P8)  •  •  •  (^1  —  9^)- 

Man  kann  die  Form  (8)  so  umgestalten,  dass  der  Nenner  frei  von  (p^ 
und  in  den  e  symmetrisch  wird;  dafür  tritt  dann  eine  Beziehung 

\p )  Xiyjiu  ■  •  •  ^n)  = -j 1 

9 

(9»)      J^==Ui<px-<p,y      (A  =  l,2,...p-l;^  =  A  +  l,...p) 

auf,  d.  h.  es  erscheint  die  Discriminante  von  (7)  als  Nenner  des  Aus- 
drucks (8^^).  Da  9P1,  9^2; '  *  *  ^e  ^^^  einander  verschieden  sind,  so  kann 
(8)  oder  (8*)  nicht  illusorisch  werden. 

Hierdurch  ist  der  erste  Theil  des  Satzes  bewiesen.  Besteht  femer 
ausser  (8)  noch  umgekehrt  eine  Gleichung,  der  gemäss  (p^  durch  Xi 
ausgedrückt  wird, 

^(Xiihr-'^n)) 


(8*)  9l(^l,---^n) 


^\Zl{h^--'^n)y 


so  folgt  aus  (8),  dass  Xi  ^^^  ^U^  Substitutionen  ungeändert  bleibt^ 
welche  (p^  nicht  ändern,  und  aus  (8*),  dass  g)^  für  alle  Substitutionen 
ungeändert  bleibt,  die  Xi  iiicht  ändern.  Folglich  gehören  9^  und  Xi 
zur  selben  Gattung. 

Der  obige  Lehrsatz  giebt  also  auch  eine  rein  arithmetische  Defini- 
tion der  Functionengattungen:  Alle  Functionen,  die  sich  gegen- 
seitig rational  durch  einander  ausdrücken  lassen  mit  Coeffi- 
cienten,  welche  in  den  e  symmetrisch  sind,  bilden  eine 
Gattung.  Aus  (8^)  und  (7)  geht  hervor,  dass  diese  Darstellung  in 
der  Form  einer  ganzen  Function  gegeben  werden  kann,  deren  Coeffi- 
cienten  gebrochene  symmetrische  Functionen  mit  dem  Nenner  z^^  sind; 
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die  ganze  Function  braucht  dabei  nur  bis  zum  Grade  {q  —  1)  auf- 
zusteigen, da  höhere  Potenzen  von  q)  sich  mit  Hülfe  von  (7)  ent- 
fernen lassen. 

Der  abgeleitete  wichtige,  durch  (8)  oder  (8*)  ausgedrückte  Satz 
stammt  von  Lagrange*).  Er  ist  unter  Wahrung  des  obigen  Beweis- 
ganges einer  weiteren  Ausdehnung  fähig,  zu  der  wir  zunächst  übergehen. 

III)  Wenn  z(^i;  *  *  "  ^«)  ®^^®  Function  bedeutet,  die  bei  der  An- 
wendung von  G  ungeändert  bleibt,  dann  braucht  sie  nicht  nothwendig 
zu  der  durch  G  charakterisirten  Gattung  zu  gehören;  denn  es  ist  mög- 
lich, dass  sie  noch  für  andere  Substitutionen  ungeändert  bleibt  In 
diesem  Falle  sagen  wir,  %  gehöre  einer  Gattung  an,  die  unter  der 
Gattung  G  steht,  oder  kürzer:  %  selbst  steht  unter  der  Gattung  G 
(vgl.  §  521).  Es  sei  dies  die  durch  G^  charakterisirte  Gattung,  deren 
Ordnung  wir  durch  r^  bezeichnen  wollen.  Dann  gehört  jede  Sub- 
stitution von  6r  zu  (?!,  d.  h.  G  ist  eine  Subgruppe  oder  ein 
Theiler  von  6?^,  und  G  ist  in  G^  enthalten,  wenn  die  Gat- 
tung Gl  unter  der  Gattung  G  steht.  So  steht  jede  Gattung  unter 
der  Galois'schen  (§  539);  und  umgekehrt  steht  die  symmetrische 
Gattung  unter  jeder  anderen. 

Ist  nun  6^  eine  der  zur  G^  gehörigen  Substitutionen,  die  nicht 
in  G  vorkommen,  dann  wird  6^  die  Function  Xx  ungeändert  lassen, 
dagegen  qo^  in  ein  q)^  umwandeln.  Man  erkennt  nun  genau  wie  bei 
den  obigen  Schlüssen,  dass  alle  Substitutionen  (2*^)  gleichfalls  q>j^  in  (p^ 
umwandeln,  und  dass  dies  die  einzigen  dieser  Eigenschaft  sind.  Weiter 
kann  man,  wenn  r^  >  2r  ist,  ebenso  zu  (2^)  übergehen  u.  s.  f.  Es 
wiederholen  sich  unsere  früheren  Schlüsse,  und  wir  kommen  zu 
folgenden  Resultaten:  Ist  die  Gruppe  G  von  der  Ordnung  r  ein 
Theiler  der  Gruppe  G^  von  der  Ordnung  r^  und  ri=rg,  dann 
hat  jede  zu  G  gehörige  Function  g)  für  die  Substitutionen 
von  (tj  genau  q  Werthe,  tp^y  9a;' ••  9>q'  ^^^  ^i  Substitutionen 
von   G^  vertheilen  sich  in  q  Zeilen  von  je  r  Substitutionen 


^1  ^»        ;       ^2  ^2  >       ^3  ^2  f 


(10)  Si^Jj       ,       «2^3?       h^'. 


37 


derart,  dass  die  Elemente  einer  jeden  Zeile  q)^  in   denselben 
Werth    umwandeln,    und    dass    insbesondere   die    erste    Zeile 


♦)  Mem.  de  Berl.  1771  =  Oeuvres  III,  p.  359  und  p.  374  ff. 
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alle  die  Substitutionen  enthält,  welche  9^  nicht  ändern. 
Das  Schema  (10)  ist  ein  Theil  des  Schemas  (2). 

Auch  hier  ist  ^i  rational  durch  <p^  darstellbar.  Das  er- 
giebt  sich  genau  wie  oben  der  entsprechende  Satz;  denn  in  dem  Be- 
weise bleibt  Alles  wie  früher,  da  nur  die  fiir  den  Satz  unwesentliche 
Aenderung  der  Voraussetzungen  eintritt,  dass  ^jr^  ==  ^^  =  . . .  =  j^^  ^  und 
ebenso  x^+i  =  "  * '  =  Z«?  u.  s.  w.  wird. 

Unsere  Ueberlegungen  zeigen  auch:  Ist  eine  Function  x^ 
rational  durch  eine  andere  q)^  darstellbar,  dann  ist  der  Grad 
der  irreductiblen  Gleichung,  welcher  Xi  gd^gt,  ein  Theiler 
des  Grades   derjenigen   irreductiblen  Gleichung,   welcher   9^ 

ipenüet.     Denn  die  Anzahl  der  Werthe  von  r,  ist  —  =  — -  =  —  • 
00  ^'^  r^        r  •  q        q 

Handelt  es  sich  hingegen  umgekehrt  darum,  eine  Function  g>  der 
enthaltenden  Gattung  G  durch  eine  Function  x  ^^^  enthal- 
tenen Gattung  G^  auszudrücken,  so  kommen  wir  auf  das  durch 
(7)  gelöste  Problem  zurück.  Wir  setzen  wieder  die  Ordnung  von  G 
gleich  r,  die  von  (r^  gleich  r^  und  nehmen  r^  =  rq  an.  Dann  rufen 
die  Substitutionen  von  G^  aus  9) »»  ^^  die  q  Werthe  9i;  9>2>  '  * '  9^« 
hervor;  ihre  symmetrischen  Functionen  bleiben  für  6rj  ungeändert  und 
gehören  deshalb  zur  Gattung  G^  oder  stehen  unter  ihr.  Jedenfalls 
lassen  sie  sich  also  rational  durch  Xi  ^^  GoefGcienten  ausdrücken, 
welche  in  den  e  symmetrisch  sind.     Setzen  wir  demgemäss 

9>i      +9%      H 1-99  =^i(Xi)7 

9>i9%  +  9i9s  H h  99-19«  =  ^(Xi)  f 


dann  wird,  wenn  wir  t  als  Unbekannte  einführen, 

die  gesuchte  Gleichung  werden,  deren  Wurzeln  fp^,  92?*'*  9«  sind. 
Die  Irreductibilität  dieser  Gleichung  wird  in  §  573  bewiesen  werden. 
Bei  den  Ueberlegungen,  die  wir  in  diesem  Paragraphen  angestellt 
haben,  tritt  also  die  Gattung  G^  an  der  Stelle  der  im  vorigen  Para- 
graphen behandelten  Gattung  der  symmetrischen  Functionen  auf,  und 
insofern  ist  (7^)  als  Verallgemeinerung  von  (7)  zu  betrachten.  Das 
Schema  (10)  ist  ein  Theil  des  durch  (2),  (2»),  -.•  (2°)  gegebenen; 
umgekehrt  ist  das  Polynom  von  (7*) 

(9  — 9i)  (9  — 9»)  •  •  •  (9  —  99) 
ein  Theiler  des  zu  (7)  gehörigen  Polynoms,  d.  h.  *i(f;  Xi)  ist  ein  Divisor 
von  9(t).    Es  ist  ^  -  9  =»  ^1  -  Pi;  und  da  r^  ein  Multiplum  von  r  ist,  so 
wird  Q  das  gleiche  Multiplum  von  q^. 

Ketto,  Algebra.  II.  20 
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§  541.     Die  Q  Wurzeln  von  (7»)  sind  die  verschiedenen  Werthe 

welche  q>  =  fpi  unter  dem  Einflüsse  sammtlicher  Substitutionen  zwischen 
den  ^,,  • .  •  0n  annehmen  kann.  Wir  haben  sie  bereits  oben  als  ein- 
ander conjuge  Werthe  bezeichnet.  Jedem  der  conjugen  Werthe 
^i>  9^if  '  ' '  Vq  entspricht  eine  Zeile  von  Substitutionen  des  Schemas 
(2)^  (2*)^  •  •  •.  Diese  bilden  aber  mit  Ausnahme,  derjenigen  der  ersten 
Zeile  G  keine  Gruppen^  wie  ja  schon  daraus  hervorgeht^  dass  keins 
der  übrigen  Systeme  die  Einheit  enthält.  Wir  werden  deshalb  bei 
ihrer  Bezeichnung  auf  die  Benutzung  des  Wortes  ^^Gruppe''  verzichten 
müssen  und  wollen  sie  als  die  der  Gruppe  G  conjugen  Gomplexe 
oder  kurz  als  conjuge  Gomplexe  bezeichnen,  und  schreiben  in  ver- 
ständUcher  Abkürzung 

(11)  (?;    G<y,;    ötf,;     .•   Gö^. 

Wir  können  diesen  Begriff  nach  der  Richtung  hin  er  weitem, 
dass  wir  auch  die  Systeme 

(12)  ö;   6iG',  6iG>,  ...   ö^G, 

welche  aus  einer  Anordnung  (4)  entspringen,  als  conjuge  Gomplexe 
bezeichnen,  trotzdem  sie  mit  der  UeberfÜhrung  einer  Function  in  ihre 
conjugen  Werthe  im  Allgemeinen  nichts  zu  thun  haben*). 

Durch  die  conjugen  Werthe  ^j,  9,,  •••  9^  werden  conjuge 
Gattungen  charakterisirt.  Da  9^  durch  Verwendung  von  6^  auf  q>i 
entsteht,  so  entsteht  die  zu  q)^  gehörige  conjuge  Gruppe  G^  dadurch 
aus  G  =^  G^^  dass  man  auch  auf  alle  Elemente  der  als  Cyklen  ge- 
schriebenen Substitutionen  von  6rj  die  gleiche  Substitution  6^  in  An- 
wendung bringt.     Ist  also  etwa 


-(y 


Si 

eine  Substitution   von  G   und   die   transformirende  Substitution 


^2 


-  C:.)' 


dann  geht  daraus  für  G^  die  Substitution  hervor 


Das  gleiche  Resultat  ergiebt  sich  nun  aber  für  die  Gomposition 


*)  Herr  H.  Weber  gebraucht  die  Bezeichnung  „Nebengruppen". 
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wodurch  wir  demnach  erkennen,  dass  G^  aus 

besteht  und  kurz  durch  G^  =  6^^G6^  bezeichnet  werden  kann.  Zu 
gehören  demgemäss  bezw.  die  einander  conjugen  Gruppen 

Die  Operation,  welche  von  s^  zu  6~^Sx(f  oder  von  einer  Gruppe  G 
zu  6~'^G6  führt,  wollen  wir  eine  Transformation  durch  6  nennen. 
Transformirte  Substitutionen  und  transformirte  Gruppen  sind  einander 
ähnlich,  d.h.  sie  unterscheiden  sich  von  einander  lediglich  durch  die 
Bezeichnung  der  eingehenden  Elemente  z.  Ebenso  sind  die  einander 
conjugen  Functionen  einander  ähnlich. 

Wir  wollen  diese  Begriffe  auf  unsere  einfachsten  Gattungen  an- 
wenden. Für  die  symmetrische  Gattung  ist  r  =  w!,  (>  =  1;  hier  giebt 
es  keine  conjugen  Gattungen. 

Ist  femer  q>  eine  zweiwerthige  oder  alternirende  Function,  so 
wird  (§  521) 

9>,  =  Äo  +  5,l/J), 

wobei  D  die  Discriminante  der  Grössen  ^i,  ^2;  * '  *  ^«  ^^^^  ^^^9  ^^^ 
S^y  Si  symmetrische  Functionen  bedeuten.  Ein  Blick  auf  die  Form 
von  9j  und  von  g)^  zeigt,  dass  q)^  und  (p^  zu  derselben  Gruppe,  der 
altemirenden,  gehören.  Das  Gleiche  ergiebt  sich  durch  die  obigen  Er- 
wägungen. Denn  wenn  G  die  Gruppe  aller  geraden  Substitutionen 
(§  520)  und  6  eine  Transposition  bedeutet,  dann  stellt  auch  if^Gö 
nur  gerade  Substitutionen  dar.  Die  beiden  conjugen  Gattungen  von 
9>^  und  von  q>^  gehören  also  derselben  Gruppe  an,  d.  h.  sie  fallen 
zusammen. 

Am  anderen  Ende  der  Beihe  der  Substitutionengruppen  treten 
gleiche  Verhältnisse  ein.  Ist  tp^  eine  Galois'sche  Function,  so  ist  die 
zugehörige  Gruppe  gleich  1;  jede  hieraus  transformirte  Gruppe  ist 
daher  auch  gleich  1,  und  so  gehören  alle  conjugen  Werthe  derselben 
Gruppe  an.  Folglich  ist  von  den  conjugen  Werthen  einer  Galois'schen 
Function  jeder  als  rationale,  ganze  Function  jeder  anderen  darstellbar, 

wobei  die  Coefficienten  symmetrische  Functionen  der  Elemente  z  werden. 

20* 
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Ja^  weil  jede  Gattung  unter  der  Galois'schen  Gattung  steht,  so  kann 
überhaupt  eine  jede  ganze  Function  der  e  auf  diese  Weise  ausgedrückt 
werden. 

Wir  wollen  hiervon  sofort  einige  Anwendungen  machen.  Ist  9 
eine  Function,  die  zur  erweiterten  cyklischen  Gruppe  (§  524)  gehört, 
und  ist  jEfoi.o,,  •  ay  ©in  beliebiges  ihrer  Elemente,  so  wird 

zur  Galois'schen  Gattung  gehören;  denn  %  bleibt  bei  unbestimmtem 
u  nur  ungeändert,  wenn  j^oj,  .ay  und  9  ungeändert  bleibt;  es  giebt 
aber  nur  die  eine  Substitution  1,  welche  zur  cyklischen  Gruppe  ge- 
hört und  ein  Element  nicht  umstellt.  Folglich  gehört  %  zur  Gruppe  1. 
Demgemäss  kann  jedes  ^6j,6,,-  »^  rational  durch  %y  d.  h.  durch  sSa^^a^.-.a^ 
dargestellt  werden,  derart  dass  die  Coefßcienten  cjklische  Functionen 
der  Elemente  sind.  — 

Bedeutet  femer  9  eine  Function,  die  zur  metacjklischen  Gruppe 
gehört  (§  534),  und  sind  Zay  Zb  zwei  beliebige  ihrer  Elemente,  so  wird 

zur  Galois'schen  Gattung  gehören,  da  nach  §  534  nur  die  Einheits- 
substitution der  metacjklischen  Gruppe  mehr  als  ein  Element  unge- 
ändert lässt.  Demgemäss  kann  jedes  Zc  rational  durch  2,  d.  h.  durch 
Za  und  Zb  dargestellt  werden,  derart  dass  die  Goefficienten  metacyklische 
Functionen  werden,  oder:  Jede  Wurzel  einer  metacyklischen 
Gleichung  kann  als  rationale  ganze  Function  zweier  belie- 
bigen anderen  Wurzeln  dargestellt  werden,  so  dass  diese 
Function  Goefficienten  besitzt,  welche  zur  metacyklischen 
Gruppe  gehören,  und  also  rational  bekannt  sind. 

§  542.  Im  Torigen  Paragraphen  haben  wir  den  Begriff  der  Trans- 
formation einer  Substitution  oder  einer  Gruppe  durch  eine  Substitution  6 
eingeführt.  6~^s6  heisst  die  Transformirte  oder  die  Conjuge 
von  s  durch  6,  Dann  ist  s  die  Transformirte  von  6^^S6  durch  6~^. 
Transformirte  oder  conjuge  Substitutionen  sind  einander  ähnlich. 
Transformiren  wir  alle  Substitutionen  s»  einer  Gruppe  durch  dieselbe 
Substitution  (T,  so  bilden  die  Transformirten  wieder  eine  Gruppe,  da 
man  hat: 

Ebenso  leicht  beweist  man,  dass  alle  überhaupt  vorhandenen  oder 
auch  alle  einör  Gruppe  angehörigen  Substitutionen  6\  6'\  •  •  • ,  welche 
eine  gegebene  Substitution  s  in  sich  selbst  transformiren,  für  sich  eine 
Gruppe  bilden.  — 
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Es  sei  nun  G  eine  beliebige  Gruppe,  s^  eins  ihreir  Elemente  und 
G'  derjenige  Theiler  von  G,  welcher  ^^  in  sich  selbst  transformirt. 
Wenn  wir  (§  514)  6r'=  [1,  si,  «s,  •  •  •  Sm]  setzen,  so  wird  s^^s^s^=^  s^ 
sein.  Ist  hingegen  t^  eine  nicht  in  G'  vorkommende  Substitution 
von  Gy  so  wird  tf^s^t^^s^  sein;  wir  setzen  diese  Transformirte 
gleich  $2 )  dann  werden  alle  Sa  U  dieselbe  Gonjuge  s^  von  s^  hervor- 
rufen und  nur  sie.     Denn  es  ist  ja 

und  hätte  man  umgekehrt  fOr  irgend  eine  Substitution  o  von  G  die 
Relation  m'^^s^a  =  s^j  dann  wäre 

d.  h.  es  gehorte  mt^^  zu  G\  und  man  hätte 

Hat  6r  mehr  Substitutionen  als  die  2m  durch  5«  und  s'aU  re- 
präsentirten,  so  führen  dieselben  Schlüsse  weiter  auf  eine  neue  Gonjuge 
^  von  8^  und  auf  neue  m  Substitutionen  siU,  u.  s.  f.  Daraus  ergiebt 
sich:  Die  Anzahl  fi  der  zu  s^  conjugen  Substitutionen  aus  G, 
die  durch  Transformation  mit  allen  Substitutionen  von  G 
entstehen,  beträgt  einen  Theiler  der  Ordnung  der  Gruppe  G] 
und  die  Anzahl  m  der  Sustitutionen,  die  s^  in  sich  selbst 
transformiren,  den  conjugen  Theiler  der  Ordnung  von  Gj 
so  dass  mfi  »»  r  ist. 


Fünfundfönfzigste  Vorlesung. 
Gattnngseigenschaften. 

§  543.  Im  vorletzten  Paragraphen  der  vorigen  Vorlesung  haben  wir 
bei  der  symmetrischen,  bei  der  altemirenden  und  bei  der  Galois 'sehen 
Gattung  bemerkt,  dass  jedesmal  die  conjugen  Gattungen  zusamiflen- 
fielen  oder  genauer  ausgedrückt,  dass  es  in  diesen  Fällen  gar  keine 
conjugen  Gattungen  giebt.  Wir  wollen  das  hieraus  sich  ergebende 
Problem  allgemein  behandeln. 

Gehort  9?  »s  ^^  zur  Gruppe  G^  so  gehören  die  conjugen  Werthe 
von  q>^  nämlich 
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za  den  Grappen,  die  G  ähnlich  sind  und  durch  Transformation  aus  G 
entstehen, 

(2)  G,  nr'Gfi,,  v'G*»,  •••  v'^*?- 

Giebt  es  nun  ausser  der  in  allen  Gruppen  (2)  yorkommenden 
Substitution  1  noch  andere  Substitutionen,  die  gleichfalls 
zu  allen  ^^^Gö^  gehören? 

Die  Gesammtheit  aller  vorhandenen  bildet  jedenfalls  wieder  eine 
Gruppe  Hj  da  mit  s'  und  s"  auch  s's"  allen  Gruppen  angehört 
H  besitzt  die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  es  durch  jede  Sub- 
stitution der  Elemente  z  in  sich  selbst  transformirt  wird  Denn  die 
Gesammtheit  der  Gruppen  (2)  stellt  alle  Transformirten  von  G  dar 
und  bleibt  daher  ungeändert,  wenn  sie  durch  irgend  ein  s  transformirt 
wird;  und  dies  muss  mit  der  Gruppe  J7,  die  in  allen  Gruppen  (2) 
enthalten  ist,  natürlich  auch  stattfinden. 

Die  eben  aufgestellte,  scheinbar  allgemeinere  Frage  ist  jetzt  also 
in  die  umgewandelt,  ob  es  eine  Gruppe  giebt,  die  gleich  allen  ihren 
conjugen  Gruppen  ist,  d.  h.  genau  in  die  Frage,  welche  unseren  Aus- 
gangspunkt bildete. 

Enthält  H  irgend  eine  Substitution,  so  enthält  es  auch  alle,  welche 
dieser  Substitution  ähnlich  sind;  denn  diese  lassen  sich  ja  aus  jener 
durch  eine  Transformation  herleiten. 

Wir  betrachten  zuvörderst  diejenigen  Substitutionen  von  JET,  die 
nächst  der  Einheit  möglichst  wenige  Elemente  umsetzen.  Da  jET  jeder 
Transposition  gegenüber  invariant  bleibt,  so  gilt  dasselbe  auch  dem 
Gomplexe  Hq  dieser  Substitutionen  von  möglichst  wenigen  Elementen 
gegenüber,  d.  h.  E^  enthält  alle  einander  ähnlichen.  Keine  derselben 
kann  nun  einen  Cyklus  von  mehr  als  drei  Elementen  umfassen.  Denn 
wäre  etwa  eine  Substitution  mit  mehr  als  drei  Elementen  eines  Cyklus 

in  ^0  enthalten,  so  käme  auch  fdr  <^  =  (ßi^^z^  die  Transformirte  vor 

6-^s^6  =  {z^z^e^B^  ...)...  =  5g, 

so  dass  die  Aenderung  zwischen  s-^  und  s^  lediglich  in  der  Umstellung 
von  z^y  z^  und  z^  besteht;  dann  käme  aber  in  H  auch  das  Product 
der  beiden  Substitutionen  s^  und  s~^ 

vor;  und  dies  hätte,  ohne  =  1  zu  werden,  sicher  weniger  Elemente 
als  s^,  was  der  Annahme  widerspricht,  dass  s^  möglichst  wenige  Ele- 
mente in  sich  fassen  soU. 
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Ebensowenig  kann  eine  Substitution  von  mehr  als  drei  Elementen 
auftreten,  in  welcher  ein  Cyklus  dritter  Ordnung  vorkommt.    Denn  aus 

h  =  i^i^i^z)  (^i  •  •  0  •  •  •     und     6-^s^6  =  (^i^s^J  (^2  •  •  0  •  •  •  =  ^2 

tfir  6  =  (^2^8-^4)  fo^g^  durch  Multiplication,  ähnlich  wie  soeben,  dass 
in  H  auch  das  Product 


enthalten  ist,  also  eine  Substitution,  welche  gegen  die  Annahme  weniger 
Elemente  hat  als  s^. 

Kommt  daher  überhaupt  ein  Gykel  dritter  Ordnung  in  einer  der 
von  uns  betrachteten  Substitutionen  yor,  so  bildet  er  für  sich  selbst 
schon  die  Substitution;  H  enthalt  dann  aUe  Transformirte  dieses  einen 
und  deswegen  (§  519)  die  altemirende  Gruppe. 

Es  ist  noch  der  Fall  zu  betrachten,  dass  jede  Substitution  von  Hq 
lediglich  aus  Gyklen  zweiter  Ordnung  besteht.  Ist  die  Zahl  n  der  Zi 
grosser  als  4,  so  folgt  aus  dem  Auftreten  der  beiden  Substitutionen 

^1  =  C^l^a)  (^8^4)  •  •  • ;      5-*5i<y  =  (^1^2)  (^4^5)  •  •  •  =  «2 

fÜT  6  ==i  (^8^4%)  ^^^  Existenz  von  ^1  •  ^2  ^  ^9  ^^^  ^^^  hätte,  ohne 
=  1  zu  sein,  weniger  als  n  Elemente  als  ^1,  da  ja  in 

Sl-«2  =  (^l)(^2)(^8^5-  ••)••• 

höchstens  (n  —  1)  Elemente  vorhanden  sind  Es  ist  also  nur  möglich, 
dass  die  gesuchten  Substitutionen  sich  als  Transpositionen  ausweisen, 
und  dann  ist  H  nach  §  522  die  symmetrische  Gruppe. 

Ist  dagegen  n  ==  4,  so  giebt  es  für  diesen  Fall  wirklich  eine 
solche  Gruppe,  nämlich  die  aus  den  vier  Substitutionen 

(3)  1,   (^1^2)  (^8^4);   (^1^8)  (^2^4);   (^1^4)  (^2^3)  . 

bestehende,  welche  sich  bei  jeder  Transposition  reproducirt.  Diese  ist 
daher  als  eine  Ausnahmegruppe  zu  bezeichnen.  Als  eine  zu  ihr  ge- 
hörige Function  führen  wir  die  sechswerthige  Function 

t  =  (^1^2  +  ^8^4)  (^1^8  +  ^2^4) 

an.  Wir  haben  als  erstes  Resultat  das  folgende  erlangt:  Ausser  der 
symmetrischen  und  der  alternirenden  Gruppe  von  beliebig 
vielen  Elementen  giebt  es  allein  die  Gruppe  (3)  von  vier 
Elementen,  welche  durch  Transformation  mit  jeder  belie- 
bigen Substitution  ihrer  Elemente  ungeändert  bleibt.  Nur 
in  diesen  Fällen  gehören  alle  conjugen  Gattungen  derselben 
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Gruppe  an,  falls  die  Gruppe  nicht  allein  aus  der  identischen 
Substitution  1  besteht. 

Von  hier  aus  ist  es  leicht,  zur  allgemeinen  Frage  wieder  zurück- 
zukehren. Da  H  in  G  enthalten  ist,  so  kann  G  auch  nur  altemirend 
oder  symmetrisch  sein,  abgesehen  von  der  besonders  zu  behandelnden 
Gruppe  (3).  Für  diese  kommt  aber  ausser  der  altemirenden  oder  der 
symmetrischen  nur  noch  eine  Gruppe  der  Ordnung  8  in  Frage.  Eine 
solche  wird  in  der  That  durch  das  folgende  G  gegeben,  dessen  Trans- 
formirte  ebenfalls  angeführt  werden  sollen: 

x^x  1,      (^1^2)  K^i),     (^lO(^2^4);     (^1^4)  (^2^«);  .fy. 

(^1^2^3^4)7    (^i^a);    (^i^i^s^a);    (^2^4)- 


1       (^1^2)(^S^4),     (^1^3)(^2^4);     (^1^4)(^2^8),  {^7^^^%) 

(^1^2M8);     (^lO,     (^2^3);     ißlh'S^h)'  <^2  =  (^3^4) 


1,     (^1^2)(^3^4);     {hH){«%^dy     (^1^4)(^207  (<^3"'^<^3) 

{hh^t^^y    (^1^4^2^3)7    (^1^2).    (^3^4)-  <^8  =  (M8) 

Als  einfachste  zugehörige  Functionen  führen  wir  die  folgenden 
conjugen  an,  deren  Wichtigkeit  schon  bei  der  Lösung  der  Glei- 
chungen yierten  Grades  heraustrat: 

(5)       9i  ==  z^z^  +  ^8^4,    92  =  z^z^  +  z^z^ ,    9?8  =  z^z^  +  z^z^ . 

Ausser  den  symmetrischen,  den  altemirenden  und  den 
Functionen  der  Gattungen  (3)  und  (4)  giebt  es  keine  anderen, 
deren  conjuge  Werthe  sämmtlich  für  eine  und  dieselbe  Sub- 
stitution ungeändert  bleiben.  Dieser  Satz  bleibt  auch  dann  richtig, 
wenn  man  nicht  sammtliche  conjugen  Werthe  der  Function  'betrachtet, 
sondern  nur  die  durch  Transformationen  mit  geraden  Substitutionen 
hervorgerufenen.  Der  Beweis  ist  bereits  dadurch  geführt,  dass  die  oben 
benutzten  transformirenden  Substitutionen  6  sämmtlich  die  Form  (ZaZßZy) 
haben  und  also  der  alterftirenden  Gruppe  angehören. 

§  544.  Hieraus  lässt  sich  ein  weiterer  interessanter  Satz  ableiten. 
Altemirende  Functionen,  welche  von  der  Form  sind 

haben  die  Eigenschaft,  selbst  zweiwerthig  zu  sein,  während  eine  Potenz 
von  ihnen,  die  zweite  nämlich,  unter  der  Gattung  steht  und  ein- 
werthig  wird.  Wir  wollen  die  Frage  erörtern:  Welche  mehr- 
werthigen  Functionen  haben  die  Eigenschaft,  dass  eine 
ihrer  Potenzen   einwerthig  wird? 
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Ist  q>'^^S  einwerthig,  dann  unterscheiden  sich  die  conjugen 
Werthe  von  q>  hur  durch  x*®  Einheitswurzeln  o,  o*,  •  •  •  als  Factoren, 

da  9  =  S*  wird.  Diese  conjugen  Werthe  9,  g>"9>,  a>/*y,  •  •  •  gehören 
deshalb  samintlich  zu  derselben  Gruppe;  denn  die  constanten  Factoren 
o^;  (o^j  •  •  •  sind  dabei  einflusslos,  weil  bei  einer  Substitution  gleich- 
zeitig (p  und  m^q>  ungeändert  bleiben.  Damit  sind  wir  auf  die  Unter- 
suchungen des  vorigen  Paragraphen  zurückgeführt  worden. 

Ausser  den  ein-  und  den  zweiwerthigen  Functionen  können  daher 
höchstens  noch  solche  Functionen  von  vier  Variablen  in  Frage  kommen, 
die  zur  Gruppe  (3)  gehören.  Da  (3)  von  der  Ordnung  4  ist,  so  müsste 
es  eine  sechswerthige  Function  geben,  deren  sechste  Potenz,  und  also 
müsste  es,  wenn  man  ihr  Quadrat  betrachtet,  eine  dreiwerthige  Func- 
tion geben,  deren  dritte  Potenz  symmetrisch  wird.  Das  könnte  nur 
stattfinden,  wenn  eine  Gruppe  von  vier  Elementen  von  der  Ordnung  8 
vorhanden  wäre,  welche  mit  ihren  conjugen  Gruppen  übereinstimmt; 
und  da  dies  nach  dem  vorigen  Paragraphen  nicht  der  Fall  ist,  so 
giebt  es   keine   derartige   Function.     Damit  ist   bewiesen:    Es   giebt 

ausser  den  alternirenden  Functionen  S'Y^  keine  anderen 
mehrwerthigen  Functionen,  von  denen  eine .  Potenz  ein- 
werthig  wird. 

Giebt  es  nun  vielleicht  Functionen,  welche  mehr  als  zweiwerthig 
sind  und  von  denen  eine  Potenz  zweiwerthig  ist?  Wir  machen  die- 
selben Schlüsse.  Ist  (p'^  zweiwerthig,  so  bleibt  es  für  alle  Substitu- 
tionen der  alternirenden  Gruppe  ungeändert  (§  521).  unter  dem  Ein- 
flüsse der  geraden  Substitutionen  kann  also  9  nur  Werthe  o^^),  o}^^),  •  •  • 
annehmen,  bei  denen  m  eine  x^  Einheitswurzel  bedeutet.  Alle  diese 
Werthe  gehören  nun  zu  derselben  Gruppe;  d.  h.  die  Gruppe  von  <p 
ändert  sich  unter  dem  Einflüsse  der  Transformation  durch  irgend 
welche  gerade  Substitution  nicht.  Nach  der  Schlussbemerkung  des 
vorigen  Paragraphen  kann  also  9>,  da  es  weder  symmetrisch  noch 
altemirend  ist,  nur  zur  Ausnahmegruppe  (3)  gehören,  falls  es  über- 
haupt existirt;  und  nur  eine  zu  (3)  gehörige  sechswerthige  Function 
kann  eine  zweiwerthige  dritte  Potenz  haben.  In  der  That  giebt  es 
auch  solche.  Bedeutet  m  eine  primitive  dritte  Einheitswurzel,  so  bilden 
wir  aus  den  Functionen  (5)  die  Summe 

wenden  wir  auf  sie  die  6  •  4  Substitutionen  zwischen  ^e^^,  js^j  j?,,  z^  an, 
dann  entstehen  die  fünf  zu  ^^  conjugen  Functionen 
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t%  =  (^1  ^8  +  ^2^4)  +  ^(^i^^  +  ^sj^g)  +  (o\ZiZi  +  0^0^, 
^8  =  (^1^4  +  ^2^3)  +  »(^1^2  +  ^8^4)  +  e»'(^i^8  +  ^2^4), 
ti  =  (^1^2  +  ^«O  +  «  (^1^4  +  ^2^5)  +  ß»'(^i^8  +  ^20  7 

ts  =  (^1^4  +  ^2^s)  +  0>  (^1^8  +  ^2^4)  +  O^C^i^g  +  ^8^4)  > 
*6  *=  (^1^8  +  ^4)  +  0>(^1^2  +^8^4)  +  ß>^^1^4  +  ^2^s)- 

Hier  ist  nun 

*1  =  ßJ^2  =  0^8  ;        *4  =  0»  V'ö  =  öVs  ; 

SO  dass  wir  für  die  dritten  Potenzen  der  sechs  ^,  wie  behauptet  wurde, 
nur  zwei  verschiedene  Werthe  erhalten 

i^l  =  tl  =  tl]    i^l  =  tl  =  tl 

§  646.  Wir  werden  durch  diese  Untersuchungen  zu  einer  allge- 
meineren Frage  gefOhrt:  Wann  wird  die  p^  Potenz  einer  p  -  q- 
werthigen  Function  {p,  die  zur  Gattung  H  gehört,  eine 
p-werthige  Function,  die  zur  Gattung  G  gehört? 

Jede  Substitution^  welche  9  nicht  ändert,  d.  h.  zur  Gruppe  H 
gehört,  lässt  auch  9)^  ungeändert  und  gehört  daher  auch  zur  Gruppe  G. 
Es  steht*  daher  tpP  unter  der  Gattung  von  9,  und  G  ist  ein  Viel- 
faches von  H,  Unsere  Frage  ist  demnach  aus  folgendem  Grunde 
wichtig.  Nach  §  540  kann  man  allgemein  den  Uebergang  von 
irgend  einer  Function  %  ^^^  Gattung  G  zu  irgend  einer  Function  i; 
der  Gattung  H  durch  die  Auflösung  einer  Gleichung  p^'^  Grades  be- 
wirken, deren  Coefficienten  in  x  rational  sind.  Wenn  man  nun  in 
unserem  Falle  zunächst  von  %  zu  9^  geht,  was  auf  rationalem  Wege 
geschehen  kann,  und  ebenso  von  ^  zu  9,  dann  erkennt  man,  dass  die 
Gleichung  p*^  Grades  (7^)  §  540  zwischen  %  und  tff  durch  eine  bino- 
mische Gleichung  p^"^  Grades  ersetzt  werden  kann.  Dadurch  ist  dem- 
nach das  Problem  ausserordentlich  vereinfacht. 

Wir  wollen  voraussetzen,  dass  p  eine  Primzahl  bedeute.  Das  ist 
keine  Einschränkung;  denn  wenn  die  {pq)*^  Potenz  einer  (p2)-(>- 
werthigen  Function  p-werthig  wird,  so  gilt  von  ihrer  3*®°  Potenz  die 
eben  vorausgesetzte  Eigenschaft,  dass  eine  PrimzaUpotenz  von  ihr 
weniger  Werthe  besitzt  als  sie  selbst. 

Es  sei  also  die  zur  Gruppe  H  gehörige  Function  (p  eine  p  •  q- 
werthige  Function,  während  q)P  nur  q  Werthe  besitzt,  so  dass  die  zu 
q>P  gehörige  Gruppe  G  eine  p  mal  höhere  Ordnung  hat  als  die  zu  9 
gehörige  Gruppe  Ä  Nun  sei  6  irgend  eine  Substitution  von  G,  die  in 
H  nicht  vorkommt.  Bilden  wir  H  -  6,  d.  h.  den  Complex  aller  rechts- 
seitig mit  6  multiplicirten  Substitutionen  von  Hj  so  kommen  alle  diese 
in  G  vor   und   sind   unter   sich   und  von  den  Substitutionen  von  E 
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yerschieden.  Unter  ihnen  findet  sich  6^  nicht,  da  aus  6^^  =^  Sa^  folgen 
würde  6^==^Sa'  Wir  bilden  hiermit  weiter  H'6^  und  dann  ebenso 
H'ffiy  '"  bis  zu  H'ö^'^^y  falls  6'*  nämlich  die  erste  in  H  vor- 
kommende Potenz  von  6  ist. 

Da  (f  nicht  zu  H  gehört,  so  wird  es  q)^  in  einen  Werth  (p^  trans- 
formiren,  der  von  (p^  yerschieden  ist;  da  aber  ffi  =  (p^  t  so  folgt 
fPi  =  (oq)iy  wobei  o  primitive  p^  Einheitswurzel  ist.  Somit  trans- 
formirt  tf*  weiter  q)^  in  93  =  (o^(pi  u.  s.  £  und  <y*  transformirt  es  in 
91  (D^.  Dies  muss  wieder  mit  q)^  zusammenfallen,  weil  ö'*  zu  H  gehört; 
demnach  ist  ^  ein  Vielfaches  von  p.  Andererseits  ist  (oPq)^^^  q>iy 
d.  h.  6^  gehört  bereits  zu  H.  Das  lässt  erkennen,  dass  p  ein  Viel- 
faches von  sr,  und  da  p  eine  Primzahl  ist,  dass  p  =  x  wird;  d.  h.:  Ist 
6  irgend  welche  Substitution  von  6r,  die  nicht  selbst  zu  H 
gehört,  dann  gehört  ö^  zu  H.  —  Die  Gruppe  G  entsteht, 
wenn  man  mit  den  Substitutionen  von  H  noch  6  combinirt. 

Ferner  haben  9i,  9iO,  9>iCoV"  dieselbe  Gruppe,  d.  h.  die  trans- 
formirte  Gruppe  6'~^H6  stimmt  für  jede  Substitution  6  aus 
G  mit  der  ursprünglichen  Gruppe  H  überein. 

Wenn  umgekehrt  jede  p^  Potenz  6^  einer  beliebigen  Substitu- 
tion 6  aus  G  zum  Theiler  JS  gehört,  und  wenn 

(6)  6-^H6  =  H 

ist,  dann  kann  man  eine  zu  H  gehörige  Function  construiren,  deren 
p^  Potenz  zu  G  gehört.  Es  sei  nämlich  il?  irgend  eine  zur  Gattung  H 
gehörige  Function,  und  die  Transformation  mit  1,  <y,  <y^,  •  •  •  6^—^  möge 
aus  ihr  die  Werthe  ^i,  ^2?  ^S)'''  ^p   hervorrufen,  die  dann  wegen 

(6)  zu  derselben  Gruppe  H  gehören.  Wir  bilden  hierauf  mit  Hülfe 
einer  primitiven  p^^  Einheitswurzel  o  die  Resolvente 

(7)  9j  =  ^j  +  c^g  -f-  a,»^j  -j [-  a)P-^tp, 

dann  wird,  da  die  Wirkung  von  6^  auf  ^^  gleich  der  von  6  auf  tj;^ 
ist  u.  s.  f.,  die  Verwendung  von  6,  <y*,  •  •  •  daraus 

92  =  ^2  +  ^%  +  »VdH h  cöP-^^i  =  c3-'9i, 

(8)  9>8  =  V's  +  ^ti  +  öVs  H h  0J^"^^8  =  ß>"">i , 

hervorrufen,  woraus  nun  wirklich 

(9)  <=<==< <-i 

folgt. 

Die  oben  festgestellte  Beziehtuig  der  Gruppen  H  und  G  zu  ein- 
ander reicht  also  vollkommen  aus.    Wir  müssen  uns  aber  hüten,  dieses 
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Resultat  als  eine  definitive  Losung  des  gestellten  Problems  anzusehen; 
es  ist  lediglich  eine  Umformung  desselben  aus  dem  Gebiete  der  ratio- 
nalen Functionen  in  dasjenige  der  Substitutionentheorie,  in  welchem 
freilich  die  Beantwortung  der  Frage  häufig  bequemer  sich  gestaltet. 

Die  Structur  von  (7)  zeigt,  dass  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
9i7  V%9  ' ' '  Vp  ^^^^)  eine  cjklische  Gleichung  wird;  zugleich  giebt  sie 
an,  auf  welche  Weise  man  mit  Hülfe  einer  Substitution  6  die  cjk- 
lische Anordnung  der  Werthe  €p  finden  kann. 

§  546.  unter  den  Gruppen,  die  wir  bisher  studiert  haben,  nehmen 
die  der  einwerthigen  und  die  der  zweiwerthigen  Functionen  bedeutsame 
Stellen  ein;  sie  liefern  diejenigen  Gattungen,  bei  denen  die  Anzahl  der 
conjugen  Gbittungen  so  klein  als  möglich  wird.  Für  jede  Anzahl  n 
der  Variablen  0  bestehen  solche  Gattungen  mit  den  Werthezahlen 
Q  =  l  und  (>  =  2.  Wir  wollen  untersuchen,  welches  wohl  die  nächsten 
sich  daran  anschliessenden  Gattungen  mit  möglichst  geringem  q  sind. 
Es  wird  sich  bei  dieser  Untersuchung  herausstellen,  dass,  wenn  n>4: 
ist,  keine  Gattung  mit  mehr  als  zwei  und  weniger  als  n 
conjugen  Werthen  besteht*). 

Hat  nämlich  eine  Function  tp  die  q  conjugen  Werthe 

(10)  9>if   9i}   Vif  •••   9q} 

und  wendet  man  auf  diese  Reihe  alle  n\  Substitutionen  Si  der  sym- 
metrischen Gruppe  der  z  an,  so  erhält  man  n!  Anordnungen  der 
Reihe  der  Functionen 

(11)  Viiy      Vh7      9>f»}     •••      9>ig> 

welche  man  als  ebensoviele  Permutationen  der  Anordnung  (10)  auf- 
fassen kann.  Wir  wollen  also  diese  Umwandlungen  in  der  Aufein- 
anderfolge 

als  Substitutionen  v,  der  q  Elemente  q>  ansehen.  Nun  giebt  es  an 
verschiedenen  Substitutionen  Vi  bei   9  Elementen   grade   9!;   ist   also 

*)  Ruffini  (Teorica  di  Equaz.  Bologna  1799)  beweist,  dass  für  n«=:6,  ^<5 
nur  ^=^2  sein  kann;  Abatti  (Mem.  della  Soc.  Ital.  10),  dass  für  fi,  ^  ^  5  nur 
9  «  2  sein  könne.  Cauchy  (J.  d.  l'fic.  polyt.  cah.  10,  p.  17)  erweitert  diese  Satze 
dahin,  dass  für  9)>2  auch  ^)>p  sein  müsse,  wo  p  die  grösste  Primzahl  <^n 
bedeutet.  Der  obige  allgemeine  Satz  wurde  zuerst  von  Bertrand  bewiesen 
(J.  d.  rfic.  polyt.  (1846)  p.  131);  die  Ausnahme  für  w  =  4  wurde  von  Serret  fest- 
gestellt (J.  d.  M.  16  (1850)  p.  46).  Der  im  Texte  gegebene  Beweis  stammt  von 
Kronecker.  —  Weitere  Beweise  sowie  tiefere  Untersuchungen  finden  sich  in 
meiner  Substitutionentheorie,  sowie  in  C.  Jordan^s  „Traitd  des  substitutions^'. 
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Q  <in,  so  wird  die  Anzahl  der  Vi  kleiner  als  die  Anzahl  der  Sub- 
stitutionen Si.  Daher  giebt  es  mindestens  zwei  Substitutionen  der  e, 
etwa  Si  und  Sky  welche  von  einander  verschieden  sind,  trotzdem  aber 
dieselben  Umstellungen  der  (p  unter  einander  hervorrufen,  indem  für  sie 
Vi  =  Vk  wird.  In  diesem  Falle  muss  SiSr^  die  Reihe  9i,  9?2,  •  •  •  9^  zu- 
erst in  9,j,  q>i^y  • '  •  (pi  und  diese  dann  rückwärts  in  9)1,  ^g,  •  •  •  g?^  um- 
wandeln. Es  bleibt  demnach  unter  dem  Einflüsse  des  von  der  Einheit 
verschiedenen  s.s~^  jedes  Glied  der  Reihe  (11)  an  seiner  Stelle,  d.  h. 
s.sj^^  gehört  jeder  der  Gruppen  der  conjugen  Functionen  9i,  92,  •••  9^ 
an.  Nach  §  543  ist  dies  jedoch  nur  dann  möglich,  wenn  n  =  4  ist; 
d.  h.  für  »  >  4  ist  p  ^  w.  Für  w  =  4  dagegen  haben  wir  wirklich 
eine  Gattung  kennen  gelernt,  für  welche  (f  =  3  ist;  zu  ihr  gehören 
die  conjugen  Functionen 

§  547.  Die  nächste  in  Betracht  kommende  Frage  ist  somit  die 
Frage  nach  den  n-werthigen  Functionen  von  n  Elementen, 
p  =  w ;  r  =  (n  —  1) ! .  Es  giebt  solche  für  jedes  n ;  denn  e^  ist  ja 
selbst  Repräsentant  einer  Gattung,  deren  n  conjuge  Werthe  durch 
^1?  ^i?  '''  ^n  gegeben  sind.  Wir  wollen  zeigen,  dass  für  n=4=6  da- 
durch die  einzige  vorhandene  Gattung  geliefert  wird,  während  fiir 
n  =  6  ausserdem  noch  als  eine  Ausnahmegattung  eine  Function  von 
sechs  Werthen  besteht. 

Ist  9  =  n,  so  giebt  es  n!  Substitutionen  (12),  und  diese  müssen 
nach  dem  vorigen  Paragraphen  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sein.  Es  müssen  also  zwei  beliebigen  verschiedenen  $,-,  Sk  auch  zwei 
verschiedene  t?/,  v*  zugeordnet  sein  und  umgekehrt.  Die  Vi  werden 
dabei  dann  die  Gesammtheit  aller  q\  =  nl  Substitutionen  zwischen  den 
9  darstellen,  wie  die  Si  diejenige  aller  Substitutionen  zwischen  den  s. 

Entspricht  einem  s^  ein  v.y  so  entspricht  dem  ^  das  t;^;  ist  also 
8.  eine  Transposition,  so  wird  v^  der  Einheit  entsprechen,  d.  h.  1  sein. 
Folglich  kann  einer  Transposition  Si  nur  eine  Substitution  v»-  von  der 
zweiten  Ordnung  entsprechen.   Demgemäss  unterscheiden  wir  zwei  Fälle: 

I)  Einem    s,-  =  (jSa^fi)   entspricht  ein   t7,  =  {<Pyq)d)y 
11)  Keinem  Si  =  {Za0ß)   entspricht  ein   Vi  =  (^Py^rf). 

Wir  betrachten  zunächst  den  ersten  Fall,  d.  h.  den,  in  welchem 
die  Transposition  zweier  Elemente  Zay  0ß  in  (10)  auch  nur  eine  Trans- 
position zweier  Elemente  <py,  yj  hervorbringt.  Dann  entspricht,  was 
auch  Sa  bedeuten  möge,  dem 

s-^s.s^    das    t?--^v,v 

ix       i   a  ata 
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und  umgekehrt.  Das  erstere  liefert  nun  alle  Transpositionen  der  g, 
wenn  Sa  geeignete  Elemente  durchläuft^  und  das  zweite  daher  alle 
Transpositionen  der  v.  Diese  entsprechen  sich  sonach  gegenseitig  ein- 
deutig. 

Ebenso  folgt,  wenn  den  Transpositionen 

Si  =  (jSa  ^fi)  y    Sk  =  {Za  ^y)     entsprechen     Vi  =  (g?y  tpi) ,    v^  =  (9.  (p^) , 

dass  dem  Gyklus  dritter  Ordnung 

Si  Sk  =  {^a  Zß  iSy)     entspricht    v,-  Vk . 

Da  aber  (s,Sjt)*  =  l  ist,  so  muss  gleichfalls  (t?,t;fc)*=l  eintreten.  Nun 
hat  ViVk  höchstens  vier  Elemente  9;  und  daraus  ist  ersichtlich,  dass 
ViVk  eine  cyklische  Substitution  dritter  Ordnung  wird.  Das  ist  nur 
möglich,  wenn  in  Vi  und  Vk  ein  gemeinsames  Element  vorkommt,  wenn 
also,  da  es  auf  die  Indicesbezeichnung  nicht  ankommt^ 

Vi  =  (q)y  (ps) ,     Vk  =  (9y  9,) 

ist.  Betrachtet  man  weiter  Sm  =  iß^^r)}  dann  folgt  ebenso  v^  =  (j9>d9e) 
u.  s.  f.  Man  kann  also,  wenn  man  die  Indicesbezeichnung  der  tp  passend 
abändert,  allgemein  folgende  Zuordnung  treffen:  Jedem 

Si  =  (Za  Zfi)     entspricht    v,-  =  (9?«  (pß) . 

Dann  wird  aus  jeder  Substitution  der  z  die  entsprechend  zugeordnete 
der  q>  gefunden,  indem  man  einfach  in  jener  statt  jedes  Zeichens  z 
das  Zeichen  9  setzt,  ohne  Indices  oder  Gjklen  zu  ändern. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  diejenigen  Substitutionen  der  9  das 
Element  9^  nicht  ändern,  welche  die  symmetrische  Oruppe  der  9,, 
9s7 ' ' '  9^  bilden,  d.  h.  q>^  bleibt  bei  denjenigen  Sa  ungeändert,  welche 
die  symmetrische  Gruppe  der  z^,  z^, '  -  •  z^  ausmachen  und  also  Zi  nicht 
umschliessen.    Folglich  gehört  z^  zu  derselben  Gattung  wie  9^. 

Dies  ist  der  erste,  allgemeine  Fall  fQr  ^  =  n.  Er  entspringt  aus 
der  Annahme  I. 

Gehen  wir  nunmehr  zu  dem  Falle  II  über,  so  können  wir  als 
einander  entsprechend  annehmen  die  beiden  Substitutionen 

Si  =  (Za  Zß)     und    Ui  =  {tpa  q>b)  (9c  9d)  •  •  •  • 

Hieraus  folgern  wir,  genau  wie  im  vorigen  Falle,  dass  allen  Trans- 
positionen der  z  alle  diejenigen  Substitutionen  der  9  entsprechen, 
welche  mit  Ui  von  gleichem  Typus  sind,  d.  h.  welche  Ui  ähnlich  sind. 
Damit  also  eine  solche  Zuordnung  möglich  sei,  muss  es  von  beiden 
Sorten  von  Substitutionen  in  der  symmetrischen  Gruppe  von  n  =  q 
Elementen  gleich  viele  geben.  Nun  existirt  in  ihr  an  Substitutionen 
vom  Typus 
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(A)     (^a^ß)  die  Anzahl  -ö-^(^  —  1); 


2 

(B)  (jSa^^X^yS^ö)  „        „       i^n(n-l)(n-2)(n-3), 

(C)  {faeß){eyZ6){Zrtfsi)  „        „       ^^n(w— l).-.(w— 4)(m— 5), 

(D)  (^a^^)(^y^rf)(^,/^^)(^.^x)   „        „       ^^^~w(»— l)...(w— 6)(w— 7), 


wie  man  leicht  erkennt.     Es  könnte  deshalb  Ui  nur  dann  vom  Typus 

(B)  sein^  wenn  fdr  ein  ganzes^  positives  n 

|n(«-l)  =  ij-2',n(n-l)(«-2)(n-3),   d.h.  (n-2)(n-3)  =  4 

wäre,  was  nicht  möglich  ist.    Femer  könnte  Ui  nur  dann  vom  Typus 

(C)  sein,  wenn  för  ein  ganzes,  positives  n 

y  w(«—  1)  =  i  A  w(«  —  1)  . . .  (w  —  4)  (w  —  5), 

(w  —  2)  (»  —  3)  in  —  4)  (w  —  5)  =  24 

wäre.     Diese  Gleichung  hat  nur  die  eine  brauchbare  Wurzel  9»»=  6. 

Damit  sind  alle  Möglichkeiten  erschöpft;  denn  damit  (D)  oder 
eine  der  weiteren  Möglichkeiten  erfüllt  wäre,  müsste  eine  Zahl  4!  2^, 
oder  5 !  2*,  oder  6 !  2^,  •  •  •  als  Product  von  sechs,  oder  acht,  oder 
zehn,  •  •  •  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahlen  darstellbar  sein.  Das 
ist  nicht  möglich.  Dividirt  man  nämlich  durch  6!  oder  8!  oder  10! 
u.  s.  w.,  so  erscheinen  einerseits  ganze  Zahlen  und  andrerseits  die 
echten  Brüche 

2.-.-^.       2.::-4U.       2.  ^' 


6-6^  6-7.8'  7. 8. 9- 10' 

Es  fragt  sich  deshalb  nur  noch,  ob  für  p  =  n  =  6  wirklich  eine 
Ausnahmegattung  vorhanden  ist.  Kommt  eine  solche  vor,  so  ist  dies 
allein  bei  einer  Function  9  möglich,  bei  welcher  sich  Substitutionen 
der  z  und  der  9  von  folgenden  Typen 

(13)  «l=(^1^2)       ™d      tH=(9>l92)(989>4)(9>696) 

entsprechen. 

Wir  fragen  jetzt,  was  für  ein  ti^  einem  s^  =  (^3^4)  entsprechen 
kann,  welches  mit  s^  kein  z  gemeinsam  hat.  Da  s^s^  =  (z^z^)  (z^z^  ist, 
und  da  diesem  Typus  gemäss  unserer  schematischen  üebersicht  aus 
Gründen  der  Gleichheit  der  Anzahlen  nur  wieder  eine  Substitution 
von  gleichem  Typus  entsprechen  kann,  so  ist  u^  •  tt^  auch  von  der 
Form  (sPa9/y)(9Py9<j)-  Wir  müssen  also  untersuchen,  wann  aus  Wj  •  Mjj 
zwei  Elemente  9  herausfallen,  die  in  u^  und  in  t^  einzeln  vorkommen. 
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Soll  etwa  9)5  herausfallen;  so  zeigt  die  Productbildung^  dass  u^  den 
Cyklus  (9^5  9>6)  hat,  und  da  man  die  Elemente  q>  noch  beliebig  benennen 
kann,  so  dürfen  wir  als  einander  entsprechend  setzen 

h  =  (^sO     und     Wj  =  {VaVh)  {<Pcq>d)  (^6  %)  • 

Wegen  der  Möglichkeit,  die  Zahlen  a,  6,  c,  d  auf  1,  2,  3,  4  beliebig 
zu  vertheilen,  mit  der  Einschränkung,  dass  a,  6  nicht  gleichzeitig  1,  2 
oder  3,  4  sein  dürfen,  kann  man  ohne  Beschränkung  setzen 

(14)  S2  =  (^sO    und    W2  =  (9?i95)(9>8yJ(959?6). 

Dieselben  Schlüsse  gelten  für  das  u,,  welches  der  Substitution 
53  =  (jSs^^  zugeordnet  ist,  d.h.  Mj  hat  mit  u^  und  mit  u^  je  einen  Cyklus 
zweier  Elemente  gemeinsam.     Das  kann  nur  {^>^q>^  sein;  also  wird 

(15)  S3  =  (^5£fe)     und     u^  =  {q>xq>^{<p^tp^){q>^(p^). 

Die  Gonstruction  des  zu  54  =  {z^  e^)  gehörigen  u^  gründen  wir 
darauf,  dass  die  Producte  Sj^s^  =  {z^z^z^  und  s^s^  =  {z^z^e^  Ton  dritter 
Ordnung  sind,  und  dass  demgemäss  das  Gleiche  auch  bei  u^u^  und  u^u^ 
eintreten  muss.  Es  könnte  nun  eins  dieser  Producte  ein  Cyklus  dritter 
Ordnung  werden,  falls  bei  der  Multiplication  drei  Elemente  verschwinden 
würden.  Wir  sahen  aber,  dass  bei  der  Form  von  Wi,  Wj,  •  •  •  Elemente 
nur  verschwinden,  wenn  Cykel  gemeinsam  sind;  sollen  drei  Elemente 
verschwinden,  so  kämen  zwei  gleiche  Cyklen  vor,  und  die  u  wären 
identisch.  Es  muss  also  u^u^  und  u^Uji^  aus  je  zwei  Cyklen  dritter 
Ordnung  bestehen.  Hat  nun  u^  mit  u^  und  u^  keinen  Cyklus  gemein- 
sam, dann  bleiben  für  U4  die  vier  Möglichkeiten 

W4  =  (91^4)  (VäVö)  (VsVe)  y     ««i  =  (ViVs)  {V%9z)  iSP^9t)  > 

Nun  ändert  sich  in  (13),  (14),  (15)  nichts,  wenn  man  fp^  mit  <p^ 
vertauscht.  Dadurch  geht  u'i  in  U4  und  u'i'  in  u4  über;  man  kann  sich 
also  auf  die  Möglichkeiten  ti4  und  U4  beschränken. 

Transformiren  wir  femer  (13),  (14),  (15),  54  und  wi  durch  s%  und 
bezw.  Ui,  dann  ändern  sich  nur  5.1  und  u\  und  diese  geben 

{z^z^     und     (9)19)4)  (9)^9)5)  (9)39)5)  =  W4. 

Bezeichnet  man  dann  also  schliesslich  die  z  so,  dass  man  z^  und  z^ 
vertauscht,  so  kommt  man  auch  von  dem  Falle  U4  durch  die  eben  be- 
trachteten Umwandlungen  auf 

(16)  S4  =  (^i^8)    und    W4  =  (9)19)4)  (9)5^9)5)  (9>3  9)e). 

Durch  Transformation  von  (16)  mit  s^  und  bezw.  u^  findet  man  weiter 

(1'^)  «5  =  (^1^4)       TJnd       %  =  (9>l96)(9298)(949>6)' 
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Um  das  Ug  zu  finden,  welches  dem  s^  =  (e^z^)  entspricht,  bedenken 
wir,  dass  s^s^^  s^s^,  s^s^y  s^s^  und  deshalb  auch  u^u^,  ^^6;  ^4^6?  %^6 
dritter  Ordnung  sind.  Nach  den  eben  angestellten  Ueberlegungen  kann 
u^  mit  ti|,  Ug,  U4,  U5  keinen  Gjklus  gemeinsam  haben;  es  bleiben  dem- 
nach f&r  tif  nur  die  beiden  Möglichkeiten 

^6  =  (9i9s)  (Va^Pe)  (ViVö)     öder     ui  =  (9^9)3)  (VaVj  (Vs^s)- 

Transformirt  man  dies  durch  die  Substitutionen  (15),  so  findet  man 
als  dem  s^  =  (HiSf^)  entsprechend 

fi,  =  (9i9e) (g)j9j  (9395)  =  wi    oder    u^  =  (^i^,)  (9^9^)  (y^^g)  =  w^ . 

Es  ist  also  gleichgültig,  welche  der  beiden  Möglichkeiten  man 
für  u^  wählt,  da  Yertauschung  von  js^  und  z^  untereinander  eine  jede 
auf  die  andere  transformiren  wird.     Wir  setzen  somit 

(18)  Sg  =  (g^sf^)     und     Wg  =  (9i9>,)  (g)j9e)  (ViVs), 

(19)  »7  =  (^1^6)     ^nd     W7  =  (9)i9e)(9>jyJ(9,9>5). 

Durch  die  Formeln  (13)  bis  (19)  ist  die  Gruppe  bestimmt,  falls 
sie  widerspruchsfrei  existirt.  Diejenigen  Substitutionen  s,  deren  zu- 
gehörige u  das  Element  q>^  nicht  umsetzen,  bilden  die  zu  (p^  gehörige 
Gruppe  (rg.     Diese  muss  die  Ordnung  r  =  120  haben. 

Nun  ist 


M1U4U7MB         =  (9l9298949>6) 


^1^4%^6^7  **  (^l^a^S^4^5^6)  "^^  ^1  > 
«1  «4  S^  «5       =s=  (£^1  ^2  ^8  ^6  ^4)        ''^  ^2  f 

%^6^1  *==  (^1^4^6^2)  =^- 

Man  erkennt  leicht,  dass  ^  von  allen  Potenzen  von  t^,  und  dass  ^  von 
allen  Producten  t^t^  verschieden  ist.    Alle  6-5 -4  =  120  Substitutionen 

(20)     t^t^t^         (a=l,2,...6;  ^=l,2,...5;y-=l,2,...4) 

sind  von  einander  verschieden;  G^  hat  also  mindestens  die  Ordnung  120. 
Andrerseits  bleibt  z.  B.*)  die  Function 

96  =  (^1^8  +  ^8^4  +  ^ö^e)  (^1^8  +  ^2^6  +  ^4^0)  (^1^4  +  ^2^6  +  ^8^5) 

(^1^6  +  ^2^4  +  ^8^6)  (^1^6  +  ^2^8  +  ^A^b) 

für  ^1,  ^s;  &|  und  also  für  die  120  Substitutionen  t^i^tl  ungeändert;  aber 
auch  nur  für  diese,  da  9)^,  wie  man  leicht  sieht,  sechs  Werthe  hat, 
und  6  120  =  6!  ist.  Folglich  geben  die  Substitutionen  (20) 
eine  Gruppe  G^  mit  n  =  6,  (»  =:  6  als  Ausnahmegruppe. 


♦)  Vgl.  hierzu:  Dziobek,  Arch.  f.  Math.  68,  p.  226  u.  230;  Holder,  Math. 
Ann.  46,  p.  333  £f. 

Ketto,  Algebra.   II.  21 
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§  548.  Wir  sahen  oben  §  540,  (8*),  dass  bei  der  Darstellung 
einer  Function  durch  eine  andere  q)  derselben  Gattung  die  Discrimi- 
nante  -J^  =  n{(pa  —  q>^y  als  Nenner  des  darstellenden  Ausdruckes 
eine  Bolle  spielt.  Wir  wollen  eine  weitere  Eigenschaft  der  Discrimi- 
nante  herleiten. 

Die  Substitutionen  der  n  Elemente  0  ordnen  wir  wie  früher  in 
eine  Tabelle  derart  ein,  dass  die  erste  Zeile  die  Gruppe  G  der  Func- 
tion (p  und  jede  der  folgenden  Zeilen  je  einen  der  Gruppe  G  conjngen 
Complex  (§  541)  enthält: 

«1  =  1^    «8     ;    «8     ,    •••    *v     ;    ö     , 

(tq  =  n !) 


(f^  ,      S^Ö^y      ^^^f  Sr6^]       G6q. 


Kommt  eine  Transposition  etwa  (ZaZß)  in  einem  der  conjugen  Gomplexe 
vor,  z.  B.  in  der  zweiten  Zeile,  so  zeigt  dies  an,  dass  ^^  durch  {$afSß) 
in  9^  übergeführt  wird.  Es  ist  deswegen,  wenn  die  Relation  Za  =  ^ß 
herrscht,  auch  9^  »=  q)^ ;  denn  bei  der  Gleichheit  dieser  Elemente  wird 
ihre  Umstellung  ja  keine  Werthänderung  in  9  hervorrufen;  und  dem- 
gem'äss  ist  ihre  Differenz  (tp^  —  y^)  durch  (0«  —  g^)  theibar. 

Giebt  es  daher  in  der  ersten  Zeile,  d.  h.  in  der  Gruppe  G  der 
Function  {p  selbst  q  Transpositionen  der  j?,  so  kommen^  weil  das 
Schema  alle  Substitutionen  und  jede  nur  einmal  enthält,   die  übrigen 

yw(n  — 1)  — g 

Transpositionen  der  jsr^,  ^e^j,  •  •  •  jer«  in  den  weiteren  conjugen  Complexen 
vor,  und  demnach  werden  auch  y  w  (w  —  1)  —  q  Differenzen  (Za  —  ^/*) 
bestehen,  welche  das  Product 

(21)  (9i  —  Vi)  {9>i  —9>z)-'  (9i  —  9q) 

theilen.  Diese  Differenzen  der  Form  (ßia  —  ^/*)  sind  alle  unter  einander 
verschieden,  und  somit  ist  (21)  durch  ihr  Product  theilbar. 

Da  die  Gruppe  6^^G6^,  welche  zu  q>^  gehört,  dieselbe  Constitution 
wie  G  besitzt,  so  ist  auch  das  entsprechende  Product 

(21*)  (98  —  91)  (9?8  —  9s)  •  •  •  (92  —  9q) 

durch     ^^7~     —  q  Transpositionen  theilbar  und  die  Discriminante 

durch  das  Product  von  pf -^^-g — —  QA  Differenzen  von  der  Form  (Za — ^^)- 
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^^  ist  symmetrisch  in  den  e]  das  Vorkommen  eines  (sia  —  si^)  beweist 
daher  die  Theilbarkeit  durch  die  Discriminante  der  0,  die  wir  mit  ^ 
bezeichnen  wollen;  und  da  diese  von  der  Dimension  n(n  —  1)  ist,  so 
erkennt  man^  dass  die  Discriminante  jeder  Function  ip  der 
Gattung  G  mindestens  durch  die  Potenz 

(22)  ^^LT~niH^l)\ 

theilbar  ist.  Diese  Potenz  ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
der  Discriminanten  der  Functionen  der  Gattung.  Die  Richtig- 
keit dieser  letzten  Behauptung  muss  noch  nachgewiesen  werden. 

Wir  haben  (§  539)  gezeigt^  dass,  falls  nur  ^i;  ^g,  •  •  •  ^n  von  ein- 
ander verschieden  sind,  bei  sonst  willkürlichen  aber  durch  algebraische 
Gleichungen  ausgedrückten  Beziehungen  der  z  unter  einander  stets 
zu  G  gehörige  Functionen  gefunden  werden  können,  deren  conjuge 
Werthe  von  einander  verschieden  sind,  deren  Discriminante  also  nicht 
gleich  Null  ist.  Hätten  nun  die  Discriminanten  aller  Functionen  der 
Gattung  G  einen  gemeinsamen  Theiler  o(^i,  ^27 ' '  "^«);  so  würde  es 
ausreichen,  die  0  der  Gleichung  (o(jSi,  -  -  -  JSn)  =  0  entsprechend  zu 
wählen,  um  eine  Gattung  von  lauter  Functionen  mit  verschwindenden 
Discriminanten  zu  haben.  Das  ist  aber,  wie  oben  gezeigt  wurde,  nur 
bei  Gleichheiten  Za  =  ^/*  möglich.  Gemeinsame  Theiler  aller  Discrimi- 
nanten können  demnach  nur  Potenzen  der  Theiler  von  ^  sein. 

Es  ist  daher  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  durch  (22)  bestimmte 
Potenz  die  höchste  ist,  welche  als  Theiler  aller  Discriminanten  der 
Functionen  einer  Gattung  heraustritt. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  eine  zu  G  gehörige  Function  (§539-,  5*) 

(*) 

und  ihre  Conjuge 

(0 

wobei  die  k  gemäss  §  539  so  angenommen  sind,  dass  alle  möglichen 
n !  Producte  je?*'  •  •  •  zj^  unter  einander  verschieden  werden,  und  wobei 
die  l  eine  Permutation  der  Je  darstellen.  Gesetzt  nun  (9^  —  92)  bätte 
den  Factor  (z^  —  z^),  dann  müssten  bei  der  hinlänglich  grossen  Willkür 
in  der  Wahl  der  k  die  Functionen  (p^  und  9)^  ai;s  Aggregaten  von  je 
zwei  Gliedern  sich  zusammensetzen 

die  sich  einander  zuordnen  und  deren  DüSferenz  durch  (z^  —  z^)  und 
zwar  nur  durch  diese  erste  Potenz  theilbar  ist.    Bei  solcher  Zuordnung 
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ist  es  aber  klar^  dass  fp^  aus  tp^^  durcli  die  Transposition  6  =^  {pi^%) 
entsteht;  d.  h.  bei  diesen  Functionen  kommt  nur  unter  den  am  Anfange 
des  Paragraphen  vorausgesetzten  Verhältnissen  der  Factor  {e^  —  e^  und 
auch  in  keiner  höheren  als  in  der  ersten  Potenz  vor. 

Damit  ist  die  Berechtigung  erwiesen^  (22)  als  Oattungsdiscri- 
minante  zu  bezeichnen,  d.  h.  als  gemeinsamen  Theiler  der  Discri- 
minanten  aller  zur  Gattung  gehörigen  Functionen.  — 

Ist  G'  eine  unter  G  enthaltene  Gattung,  r'  die  Ordnung  von  G\ 
Q=n\\r    femer  q    die  Zahl  der  Transpositionen  in  G'  und  r'^=r7i, 

dann  wird  der  Exponent  p'l- ,       ^.  =  —  1 -s"  — *  ,       ^A  oflFenbar 

^  ^  L  2         n{n  —  1)J  X  L  2         n{n  —  1)J 

kleiner  als   q\-- t^TTnI?  ^^  *  mindestens  =2,   und  q^q  ist. 

Ist  6r'  unter  der  Gattung  G  enthalten,  dann  theilt  die 
Gattungsdiscriminante  von   G'  diejenige  von   6r*). 

Die  oben  definirte  Zahl  q  wird  nur  dann  zu  Null,  wenn  G  keine 
Transpositionen  besitzt;  also  stets  dann,  wenn  die  altemirende  Gattung 
unter  G  enthalten  ist.  Natürlich  ist  dies  aber  nur  eine  hinreichende 
und  keine  nothwendige  Bedingung. 

Der  Exponent  in  (22)  verschwindet  nur  dann,  wenn  q  =  -^n(n — 1) 

ist,  d.  h.  wenn  G  die  symmetrische  Gattung  repmsentirt  und  also  con- 
juge  Gattungen  nicht  vorhanden  sind. 

Aus  (22)  ist  endlich  ersichtlich,  dass  man  die  Gattungsdiscriminante 
jeder  Gattung,  ausgenommen  die  symmetrische,  in  eine  solche  Potenz 
erheben  kann,  dass  die  Gattungsdiscriminante  einer  beliebigen  anderen 
Gattung  sie  theilt;  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  irreductiblen 
Theiler  aller  Gattungsdiscriminanten,  von  der  symmetrischen  abgesehen, 
mit  einander  übereinstimmen. 


Sechsundfünfzigste  Vorlesung. 
Composition  und  Isomorphisnivs. 

§  649.  Wir  haben  bei  der  Behandlung  von  Aberschen  Gruppen 
(§  509)  den  Begriff  der  vertauschbaren  Elemente  eingeführt,  für  welche 
also  0^@jj  =  02@j  wird.  Diesem  ordnet  sich  der  Begriff  der  ver- 
tauschbaren Substitutionen  unter;  s  imd  t  heissen  vertauschbar, 


*)  Kronecker,  Grundzüge  u.  s.  w.  §  9.  —  Vgl.  auch  meinen  Aufsatz:  Joum. 
f.  Math.  90,  p.  164. 
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wenn  das  Resultat  ihrer  Composition  von  ihrer  Stellung  unabhängig 
ist^  d.  h.  s  und  t  sind  vertauschbar^  wenn 

(1)  st=^tSy    also     s^^ts^t    und       t-'^st  =  s 

wird.  Eine  Substitution  ändert  sich  nicht^  wenn  man  sie  durch  eine 
mit  ihr  yertauschbare  Substitution  transformirt. 

Potenzen  einer  und  derselben  Substitution  sind  miteinander  ver- 
tauschbar. 

Sind  s  und  t  miteinander  vertauschbar^  dann  sind  auch  alle  Po- 
tenzen s^  von  s  mit  allen  tf^  von  t  vertauschbar.  Es  ist  deshalb  auch 
^—^  mit  s  vertauschbar,  wenn  t  es  ist,  und  es  wird  tst'"^  =='  s, 

Substitutionen,  die  kein  Elemept  mit  einander  gemeinsam  haben, 
sind  miteinander  vertauschbar. 

Alle  Substitutionen,  die  mit  einer  gegebenen  Substitution  yer- 
tauschbar  sind,  bilden  eine  Gruppe.    Denn  aus  den  beiden  Gleichungen 

s~^us  =  u    und     t-^ut  =  u 
folgt  die  den  Satz  beweisende  dritte  Gleichung  (vgl.  S.  258,  Z.  12) 

Alle  Substitutionen  einer  Gruppe,  die  mit  den  Substitutionen  einer 
anderen  Gruppe  vertauschbar  sind,  bilden  aus  gleichen  Gründen  auch 
eine  Gruppe. 

Sind  die  Substitutionen  s  und  t  miteinander  vertauschbar,  hat  s 
die  Ordnung  w,  und  ist  t^  die  niedrigste  Potenz  von  t,  welche  zugleich 
eine  Potenz  von  s  ist,  so  wird  m  entweder  gleich  der  Ordnung  von  t 
oder  gleich  einem  Theiler  dieser  Ordnung,  wie  leicht  zu  sehen  ist.  Dann 
lassen  sich  die  sämmtlichen  Substitutionen  der  Gruppe  G  geringsten 
ümfanges,  welche  s  und  t  umfasst,  eindeutig  in  der  Form 

(2)  ^tl^         (a  =  0,  l,.--w  — 1;  )8  =  0, 1,  .••  w  — 1) 

darstellen.    Die  Gruppe  G  hat  also  die  Ordnung  m  •  n.  . 

Zunächst  ist  es  klar,  dass  jede  Substitution  von  G  als  Combina- 
tion  von  Potenzen  des  s  und  des  t  die  Gestalt  eines  Potenzproductes 
mit  beliebiger  Factorenzahl 

auftritt,  wo  die  ft«  die  Ordnung  von  s,  und  die  v«  die  Ordnung  von  t 
nicht  überschreiten  können.  Da  nun  s  und  t  miteinander  vertauschbar 
sind,  kann  man  jedes  solche  Product 
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setzen,  wo  auch  ^i  und  v  die  Ordnungen  der  Substitutionen  s  und  t 
nicht  übertreffen.  Da  endlich  f^  eine  Potenz  von  5  wird,  so  kann 
man  die  durch  (2)  gegebene  Form  dafQr  einsetzen. 

Jede  Substitution  von  G  hat  also  die  Form  (2).    Femer  sind  alle 

(2)  von  einander  verschieden.     Denn   wenn  6  >  /J  und  J,  /J  <  w  sind, 

dann  folgt  aus 

sfl^ft  —  5**^/*     sofort     s«-*»  =  ^*~/* ; 

das  aber  führt  zu  dem  Widerspruche  mit  der  Voraussetzung,  weil  nun 
eine  niedrigere  Potenz  von  t  als  die  w**  unter .  den  Potenzen  von  s 
aufkritt. 

Als  Gorollar  können  wir  aus  diesem  Satze  entnehmen:  Hat  t  die 
Ordnung  Wj,  und  ist  s^  die  niedrigste  Potenz  von  5,  welche  zugleich 
eine  Potenz  von  t  ist,  so  folgt  für  die  Ordnung  von  G  ebenso  m^-n^. 
Folglich  ist 

§  550.    Eine  Gruppe 

G  =  [1,  S2,  Ss,  •  •  •  Sr] 

heisst  mit  einer  Substitution  t  vertauschbar,  wenn  für  jedes  a 
eine  Gleichung 

(3)  5« ^  =  tS(i     oder     t-^Sat=^  s^ 

besteht,  d.  h.  wenn  man  zu  jedem  a  ein  ß  finden  kann,  so  dass  (3) 
befriedigt  wird. 

Jede  Substitution  Sa  von  G  wird  hierbei  durch  t  in  eine  nicht 
nothwendig  wieder  mit  Sa  zusammenfallende  Substitution  von  G  trans- 
formirt.     Wir  schreiben  dies  symbolisch 

(3*)  t-'Gt=G, 

wobei  also  links  und  rechts  G  nur  als  Inbegriff  aller  Substitutionen 
Sa  auftritt. 

Alle  Substitutionen,  die  mit  einer  gegebenen  Gruppe  vertauschbar 
sind,  bilden  selbst  eine  Gruppe. 

Ist  G  mit  t  vertauschbar,  bedeudet  r  die  Ordnung  von  G,  ist 
ferner  t^  die  niedrigste  Potenz  von  ^,  welche  in  G  vorkommt,  dann 
ist  m  gleich  der  Ordnung  von  t  oder  gleich  einem  Theiler  dieser  Ord- 
nung. Es  lassen  sich  nun  sämmtliche  Substitutionen  der  Gruppe  H, 
die  zugleich  t  und  alle  Substitutionen  von  G  umfasst,  in  der  Form 

Gt?         (/J  =  0,  l,...w  — 1) 

darstellen,  so  dass  diese  Gruppe  H  also  die  Ordnung  mr  besitzt.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  entspricht  durchaus  dem  im  vorigen  Paragraphen 
bei  dem  specielleren  Satze  gegebenen. 
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§  551,    Zwei  Oruppen 

G  =  [1,  Si,  Sz,  '  "  Sr]    und    H=  [1,  fe,  ^,  •  •  •  t^] 

seien  gegeben.  Die  angewendete  Bezeichnung  bedeutet^  dass  G  von 
der  Ordnung  r  ist  und  aus  den  Substitutionen  1,  s^y  -  •  *  Sr  besteht; 
und  Aehnliches  gilt  för  H  (vgl.  §  514). 

Wir  nennen  G  und  H  mit  einander  vertauschbar,  wenn  zu 
allen  Indicespaaren  a,  ß  passende  Indicespaare  y,  S  gefunden  werden 
können,  welche  die  Gleichung 

(4)  Sat^i  =  tySö 

befriedigen.    Wir  drücken  dies  symbolisch  durch  die  Formel  aus 

(4»)  GH=HG. 

Eine  Gruppe  ist  mit  jedem  ihrer  Theiler  vertauschbar. 

Nun  möge  K  die  Gruppe  aller  Substitutionen  sein,  welche  G 
und  H  gemein  haben;  dass  diese  Gesammtheit  wirklich  eine  Gruppe 
bildet,  erkennt  man  sofort.  Es  möge  femer  G  aus  den  conjugen 
Complexen  (§  538) 

K ;   Kö^ ;   K6^ ;  •  •  •    K^m , 

und  H  aus  den  conjugen  Complexen 

K]  Kx^ ;   Kt^ ;  •  •  •   Ktn 

bestehen.  Ist  die  Ordnung  von  K  gleich  r,  so  ist  diejenige  von  G 
gleich'  rm,  und  diejenige  von  H  gleich  rw.  Kein  6a  kann  einem  r^ 
gleich  werden. 

Wir  suchen  diejenige  Gruppe  J  geringsten  Umfanges  auf,  welche 
alle  Substitutionen  von  G  und  von  H  in  sich  fasst.  Diese  kann  das 
kleinste  gemeinsame  Vielfache  von  G  und  H  genannt  werden, 
ebenso  wie  K  als  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  G  und 
H  bezeichnet  werden  darf. 

Jede  Substitution  der  Gruppe  J  hat  die  Form  eines  Potenzproductes 

a  tb    c   ,d 
Sa  tfiSyU  •  •  •  ; 

dies  kann  wegen  (4)  auf  die  einfachere  Form  s^^U  gebracht  werden. 
Nun  gehört  aber  jedes  U  zu  einem  Complexe  Kt^jy  so  dass  man 

setzen  kann,  weil  ja,  GK  nichts  anderes  ist,  als  G  selbst.    Hieraus  ist 

ersichtlich,   dass  die  Ordnung  von  J  nicht  grösser  als  rm7i  sein  kann. 

Sie  ist  aber  wirklich  so  gross.     Denn  wenn  man  t;  =  1,  2,  •  •  •  r; 

fi)  =s  1,  2,  •  •  •  n  setzt,  erhält  man  lauter  verschiedene  Substitutionen. 
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Wäre  nämlich 

so  würde 

(o    q  V  w 

folgen,  d.  h.  eine  Substitution  von  H  gehörte  der  Gruppe  G  an;  das 
ist  aber  nur  möglich,  wenn  3  =  0  und  w  =  t;  ist. 

Ist  K  der  grösste  gemeinsame  Theiler,  J  das  kleinste 
gemeinsame  Vielfache  der  beiden  vertauschbaren  Gruppen 
G  und  Hj  und  sind  r,  rm,  rn  die  Ordnungen  von  K^  G 
lind  Hj  so   ist  rmn  die  Ordnung   von  J, 

§  552.    Ist  eine  Gruppe 

G  =  [1,  S^,  S5,  . . .  Sr'\ 

gegeben,  und  ist  H  ein  Theiler  von  G,  derart  dass  H  mit  allen  Sub- 
stitutionen von  G  vertauschbar  ist, 

SO  müssen  die  conjugen  Gruppen  von  H,  welche  Theiler  von  G  sind, 
gleich  JET  selbst  werden.  Für  dieses  Verhältnis  von  H  zxjl  G  sind 
mancherlei  Bezeichnungen  eingefOhrt.  H  heisst  nach  F.  Klein  ein 
„ausgezeichneter^'  Theiler  von  G\  nach  G.  Frobenius  ein  „mono- 
typischer''; nach  H.  Weber  ein  „Normal"- Theiler;  englische  Autoren 
bezeichnen  ein  solches  H  als  „selbst-conjugirt".  Diese  letzte  Benennung 
ist  wohl  die  treffendste;  die  Mängel,  die  man  in  ihr  finden  konnte, 
beruhen  darin,  dass  sie  nicht  kurz  genug  ist;  Büdungen  wie  „selbst- 
conjugirte  Maximaluntergruppe"  wirken  schleppend.  Ich  möchte  des- 
halb im  Anschluss  an  die  bereits  von  mir  benutzte  Abkürzung  „conjug" 
eine  solche  Gruppe  einen  autojugen  Theiler  von  G  nennen. 

Hat  eine  Gruppe  G  einen  von  der  Einheit  verschiedenen  auto- 
jugen Theiler  niederer  Ordnung,  so  heisst  G  zusammengesetzt;  im 
entgegengesetzten  Falle  heisst  es  einfach. 

Aus  den  Untersuchungen  der  vorigen  Vorlesung  können  wir  ent- 
nehmen, dass  die  symmetrische  Gruppe  zusammengesetzt  und  die 
altemirende  A  ein  autojuger  Theiler  ist,  da  für  jede  Substitution  s 
die  Gleichung  s-~^As  =  A  gilt. 

Femer  ist  die  altemirende  Gruppe,  falls  die  Anzahl  der  Elemente 
>  4  wird,  einfach.  Denn  dies  ist  genau  der  in  §  543  behandelte  Fall, 
da  die  dort  benutzten  6  sämmtlich  zu  A  gehörten. 
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§  553«  Aus  §  533,  (16)  entnehmen  wir  femer,  dass  die  lineare 
Grappe  U  der 

(a  =  l,  2,  •••  v;  Äa*=0,l,--n  —  1) 

zusammengesetzt,  und  dass  die  cykliscbe  Gruppe  S  der  Substitutionen 

s  =  I  Äo     Äa  +  ^«  I         (a  =  l,  2,  •••  i/;  Aa  =  0, 1,  •••  w  —  1) 

ein  autojuger  Theiler  von  U  ist. 

Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  neu  gewonnenen  Begriffe  dazu  zu 
verwenden,  um  alle  Substitutionen  x  aufzufinden,  welche  der  Gleichung 

(5)  x-^Sx  =  S 

genügen,  also  umgekehrt  die  grösste  Ghnppe  zu  bestimmen,  für  welche 
die  cykliscbe  Gruppe  8  ein  autojuger  Theiler  ist. 

Für  die  Behandlung  dieses  Problems  brauchen  wir  den  Hülfs- 
satz:  Jede  beliebige  Umwandlung  der  Indices  A^,  Z^,  •  •  •  Ay  lässt  sich 
bei  passender  Wahl  der  ganzen  Functionen  9^,  92,  >  •  •  9,  durch  eine 
Substitution 

(6)  I  ha      <Pa(Kf  Äj,  •  •  •  Ä») 


ausdrücken.    Um  dies  zu  zeigen,  lassen  wir.  alle  einzelnen  h^y  h^,  - » -  K 

die  Werthreihe  0,  1,  •  •  •  (n  —  1)  unabhängig  von  einander  durchlaufen; 

dann   entspricht  jedem  Werthsysteme   der  h  ein   einziger  Werth   der 

Grosse 

(7)  t^hi  +  nh^  +  »^Ag  H 1-  n''-^, 

und  diese  Werthe  von  t  durchlaufen  die  ganze  Zahlenreihe  von  0  bis 
(n"  —  1).  Umgekehrt  entspricht  jedem  dieser  Werthe  von  t  nur  ein 
und  stets  ein  System  der  h.  Die  Umformung  eines  Systems  h^,h^,''h^ 
durch  eine  Substitution  in  das  System  h'i,  h^,  •  •  •  K  kann  also  auch 
so  aufgefasst  werden,  dass  dem  Zahlen  werthe  (7)  v  Functionen  ifi(t), 
^«(0;  '  •  •  i^vi^)  zugeordnet  werden,  deren  Werthe  durch  Äi,  Ai,  •  •  •  Ai 
bestimmt  sind.  Die  ilf^,  ^,,  •  •  •  sind  dabei  durch  die  Lagrange'sche 
Interpolationsformel  bestimmbar,  und  gemäss  (7)  kann  endlich  ^„(^ 
=  9>o(Ai,  Äj,  •  •  •  Ay)  gesetzt  werden.  — 

Nachdem  dieser  Hülfissatz  bewiesen  ist,  nehmen  wir  eine  noch  un- 
bestimmte Substitution,  in  der  die  9«  anch  die  Indices  A  liefern, 

» 

r  =  I  A«     9>a(Ai,  Ag,  '  •  '  hr)\       («  =  1,2,    -.i/;  A«  =  0,  1,  •••  n  — 1) 

und  fragen,  wie  die  Functionen  (pa  beschaffen  sein  müssen,  damit  alle 
Ausdrücke 
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(8) 


T~i-  \hiyhi,'"  K    h^jh^  +  ly'"  hr\t 


zu  arithmetisclien  Substitutionen  werden.  Durch  diese  Forderung  ist 
nämlich  nach  §  524^  (12)  auch  die  anfängliche  allgemeinere  erfüllt 

Durch  T*"^  geht  jedes  q)a(\y  "-K)  in  Ä«  über;  durch  \Jhyh^,'' 
Aj  +  1,  Ä,,  •  •  •  I  geht  dann  A^  in  A^  +  1  über,  während  die  folgenden  h 
ungeändert  bleiben;  durch  t  endlich  geht  (h^-j-l)  in  9a(Ai  +  l,  Ag,--) 
über,  u.  s.  f.  Die  erste  Zeile  von  (8)  ruft  also  folgende  Aenderungen 
hervor:  Jedes  g>a  (Aj,  A^,  •  •  •  hy)  geht  in  9«  (A^  -j-^,  h^,-  -  -  K)  über. 
Ebenso  ruft  die  zweite  Zeile  von  (8)  die  ümwandelung  jedes 
g>a (Ai,  h^f '  •  •  K)  in  q)a  (A^,  A,  +  1,  •  •  •  A»)  hervor  u.  s.  w. 

Sollen  die  so  bestimmten  Substitutionen  sämmtlich  arithmetische 
Substitutionen  bedeuten,  dann  wird  jeder  durch  ein  ^aCAi,-*-)  dar- 
gestellte Index  um  eine  Gonstante  wachsen,  und  es  muss  also,  wenn 
die  aaij  aai,  - '  •  Constanten  bedeuten, 

9«  (*1  +  1;  *2;  •  •  •  Ar)  =  ^a  (Aj,  Aj,  ■  •  •  Ay)  +  a«!  , 

q>aQh,  Aj^-  !;•    •  M  =  VccQh.y  Aj,  •  •  •  Ay)  +  aas, 


"av 


9«  (*i>  Ag,  •  •  •  Ar  ^  1)  =  9a  (Ai,  Aj,  •  •  •  Av)  +  a^ 

sein.  Setzt  man  endlich  (pa  (0,  0,  •  •  •  0)  »=  (2„  ^  so  folgt,  wenn  man 
die  eben  erhaltenen  Gleichungen  dazu  verwendet,  um  in  9>a(Ai,  Ag,--- Av) 
die  Argumente  der  Reihe  nach  bis  auf  0  zu  verringern, 

Damit  ist  bewiesen:  Die  Substitutionen  der  linearen  Gruppe  U 
sind  die  einzigen,  welche  die  cyklische  Gruppe  S  in  sich 
selbst  transformiren.  Jede  Gruppe,  für  welche  die  cyklische 
Gruppe  8  ein  autojuger  Theiler  wird,  ist  in  der  linearen 
Gruppe  U  enthalten. 

§  654.  Wir  leiten  nun  einige  Hauptsätze  über  autojuge  Theiler  ab. 

I)  Ist  H  ein  autojuger  Theiler  von  (?,  und  ist  K  ein  be- 
liebiger Theiler  von  (r,  dann  sind  H  und  K  vertauschbar. 
Denn  bezeichnen  wir  die  Substitutionen  von  K  mit  «*i,  Wg,  Wj,  •  •  •> 
so  wird  für  jedes  a 

a  a 

II)  Sind  JJ  und  H  autojuge  Theiler  von  ö  =  [1,^2;  ^s> ' ' ']> 
dann  ist  die  Gruppe  geringsten  Umfanges,  welche  H  und  H 
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enthält^  auch  ein  autojuger  Theiler  von  G]  dieser  kann  freilich 
auch  mit  G  zusammenfallen.     Denn  man  hat 

und  daraus  folgt  der  Satz  sofort. 

III)  Sind  J7  und  H  autojuge  Theiler  von  G^  =  [1,  Sg,  Sj,  •••], 
dann  ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler  ^  von  H  und  H 
auch  ein  autojuger  Theiler  von  G.  Denn  man  hat  die  Reihe 
der  Gleichungen 

5~*ips^  =  fl",   weil  ^  zu  H  gehört;   und 

^r^l^«a  =  H»      >;     §    7;    H        „     ;   folglich  ist 
s~^^s^  =  §,   weil  es  zu  JET  und  zu  H  gehört. 

IV)  Sind  JT==  [1,  ^2,  ^,  •  •  •]  und  H  =  [1,  r,,  r,,  •  •  •]  zwei 
autojuge  Theiler  von  G;  ist  ferner  der  grösste  gemein- 
same Theiler  §  von  H  und  H  gleich  [1,  tj,  t^,  •  •  •],  und  ist 
-K'=  [1,  Uj,  M3,  •  •  •]  irgend  eine  in  H  enthaltene  und  §  ent- 
haltende Gruppe,  dann  ist  K  mit  allen  Substitutionen  von 
H  vertauschbar.     Denn  es  ist 

weil  u~^  zu  H  gehört  und  H  mit  H  vertauschbar  ist;  femer  ist  aber 
zugleich  auch 


weil  H  autojug  in  G  ist.  Deshalb  wird  die  linke  Seite  der  beiden 
letzten  Gleichungen  zu  ^  gehören  müssen,  da  sie  gleichzeitig  ein  t 
und  ein  r  wird;  d.  h.  man  hat 

da  nun  u~*  und  t^  der  Gruppe  K  angehören,  so  ist  endlich  auch 

Hierdurch  ist  der  Beweis  geliefert. 

§  555,  Ist  H  ein  autojuger  Theiler  von  (r,  der  so  beschaffen 
sein  soll,  dass  es  keinen  anderen  autojugen  Theiler  von  G  giebt, 
welcher  H  in  sich  einschliesst,  so  nennen  wir  H  einen  autojugen 
Maximaltheiler  von  G. 

Nun  sei  G  irgend  eine  zusammengesetzte  Gruppe,  und  die  Reihe 

(9)  G,   G„   G„  ■■■   G„  1 


332  SechsundfiinfzigBte  VorleBung  §  565. 

möge  80  gewählt  sein^  dass  jedes  ihrer  Glieder  Ga  (cc  ^  1)  autojuger 
Maximaltheiler  des  vorhergehenden  wird.  Dann  nennen  wir  (5)  eine 
zu  G  gehörige  Compositionsreihe.  Die  Ordnungen  der  einzelnen 
Gruppen  in  (5)  bezeichnen  wir  entsprechend 

^;   ^i;   r^f  •••   ^v,    1; 
jede  dieser  Zahlen  ist  ein  Theiler  der  Vorhergehenden.   Wir  setzen  femer 

dann  nennen  wir  die  Quotienten  e^,  e^,  -  -  •  e^,  ey^.i  die  zur  Com- 
positionsreihe (5)  gehörigen  Factoren  oder  die  Gompositions- 
factoren. 

Eis  kann  vorkommen,  dass  eine  Gruppe  verschiedene  autojuge 
Maximaltheiler  besitzt.  Infolge  dessen  kann  es  auch  eintreten ,  dass 
zu  einer  Gruppe  G  verschiedene  Compositionsreihen  gehören.  Wir 
werden  nun  beweisen,  dass,  wie  auch  die  Reihen  gewählt  werden 
mögen,  die  einzelnen  Gompositionsfactoren,  abgesehen  von  ihrer  Auf- 
einanderfolge, für  alle  Reihen  dieselben,  und  ihrer  Gesammtheit  nach 
daher  invariant  sind. 

Es  bilde  neben  (9)  auch  noch  die  Reihe  von  Gruppen 

(9")  o,  r„  r„  ...  r^,  1 

eine  zu  G  gehörige  Compositionsreihe  mit  den  Ordnungen 

und  den  Gompositionsfactoren 

9..  _  1  9.. 

Wir  können  von  vornherein  annehmen,  dass  F^  von  Gi  verschieden 
sei,  da  ja  im  entgegengesetzten  Falle  die  Anfangsglieder,  welche  dem 
zu  beweisenden  Satze  schon  entsprechen  würden,  ein&ch  weggelassen 
werden  könnten. 

Die  Gruppe  geringsten  Umfanges,  welche  F^  und  G^  enthält,  sei  S] 
der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  F^  und  G^  sei  Z",  und  k  die  Ord- 
nung von  K,  Nach  11)  des  vorigen  Paragraphen  ist  H  ein  autojuger 
Theiler  von  G;  da  er  aber  die  beiden  Maximaltheiler  Gj  und  F,  um- 
fasst  und  eine  höhere  Ordnung  besitzt  als  jeder  derselben,  so  fällt  H 
mit  G  zusammen,  d.  h.  man  hat  11=  G,     Die  Ordnung  von  H  ist 

nach  §  551  gleich  ^1  •  y ;  folglich  hat  man  die  Gleichungen 


r 

^1 

^-1         « 

^^* 

9.    ''^ 

9t          '*' 

1" 
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und  deswegen 

(10)  Q^  =  ]c-e^,     r^^^k'fi^. 

Nach.  III)  des  vorigen  Paragraphen  ist  K  ein  autojuger  Theiler 
von  G  und  also  auch  autojug  in  G^  und  in  F^. 

Endlich  ist  K  auch  ein  autojuger  Maximaltheiler  von  G^  und  von 
r^.  Denn  ^be  es  zwischen  G^  und  K  noch  einen  in  G^^  enthaltenen 
und  K  umschliessenden  autojugen  Theiler  L,  so  wäre  nach  §  554^  lY) 
L  mit  allen  Substitutionen  von  F^  vertauschbar.  Da  femer  L  mit 
allen  Substitutionen  von  G^  vertauschbar  ist^  so  findet  dasselbe  auch 
für  die  Substitutionen  von  H=  G  statt ^  d.  h.  L  ist  sogar  autojuger 
Theiler  von  G.  Dann  würde  die  Gruppe  geringsten  ümfanges^  welche 
L  und  r^  enthält^  ein  autojuger  Theiler  von  G  werden,  ohne  mit 
G  zusammenzufallen;  denn  nach  dem  Lehrsatze  aus  §  551  wäre  ihre 

Ordnung  geringer  als  r^  •  ^ ,  d.  h.  geringer  als  r.    Andrerseits  würde 

sie  die  Gruppe  r\  enthalten;  also  könnte  F^  kein  autojuger  Maximal- 
theiler sein.  Es  darf  sonach  keine  solche  Gruppe  L  geben;  d.  h.  K 
ist  autojuger  Maximaltheiler  von  G^  und  von  Fj. 

Man  könnte  demnach  neben  (5)  und  (5*)  noch  zwei  Compositions- 
reihen  für  G  construiren,  deren  drei  Anfangsglieder  bezw. 

(9^)  Gy   Gl,   K,    •'    und     G,   F^,   K,     •• 

und  deren  Anfangsfactoren  gemäss  (10) 

e^,   1?!,     ••     und    i?i,   6i,  ... 

sind.  Da  K  in  beiden  Reihen  auftritt^  kann  man  in  beiden  die  auf 
die  Gruppe  K  folgenden  Glieder  identisch  machen. 

Der  ausgesprochene  Satz  wird  daher  bewiesen  sein,  wenn  er  für 
(9)  und  die  erste  Reihe  aus  (9^)  und  ebenso  für  (9*)  und  die  zweite 
Reihe  von  (9^)  gilt.  Dadurch  wird  der  Beweis  aber  auf  Reihen  re- 
ducirt,  die  schon  in  den  Anfangsfactoren  übereinstimmen. 

Wendet  man  dieselben  Schlüsse  auf  sie  an,  so  erkennt  man  die 
Wahrheit  des  Satzes:  Die  Gompositionsfactoren  sind,  abgesehen 
von  ihrer  Aufeinanderfolge,  für  alle  zu  G  gehörigen  Com* 
positionsreihen  dieselben.  Daher  ist  auch  die  Anzahl  der 
Gruppen  dieser  Reihen  constant. 

Die  allmähliche  Umwandlung  der  Gruppenreihe  (9)  in  (9*)  fahrt 
im  allgemeinen  Falle  bei  v  Zwischengliedern  zwischen  G  und  1  auf 
2*  Reihen.  Im  Falle  v  =  4  z.  B,  hat  man  Folgendes.  Die  Umwand- 
lung erfolgt  durch 
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1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


)     G, 

Gu 

>  Gi, 

)    G, 

■Gl, 

>  Gi, 

)    G, 

Gu 

.  G^, 

)    G, 

Gu 

,  G^, 

)    G, 

Gl. 

»  «^»> 

)     G, 

Gl 

»  *f* ) 

)    G, 

Gl. 

>   «^s> 

)    G, 

Gu 

1   «'«j 

G., 

ö„ 

9) 

ö„ 

i*, 

10) 

■^s> 

A, 

11) 

i^», 

^*, 

12) 

K,, 

A4, 

13) 

J^, 

J[f„ 

14) 

J,, 

J(f„ 

15) 

«^5, 

^4, 

16) 

G, 

n, 

.  «^s, 

«^j, 

G, 

A 

»  «^«, 

«^», 

G, 

A 

>  «^s> 

^s, 

G, 

ri: 

>  «'i  , 

^», 

G, 

ru 

,   r„ 

J*s, 

G, 

ri 

,  r., 

J*., 

G, 

j;, 

.  n, 

^s» 

G, 

Tx, 

,  r,, 

A» 

J,,  1 

iV,,  1 
N,,  1 

^4,     1 
-P*,     1 

Qa,  1 

<?4,     1 

r„  1. 


Hierbei  sind  die  Reihen  1)  und  16)  die  Ausgangspunkte.  Zwischen 
sie  schieben  sich  zunächst  8)  und  9)  ein,  so  dass  man  hat 

1),   8);   9),   16); 

dann  zwischen  1)  und  8)  als  neue  Glieder  4)  und  5);  und  zugleich 
zwischen  9)  und  16)  als  neue  12)  und  16);  so  dass  entsteht 

1),   4);   5),   8);   9),    12);    13),    16) 

u.  s.  f.  Bei  dieser  Tabelle  findet  also  von  jeder  Nummer  zur  folgenden 
nur  je  eine  Abänderung  statt. 

Nach  der  Einführung  des  Begriffes  der  Composition  können  wir 
den  Satz  aus  §  545  unserer  Theorie  anfügen.  Er  heisst  in  der  anzu- 
wendenden Nomenclatur:  Ist  der  zum  üebergange  von  G  zu  H 
gehörige  Gompositionsfactor  gleich  einer  Primzahl  p,  dann 
gehört  die  p^  Potenz  jeder  zu  G  gehörigen,  nicht  in  H  vor- 
kommenden Potenz  zu  dieser  Gruppe  H.  Der  Beweis  hierfür 
ist  in  §  545  gegeben;  er  folgt  daraus ,  dass  wenn  man  eine  Substitu- 
tion 6  aus  G,  die  nicht  zu  H  gehört,  mit  H  verbindet,  hieraus  G  ent- 
stehen muss,  sowie  daraus,  dass  öH  =  Hö  ist. 

Wir  können  hier  noch  hinzufügen,  was  dann  als  wesentliche 
Eigenschaft  der  Compositionsreihe  auftritt,  dass  zwei  Substitu- 
tionen Sa  und  Sß  von  G  bis  auf  eine  Substitution  von  H 
mit  einander  vertauschbar  sind,  falls  der  Gompositions- 
factor eine  Primzahl  ist.     In  der  That  können  wir  dann 

setzen,  wenn  4  und  iß  zu  H  gehören.     Daraus  folgt 

S^Sß  =  taÖ^  '  tßtf*  =  ta  {6Hß6-'^)tr+^  =  tatyfT-^^  =  ^J<y'+?, 
SßSa  =  tßf^  '  ta69  =:  ^^  (<r^a<J~*)  ^"^^  =  tßU6^-^^  =  h^^^ y 

SaSß  =  SßSa  '  tfi  , 

und  in  der  letzten  Gleichung  liegt  der  Beweis  für  die  Behauptung. 
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Den  letzten  Lehrsatz  können  wir  umkehren:  Sind  die  Sub- 
stitutionen Sa,  Sßj  ' ' '  von  G  bis  auf  Substitutionen  t  von  H 
mit  einander  vertauschbar^  dann  ist  der  zugehörige  Gom- 
positionsfactor  eine  Primzahl. 

Wählen  wir  ein  6  aus  Gy  welches  nicht  zu  H  gehört,  und  dessen 
«*®  Potenz  (x  >  1)  die  erste  in  H  vorkommende  ist,  so  wird  die  Ge- 
sammtheit  der  Substitutionen  von 

eine  Gruppe  bilden;  denn  es  ist 

da  wir  ja  H  als  autojugen  Theiler  von  G  angenommen  haben.  Diese 
Gruppe  ist  in  G  enthalten.    Sie  ist  femer  autojug  zu  G.    Denn  man  hat 

s-^SöPs  =5-^-35  '8-^6^   =  H'  s-^tffis  , 

• 

and  weil  die  Sabstitutionen  von  G  mit  einander  bis  auf  solche  von 
H  permutabel  sind,  so  wird 

a  a  y         a       a 

Demnach  muss  die  aus  allen  Substitutionen  von 

H,   HfSy   H0\  ...   Jffö^-i 

bestehende  Gruppe  mit  G  zusammenfallen,  weil  G  in  der  Compositions- 
reihe  unmittelbar  vor  fT- steht. 

Wäre  nun  jc  keine  Primzahl,  und  q  ein  Theiler  von  ä,  dann  wäre 

E,  Htfiy  H6^%  . . . 

aus  gleichen  Gründen  eine  Gruppe,  die  in  G  enthalten  ist,  H  enthält 
und  autojug  von  G  ist.  Diese  Gruppe  würde  also  in  die  Reihe  der 
Composition  zwischen  G  und  H  eingeschoben  werden  müssen,  was 
unseren  Voraussetzungen  widerspricht.  Folglich  ist  x  eine  Primzahl. 
Von  dieser  ergiebt  sich  sofort,  dass  sie  der  Compositionsfactor  wird, 
der  beim  üebergange  von  G  zu  H  auftritt. 

Die  Gleichung  SaS^  ss:  SßSa  - 1^  ist  also  charakteristisch  dafdr,  dass 
der  Compositionsfactor  eine  Primzahl  ist. 

§  566.    Im  Allgemeinen  wird  ein  jedes  beliebige  Glied  der  Com- 
positionsreihe 
(9)  G,   G„   ö„  ...   G„  1 

nur  vom  vorhergehenden  Gliede  autojuger  Theiler  sein;  es  können  aber 
auch  Glieder  auftreten,  die  autojug  in  weiter  zurückliegenden  Gruppen 
vorkommen.  Insbesondere  können  gewisse  Glieder  Gaj  G^y  -'-  auto- 
juge  Theiler  von  G  selbst  sein. 
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Wählen  wir  aus  der  Reihe  (9)  nur  diejenigen  aus 

(11)  G,  H,  J,  K,  •'  L,  M,  1, 

welche  autojuge  Theiler  von  G  sind,  so  heisst  die  Reihe  (11)  die 
Hauptcompositionsreihe  oder  kürzer  die  fiauptreihe  von  G. 

Gesetzt,  die  Hauptreihe  stimmt  nicht  mit  der  Reihe  der  Zusammen- 
setzung überein,  dann  mögen  sich  z.  B.  zwischen  H  und  J  noch  andere 
Gruppen  von  (9)  einschieben.  Die  erste  auf  H  in  (9)  folgende  sei  ÄJ; 
dann  ist  Hi  autojug  in  H,  aber  nicht  in  G.  Transformiren  wir  nun 
Hi  durch  alle  Substitutionen  von  G,  so  mögen  dabei  q  conjuge  Gruppen 
entstehen,  und  zwar  sei  wenn  ^,  ^,  -  -  •  Substitutionen  von  G  sind, 

(12)  tf^H.t.^H'-,    tr'H',t,  =  ir--,    ...    t-^H[t^  =  Hi9K 
Da 

tf^Jt,  =  t-^Jt, t-^Jt^  =  J, 

so  ist  jedes  fij**)  Theiler  von  H  und  Multiplum  von  J. 

Femer  ist  jedes  Hj^^  autojug  in  H.  Denn  weil  H  autojug  in  G 
ist,  so  kann  man  für  jedes  ux  in  H  ein  u^  in  H  so  bestimmen,  dass 

wird;  dann  folgt  aus  w^IT^u   =  H[ 

1  a  l  a  a        fi  1/ua  A        a  lax  l  li' 

und  diese  Gleichung  beweist  die  Behauptung. 

Endlich  ist  H^^^  ein  autojuger  Maximaltheiler  von  H.    Denn  schöbe 

sich  zwischen  H  und  J3^"^  noch  ein  F^"^  ein,  welches  autojug  in  H 

wäre,  so  würde  durch  Transformation  mit  t^  daraus  ein  F'  entstehen, 
welches  umfassender  wäre  als  Hi  und  autojug  in  H, 

Man  kann  also  jetzt  nach  dem  vorigen  Paragraphen  eine  Gom- 
positionsreihe  für  G  construiren,  die  vom  Beginn  bis  zu  H  mit  (9) 
übereinstimmt,  dann  H!f^  folgen  lässt  und,  da  dies  J  enthält,  über  J 
fortgeht,  wie  leicht  zu  sehen  ist;  diese  kann  man,  wie  gezeigt  wurde, 

so  einrichten,  dass  auf  H^^  der  gross te  gemeinsame  Theiler  von  El^ 
und  flj^^  folgt;  und  zwar  gilt  dies  für  jedes  Paar  a,  /}.  Diesen  grössten 
gemeinsamen  Theiler  bezeichnen  wir  mit  H^^, 

Dann  können  wir  von  H^^\  H^"^^  ebenso  zu  ihrem  grössten  ge- 
meinsamen Theiler  H^^^^  übergehen,  u.  s.  f.  Dieses  H^^^^  ist  dann 
gleichzeitig  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  H^\  H]^^  und  Bf  • 
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Da  beim  Fortschreiten  jede  der  neuen  Gruppen  das  J  enthält^  so  kommt 
man  nach  g  Schritten  zu  J  als  zum  grössten  gemeinsamen  Theiler  von 

Nun  möge  zum  Uebergange  von  H  zu  Hi  der  Compositions- 
factor  e  gehören.     Derselbe  gehört  dann  zum  Uebergange  von  H  zu 

jedem  H^^  in  (12)^  da  alle  diese  Grruppen  einander  ähnlich  sind. 
Folglich  gehört  nach  dem  vorigen  Paragraphen  zum  Uebergange  jedes 

flj**^  zu  jedem  H^"^^  wiederum  der  Factor  e  u.  s.  f.  Es  tritt  also  bei 
jeder  Reihe 

überall,  d.  h.  g-mal  der  Factor  e  auf.  Wenn  man  von  G  aus  in 
dem  f'alle,  dass  Reihe  und  Hauptreihe  nicht  übereinstimmen, 
die  eben  getroffene  Anordnung  macht,  indem  man  zwischen 
je  zwei  Gruppen  der  Hauptreihe  Hj  J  alle  Gruppen  der  Reihe 
einschaltet,  dann  tritt  der  gleiche  Compositionsfactor  e  für 
alle  Zwischenglieder  auf.  Der  zur  Hauptreihe  gehörige 
Compositionsfactor  ist  also  eine  Potenz  von  e, 

Ist  G  keine  einfache  Gruppe,  und  besteht  also  (9)  aus  mehr  als 
den  beiden  Gliedern  G  und  1,  so  hat  G  auch  eine  Hauptcompositions- 
reihe,  da  ja  natürlich  das  erste  auf  G  folgende  Glied  der  Compositions- 
reihe  in  G  selbst  autojug  ist. 

Wenn  in  der  Compositionsreihe 

(9)  G,   G^y   G^27  •••   ^x?   ^x+i;  •••   ^»?   1 

mit  den   Compositionsfactoren 

das  Glied  G^  der  Hauptreihe  angehört,  und  wenn  unter 
rv+i,  •••Cr,  ßy+i  verschiedene  Zahlen  vorkommen,  dann  liegt 
zwischen  G^  und  1  in  (9)  noch  eine  mit  G  autojuge  Gruppe, 
d.  h.  noch  ein  Glied  der  Hauptreihe.  Denn  wäre  keine  der 
Gruppen  Öxh-i>  •  •  •  Gv  zur  Hauptreihe  gehörig,  dann  wäre 

Cx-l-l  =  Cx4-2  =  •  •  •  =  e,.  =  Cy-i-i.    — 

Man  sieht  femer  leicht,  dass  wenn  H  ein  autojuger  Theiler  von 
G  ist,  eine  Compositionsreihe  construirt  werden  kann,  welche  H  als 
Glied  enthält.  — 

Wir  bemerken,  dass  auch  hier  verschiedene  Hauptreihen  möglich, 
aber  die  Producte  der  Factoren,  welche  dem  Uebergange  von  jedem 
Gliede  der  Hauptreihe  zum  folgenden  angehören,  nicht  invariant  sind*). 

*)  W.  Burnside,  Theory  of  groups,  Cambr.  1897,  §92  behauptet  die  Invarianz. 
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Dies  zeigt  das  Beispiel: 

ß^     =  [1,   (^l^ä),  (^sO>   (^1^2)(^3^4),   (^1^3)(^2^4),   l>i^4)(^S^s), 

(^1  ^a  ^2  ^4)  ?  (^1  ^4  ^a  ^8  )  J  ? 

^1  =[1,   (^1^2)(^3^4),   (^1^3)(^i^4);   (^lO(^2^«)J; 

Hier  fällt  die  Hauptreihe  mit  der  Reihe  (?,  G^,  G^,  G,^  =  l  zusammen. 
Gleichzeitig  ist  aber  für 

G[  =  [1,   (^i^g),   (^3^J,   (^i^2)(^3^4)];         G^S  =  [1,    (^1^3)] 

auch  G,  G'i,  G2,  G's  =  1  eine  Compositionsreihe,  aus  welcher  6?,  Gi,  1 
als  Hauptreihe  heraustritt.  Im  ersten  Falle  besitzt  demnach  die  Haupt- 
reihe vier  Glieder,  hier  dagegen  nur  drei.  — 

Wir  wollen  die  am  Schluss  von  §  555  aufgestellten  Theoreme 
über  den  Fall,  dass  ein  Compositionsfactor  eine  Primzahl  wird,  hier 
verwenden. 

Wenn  in  der  Compositionsreihe  von  G  die  Glieder 

vorkommen,  und  Hy  J  aufeinander  folgende  Glieder  der  Hauptreihe 
sind,  wenn  femer  zum  üebergange  von  H  zu  H^  der  Compositions- 
factor p  gehört,  der  eine  Primzahl  sein  soll,  so  erinnern  wir  uns,  dass 
auf  U  in  der  Compositionsreihe  auch  ausser  Hx  =  Hi  noch  Gruppen 

U"       TT'"  ZT^fi) 

j«!  ,    Hl    ,    •  •  •     -öl 

folgen  können,  und  dass  J  der  grösste  gemeinsame  Theiler  dieser 
Gruppen  ist. 

Nun  waren  die  Substitutionen  von  H  mit  einander  bis  auf  solche 
von  Hi  vertauschbar;  das  Gleiche  gilt  für  Hl\  Hi\  •  •  • ,  d.  h.  die 
Substitutionen  von  H  sind  mit  einander  bis  auf  Substitu- 
tionen von  J  vertauschbar. 

Umgekehrt,  wenn  dies  stattfindet,  so  sind  auch  die  Substitutionen 
von  jffj—i  unter  einander  bis  auf  die  von  J  vertauschbar.  Folglich 
gehört  dazu  als  Compositionsfactor  eine  Primzahl  p,  und  deshalb  zum 
Üebergange  von  H  zu  J  die  Potenz  jp^.  Die  Yertauschbarkeit  der 
Substitutionen  von  H  bis  auf  solche  von  J  ist  also  charak- 
teristisch dafür,  dass  als  Factor  der  Compositionsreihe  da- 
bei eine  Primzahl  auftritt.  Da  auf  die  vorletzte  Gruppe  der 
Hauptreihe  die  Einheitsgruppe  folgt,  so  muss  diese  Gruppe  unter  ein- 
ander vertauschbare  Substitutionen  haben.  Die  vorletzte  Gruppe 
der  Hauptreihe  ist  eine  Abel'sche  Gruppe. 
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§  557,  Wir  gehen  auf  eine  andere  wichtige  Erscheinung  ein,  auf 
den  Isomorphismus. 

Es  kommt  vor,  dass  die  Substitutionen  zweier  Substitutionen- 
gruppen Cr  und  r  einander  so  zugeordnet  werden  können,  dass  auch 
dem  Producte  zweier  willkürlichen  Substitutionen  von  G  das  Product 
der  zugeordneten  Substitutionen  von  F  zugeordnet  ist.  In  diesem  Falle 
heissen  G  und  F  isomorph. 

Am  einfachsten  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  jeder  Sub- 
stitution der  einen  Gruppe  nur  eine  der  anderen  zugeordnet  ist.  In 
diesem  Falle  sprechen  wir  von  einstufigem  Isomorphismus. 

Jedem  Theiler  H  von  G  entsprechen  die  Substitutionen  eines 
Theilers  H  von  F.  Ist  H  autojug  in  G,  dann  ist  H  autojug  in  F; 
denn  aus 

G~^HG  =  H    folgt     r-iHr=H. 

Ist  H  ein  autojuger  Maximaltheiler  in  (7,  dann  gilt  das  Ent- 
sprechende fär  H  in  F.  Denn  aus  der  Existenz  einer  zwischen  F 
und  H  tretenden  autojugen  Gruppe  A  würde  die  einer  entsprechenden 
L  in  G  folgen. 

Der  Compositionsreihe  (und  auch  der  Hauptcompositionsreihe) 
von  G  entspricht  die  aus  der  isomorphen  Gruppe  F  abgeleitete  ent- 
sprechende Folge  von  Gruppen  als  Reihe  (bezw.  als  Hauptreihe). 

Einstufig- isomorphe  Gruppen  besitzen  gleiche  Ordnungen,  während 
ihre  Grade  verschieden  sein  können.  Sie  haben  ferner  gleiche  Com- 
positionsfactoren;  sie  sind  gleichzeitig  einfach  oder  zusammengesetzt. 

So  bleibt  eine  Reihe  wichtiger  Eigenschaften,  die  mit  der  Mul- 
tipUcation  der  Elemente  zusammenhängen,  bei  isomorphen  Gruppen 
invariant. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  diejenigen  Gruppeneigenschaften, 
welche  allen  isomorphen  Gruppen  gemeinsam  sind,  als  in  der  Natur 
der  Gruppe  tiefer  begründet  angesehen  werden  können.  So  haben  wir 
die  Ordnung  als  Invariante  einstufig -isomorpher  Gruppen,  den  Grad 
hingegen  nicht.  Wie  wir  femer  soeben  sah^,  bleibt  für  isomorphe 
Gruppen  die  Eigenschaft,  einfach  oder  zusammengesetzt  zu  sein, 
bestehen. 

Wir  wollen  eine  Methode  angeben,  zu  einer  vorgelegten  Gruppe  G 
der  Ordnung  r  eine  einstufig- isomorphe  von  besonders  interessanten 
Eigenthümlichkeiten  zu  bilden.  Es  sei,  wie  in  §  539,  9?(^i,  •  •  •  ^«)  =  9i 
eine  Galois^sche  Function,  d.  h.  eine  solche,  die  w!  Werthe  besitzt. 
Wir  wenden  auf  9^  die  Substitutionen  der  Gruppe 

22* 
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an  und  erhalten  daraus  die  Reihe  der  r  verschiedenen  Werihe 
(12)  91,  93,  98,  •    •  q>r. 

Wird  nun  auf  diese  Reihe  ein  Sa  angewendet,  dann  geht  die  6e- 

sammtheit   ihrer  Elemente  in   sich  selber   über.     Wir   bezeichnen  die 

Umwandlung,  von  tp^  durch  s^  mit  9^,^;  dann  ruft  also  Sa  aus  der 
Anordnung  (12)  hervor 

9«,  7  9«.?  9«.?  •  •  •  9«r- 
Wir  setzen  jetzt  als  Zeichen  für  diesen  üebergang 

(x  =  l,2,--.r), 

dann  wird  die  Wirkung  von  Sa  auf  die  Elemente  (12)  als  Functionen 
der  z  aufgefasst  dieselbe  sein,  wie  die  von  6a  auf  dieselben  als  be- 
liebige Elemente  aufgefassten  Glieder;  folglich  wird,  wenn  sich  auch 
s^  und  öfi  entsprechen,  die  Wirkung  von  Sa  -  s^  dieselbe  sein,  wie  die 
von  öa  '  6ii ,  d.  h.  auch  SaS^  und  tf^tf^  entsprechen  einander;  wir  haben 
demnach  Isomorphismus  zwischen  den  s  und  den  6. 

Es  können  bei  dieser  Zuordnung  nicht  zwei  verschiedene  ^^  und 
sx  das  gleiche  6jt  =  6x  hervorrufen.  Denn  sonst  würden  sich  s^s^^ 
und  6^(5^^  =  1  entsprechen,  d.  h.  die  von  1  verschiedene  Substitution 
s  s~^  riefe  keine  Umänderung  bei  (12)  hervor,  während  doch  sogar 
jedes  Element  von  (12)  sich  durch  jede  Substitution  ändert.  Um- 
gekehrt entspricht  jedem  s^  ein  6^.  Folglich  findet  einstufiger 
Isomorphismus  zwischen  den  s  und  den  6  statt,  wobei  die  6  eine 
Gruppe  r  von  der  Ordnung  r  bilden. 

r  ist  auch  vom  Grade  r,  da  seine  Elemente  9^,  92,  •••  9r  sind. 
r  ist  so  beschaffen,  dass  jede  seiner  Substitutionen  6  (ab- 
gesehen von  (jj  =  1)  alle  Elemente  umsetzt;  denn  jedes  9  ist 
eine  nl-werthige  Function.  Jedes  6  ist  regulär,  d.  h.  es  enthält  nur 
Cyklen  von  gleich  vielen  Elementen;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall, 
dann  würde  eine  passende  Potenz,  ohne  =  1  zu  sein,  einige  Elemente 
nicht  umstellen.  —         • 

Wir  können  die  angegebene  Methode  dadurch  abändern,  dass  wir 
für  9  eine  beliebige  g^-werthige  Function  (3  >  2)  mit  den  Werthen 

(12*)  9i ,  92 ,  9» ,  •  •  •  9j 

nehmen  und  auf  diese  Reihe  die  Substitutionen  5«  der  Gruppe  (r  an- 
wenden, um  dadurch  jedem  5«  ein  6  zuordnen  zu  können.  Ebenso 
wie  oben  folgt  dann,  dass  dem  Producte  SaS^  das  Product  6a  6 ^i  ent- 
spricht,   und   aus   §  543    entnehmen  wir,    dass  jedem  Sa    nur   Ein  tf« 
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entspricht^  weil  sonst  ein  s  bestehen  müsste,  welches  von  der  Einheit 
verschieden  ist  und  doch  alle  Elemente  aus  (12*)  ungeändert  lässt. 
Die  neue  Gruppe  F  ist  sonach  einstufig -isomorph  zu  6r;  aber  freilich 
fehlen  ihr  die  weiteren  Eigenschaften  der  oben  abgeleiteten  Gruppe, 
die  der  Benutzung  einer  Galois'schen  Function  entstammte. 

§  558.  Wir  hatten  zu  Beginn  des  vorigen  Paragraphen  den  Be- 
griff des  Isomorphismus  weiter  gefasst,  indem  wir  nur  forderten,  dass 
eine  Zuordnung  der  Substitutionen  von  G  und  F  möglich  sein  solle, 
bei  welcher  aus  dem  Entsprechen  von  5«  und  öa  und  demjenigen  von  s^ 
und  6^i  auch  das  von  SaS^i  und  c?«^/*  für  alle  a,  ß  folgt.  Hierbei  können 
einem  s  mehrere  6  und  zugleich  einem  6  mehrere  s  entsprechen.  Auf 
diesen  allgemeinsten  Fall  wollen  wir  jedoch  nicht  eingehen,  sondern 
uns  allein  mit  demjenigen  beschäftigen,  in  welchem  der  einen  Sub- 
stitution 1  von  F  hl  G  eine  Reihe  von  m  Substitutionen  Sx,  s'i,  -  -  -  s'm 
entspricht,  und  umgekehrt  jeder  von  diesen  m  Substitutionen  s'  allein 
1  aus  F.  Dann  sagen  wir,  G  stehe  zu  F  in  m-ein-stufigem  Iso- 
morphismus oder  kürzer,  G  sei  zu  F  w-stufig  isomorph. 

Zuerst  ist  es  klar,  dass  die  s'  einen  Theiler  G'  von  G  bilden,  da 
jedem  Producte  s'a  -  s^  das  Product  1-1  =  1  entspricht.  —  Ferner  sieht 
man,  dass  jedem  6^  ^us  F  gleichfalls  m  Substitutionen  aus  G  und  nur 
so  viele  entsprechen.  Wenn  wir  nämlich  mit  Sx  eine  dem  tStc  entsprechende 
bezeichnen,  dann  sind  alle  dem  6ic  entsprechenden  durch  die  Producte 

gegeben.  Dies  folgt  aus  (y^.l  =  <j,  und  andrerseits  aus  (^x'^^jT^^^l.  — 
Ebenso  erkennt  man,  dass  einem  Theiler  von  F  der  Ordnung  q  ein 
Theiler  von  G  der  Ordnung  m  •  q  entspricht,  und  dabei  einem  auto- 
jugen  Theiler  von  F  ein  autojuger  Theiler  von  G,  —  Aus  dieser 
letzten  Eigenschaft  ergiebt  sich,  dass  G'  ein  autojuger  Theiler  von  G 
ist,  weil  ja  1  in  r  einen  autojugen  Theiler  bildet.  —  G  kann  nur 
dann  in  m-stufigem  Isomorphismus  zu  F  stehen,  wenn  es 
einen  autojugen  Theiler  G'  der  Ordnung  m  besitzt. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  dann  kann  eine  Gruppe  F,  zu  welcher 
G  in  m-stufigem  Isomorphismus  steht,  leicht  construirt  werden.  Es 
sei  G'  mit  den  Substitutionen  1,  sl,  si,  *  *  •  5^  dieser  autojuge  Theiler 
von  G,  und  9>  (^i ,  •  •  •  ^m)  ==  q>i  eine  zu  G  gehörige  Function.  Es 
seien  femer 

(12^)  9i,  9)3,  98»  •••  9t        (m't  =  r) 

die  t  Werthe,  welche  (p  unter  dem  Einflüsse  der  Substitutionen  von  G 
annimmt.     Da  (p^  für  siT  G'Sx  =  G'  ungeändert  bleibt,  so  wird  die 
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Reibe  (12^')  völlig  unberührt  bleiben,  wenn  man  ein  s'  auf  sie  anwendet. 
Die  Umwandlung  von  (12^)  durch  ein  8^  wird  die  gleiche  sein,  wie 
durch  Sx'S'.  Diese  Umsetzung  der  9i,  ^j,  •  •  •  lässt  sich  wieder  als 
eine  Substitution  <Tx  unter  den  Elementen  9  auffassen,  und  so  gelangt 
man  zu  der  isomorphen  Gruppe  F  unter  den  91,  •  •  •  9/,  bei  welcher 
die  Einheit  jeder  Substitution  der  Gruppe  G'  zugeordnet  ist. 

Hat  man  eine  andere  Gruppe  &,  zu  der  G  m- stufig  isomorph  ist^ 
so  werden  natürlich  &  und  F  einstufig -isomorph  sein,  falls  G'  iu 
beiden  Fällen  der  vermittelnde  autojuge  Theiler  ist.  Ist  umgekehrt  F 
zu  &  einstufig-isomorph,  und  G  zu  F  m-stufig,  dann  wird  6r  zu  @ 
gleichfalls  w- stufig  isomorph  werden. 

§  559.    Im  §  540  haben  wir  gesehen,  dass  wenn 

G'=  [1,  si,  Sa,  "•  4] 

ein  Theiler  der  Gruppe  G  der  Ordnung  r==mt  ist,  dann  t  Sub- 
stitutionen ly  s^y  s^,  ' '  •  St  bestehen,  derart  dass  alle  Substitutionen 
von  G  in  die  Tabelle 

1'  »  '  /-^  f 

}   S2     ,53     ,  •  ■  •    S,rt      ;      tr 

.^2,    5^82,    siSg,    •••     SynSi'^       G'Si 
(13)  S3,    5253,    si.S's,    •••    5;rt53;       Gr'53 


St  ,    s'iSt  ,    5^5*,    •  •  •    s'mSt  ]       G' St 


eingeordnet  werden  können,  deren  einzelne  Zeilen  die  einzelnen  con- 
jugen  Complexe  G'Sa  enthalten. 

Aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  ein 
bedeutender  Unterschied  zwischen  dem  Falle,  in  welchem  G'  autojug 
in  G  ist,  und  dem,  in  welchem  dies  nicht  stattfindet. 

Ist  Tr'  autojug  in  G,  dann  liefert  das  Product  einer  beliebigen 
Substitution  der  x**"  mit  einer  beliebigen  der  A**°  Zeile  von  (13)  eine 
Substitution  einer  durch  x  und  A  vermöge  s^Sx  =  5^,5^1  eindeutig  be- 
stimmten jLi*®°  Zeile.     Es  wird  nämlich  bei  beliebigen  a  und  ß 

(SaSjc)  '  {s[iSx)  =  5a  (5^5^)  5^  =  Sa  (SyS^)  Sx  =  Sj  •  5^,5^  =  8,8,,. 

Und  wenn  umgekehrt  in  (13)  das  Product  zweier  beliebiger  Sub- 
stitutionen der  X*®"  und  der  A*®""  Zeile  stets  eine  Substitution  einer 
bestimmten  fi*®"  Zeile  wird,  dann  folgt,  falls  man  5x5^  =  5«5^  setzt,  aus 

SuSx  '  S^iSx  =  5,5^, 

dass  weiter  auch 
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« 

wird.  Lässt  man  nun  ß  alle  Werthe  1,  2,  •  •  •  r  durchlaufen,  dann 
folgt^  dass  jedes  Sx  und  also  auch  jede  Substitution  von  G  mit  G' 
yertsuschbar  und  deswegen  G'  in  G  autojug  ist. 

Die  Eigenschaft^  dass  die  Zeilen  von  (13)  als  Elemente  aufgefasst 
und  als  solche  durch  Vermittelung  der  s  eindeutig  componirt  werden 
können,  ist  demnach  charakteristisch  dafüi*,  dass  G'  in  G  autojug  ist 

Nun  möge  dies  für  G  und  G'  wirklich  stattfinden.  Wenden  wir 
dann  auf  die  Reihe  der  Complexe 

G\   G's^^   ^-^^s?  *■'   G'st 

eine  Substitution  Sa  an,  dann  geht  sie  in 

über;  man  erhält  also  eine  dem  Sa  entsprechende  Substitution 


'"  ""  \Cr\J 


(x  =  l,2,...0. 

Bedeutet  andrerseits  9  =  9>i  eine  zu  G'  gehörige  Function,  und  ist 

9  =  9i  >     9^',  =  9>2  ?    9^*a  =  9>3  >    •  •  •     9*/  =  ^t , 
dann  wandelt  Sa  diese  Folge  in 

um;   man  hat   also  bis  auf  die  Bezeichnung   der  Elemente   die   Sub- 
stitution 6a  erhalten. 

Somit  erzeugt  man  durch  die  Verwendung  aller  s  die  im  vorigen 
Paragi*aphen  besprochene  Gruppe  F  der  6,  zu  welcher  G  in  m- stufigem 
Isomorphismus  steht. 

Holder  hat  für  diese  Gruppe  den  Namen  Factorgruppe   und 
die  Bezeichnung 
(14)  r=G/G' 


eingeführt*).  Natürlich  ist  dabei  F  weder  in  der  Bezeichnung  noch 
in  der  Anzahl  der  Elemente  eindeutig  bestimmt;  es  kann,  wenn  ein  F 
gefunden  ist,  jede  andere  dazu  einstufig  isomorphe  Gruppe  für  G/C 
genommen  werden. 


y  f 


*)  Math.  Ann.  34  (IHHD),  p.  26. 
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Jedem  Theiler  H  von  r=  G/CV  entspricht  ein  Theiler  U  von  G, 
dessen  Ordnung  m-mal  so  gross  ist,  als  die  von  H.  Aber  es  entspricht 
nicht  umgekehrt  jedem  Theiler  von  G  ein  solcher  von  Fy  sondern  nur 
denjenigen,  welche  G'  selbst  enthalten. 

Wenn  hierbei  H  autojug  in  F  ist,  dann  wird  aus 

r-iHr=H    folgen     G-^HG  =  Hy 

und  da  H  zugleich  ein  Multiplum  von  6r'  ist,  so  zeigt  es  sich,  dass 
dann  G'  kein  autojuger  Maximaltheiler  von  G  sein  kann. 

Umgekehrt  folgt  aus  dem  Bestehen  der  zweiten  Gleichung  die 
erste  und  damit ,  dass  F  nicht  einfach  ist.  Folglich  erkennt  man: 
Die  Factorgruppe  F=  G/G'  ist  dann  und  nur  dann  einfach, 
wenn   G'  ein   autojuger  Maximaltheiler  von   G   ist. 


Siebenundfünfzigste  Vorlesung. 
Die  Oalois'sehe  Gruppe  einer  Gleichnng. 

§  560.  Die  Kreistheilungsgleichungen  und  noch  mehr  die  Ab  ei- 
schen Gleichungen  haben  uns  zu  der  Erkenntnis  gefuhrt,  dass  die 
Aenderungen,  welche  gewisse  Vertauschungen  der  Gleichungs wurzeln 
unter  einander  bewirken,  von  Wichtigkeit  fiir  die  Natur  der  Glei- 
chungen selbst  seien.  Diese  Ueberlegungen  leiteten  uns  zunächst  zur 
Betrachtung  der  cyklischen  und  der  metacyklischen  Gruppe  und  dann 
zu  allgemeineren  Untersuchungen  über  die  Substitutionen  selber.  Wir 
wollen  jetzt  dazu  übergehen,  die  Resultate  dieser  Forschungen  für  die 
Theorie  beliebiger  Gleichungen  in  voller  Allgemeinheit  zu  verwerthen 
und  haben  dabei  die  aus  dem  Bisherigen  zu  schöpfenden  Andeutungen 
zu  beachten,  nämlich  dass  die  behandelten  speciellen  Gleichungen  stets 
durch  eine  gewisse  Gattung  von  Functionen  der  Wurzeln  charakterisirt 
werden.  Beispielsweise  war  eine  cyklische  Gleichung  eine  solche,  bei 
welcher  eine  cyklische  Funktion  der  Wurzeln  zum  Bationalitätsbereiche 
gehörte.  — 

Wir  haben  gezeigt,  dass  wenn  ^^  ^^y  •  -  •  ^n  unbestimmte  Grössen 
sind,  und  wenn  9(^1,  ^2;  •  •  ^n)  ©ine  rationale  Function  derselben  be- 
deutet, dann  alle  Substitutionen  unter  den  z,  welche  (p  nicht  ändern, 
eine  Gruppe  bilden  (§  539).  Dieser  Satz  lässt  sich  nicht  auf  den 
Fall  ausdehnen,  dass  die  z^,  g^j  •  •  •  Zn  aufhören,  unbestimmte  Grössen 
zu  sein,    sondern   er  kann  versagen,   sobald  zwischen  ihnen   rationale 
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Beziehungen  stattfinden.  Hat  man  z.  B.  zwischen  den  drei  Grössen 
^„  ss^,  z^  die  Relation  ss^  =  z^,  dann  wird  die  Function 

welche  bei  unbestimmten  Grössen  z  zu  der  Gruppe  [1,  (-^i-s^g)]  gehört, 
für  die  folgenden  vier  Substitutionen  von  z^j  z^j  z^: 

und  nur  für  sie  ihren  Werth  nicht  ändern,  ohne  dass  jedoch  diese 
vier  Substitutionen  eine  Gruppe  bildeten.  Das  erklärt  sich 
so,  dass  z.  B.  (z^z^)  zwar  nicht  den  Werth,  wohl  aber  die  Form  von 
(p  ändert,  so  dass  die  darauf  folgende  Anwendung  von  (z^z^)  sich  gar 
nicht  mehr  auf  die  vorgelegte  Function  9  beziehen  würde. 

In  dem  Falle  also,  d&ss  die  z  als  Wurzeln  irgend  einer  besonderen 
Gleichung  definirt  sind 

(1)  f{z)  =  (Z-Z,)(Z-Z,)  .  .  .  (Z-Zn)  -  0, 

deren  Goefficienten  nicht  mehr  unabhängige  Grössen  sind,  muss  die 
frühere  Theorie  durch  eine  andere,  allgemeinere  ersetzt  werden.  Wir 
können,  um  dies  durchzuführen,  zunächst  die  Voraussetzung  aufnehmen, 
dass  f=0  keine  gleichen  Wurzeln  enthält.  Denn  sollte  diese  An- 
nahme nicht  erfüllt  sein,  dann  haben  wir  ja  Mittel  an  der  Hand,  um 
aus  (1)  eine  Gleichung  herzuleiten,  welche  jede  der  verschiedenen 
Wurzeln  von  (1)  nur  in  der  Multiplicität  1  enthält  (§  70;  Bd.  I). 

Nun  haben  wir  früher  gesehen  (§  539),  dass,  falls  nur  ^ly  z^j  "-  Zn 
unter  einander  verschieden  sind,  auch  für  beliebige  andere  Relationen 
zwischen  ihnen  bei  unbe^immten  u^,  u^,  •  >  •  t«„  die  lineare  Function 

«!  von  einander  verschiedene  Werthe  besitzt.  Diese  bezeichnen  wir 
in  willkürlicher  Ordnung  mit 

Wir  bilden  nun,  unter  dS  eine  Unbestimmte  verstehend,  das  Product 

(3)  y{m)  =  (m  —  m^)  (w  — ^2)  •  •  •  (sj-— sr,,) 

vom  Grade  w!  in  ET.  Da  y(ds)  in  den  Zx  symmetrisch  ist,  so  gehören 
seine  Goefficienten  dem  Rationalitätsbereiche  an,  und  y(ßi)  ist  rational 
darstellbar. 

Hierbei  ist  es  möglich,  dass  auch  schon  ein  Factor  von  y{^)  ratio- 
nale Goefficienten  besitzt,  mit  anderen  Worten,  dass  (3)  reductibel  ist. 
Dies  kann  infolge  der  besonderen  Werthe  der  Zx  geschehen.  Wir 
nehmen  an,  es  sei 
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(4)  g{m)  =  (sy  — ojj  (cs  —  m,)  •  •  •  (sr  — ejt,) 

ein  solcher  irreductibler  Factor  von  (3),  und  zwar  derjenige  fest  be- 
stimmte, der  den  linearen  Theiler  (S  —  Vf^)  enthält. 

Alle  Substitutionen  der  z^,  welche  den  Werth  von  (4) 
nicht  ändern,  bilden  eine  Substitutionengruppe  G.  Das  muss 
nach  unseren  obigen  Bemerkungen  über  Functionen  bestimmter,  fester 
Grössen  Zx  ausdrücklich  bewiesen  werden.  Wir  wollen  mit  ga  das  Re- 
sultat der  Anwendung  einer  Substitution  6  der  Zx  auf  (4)  bezeichnen. 
Nun  sei  s  eine  Substitution,  die  g  nicht  ändert,  also  gs==^ff'  Weil  ST 
unbestimmt  ist,  müssen  g^  und  g  in  allen  Goefficienten  und  daher  in 
allen  Linearfactoren  übereinstimmen;  d.  h.  s  vertauscht  nur  die  S7i, 
SJg,  •••  SSTj  unter  einander;  denn  die  Werthe  (2*)  sind  ja  sämmtlich 
unter  einander  verschieden. 

Ist  t  eine  andere  Substitution,  welche  den  Werth  von  (4)  nicht 
ändert,  so  vertauscht  auch  t  nur  ©j,  oJg;  ■'  ^g  unter  einander.  Daraus 
folgt,  dass  dann  auch  das  Product  st  das  Gleiche  thut,  d.  h.  dass 
ggfz=gf  =  g  ist.  Also  gehört  auch  s^  zu  den  Substitutionen,  welche 
g  nicht  ändern;  ihre  Gesammtheit  hat  folglich,  wie  behauptet  war,  die 
Gruppeneigenschaft. 

Daraus  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Werthe  aller  zu  g  conjugen 
Functionen  numerisch  unter  sich  verschieden  sind.  Denn  hat  man  für 
irgend  eine  Substitution  6  die  numerische  Beziehung  g„  =  gy  so  blieben 
alle  gemachten  Schlüsse  bestehen,  und  6  gehörte  zu  G.  Wäre  femer 
fft  =  ffa,  so  hätte  man  g^^—i  =  g]  also  gehörte  t6~^  zu  ö,  d.  h.  6 
und  T  wären  Substitutionen  eines  zu  G  conjugen  Complexes  (§  541). 

Es  ist  demnach  die  Discriminante 


7T< 


von  Null  verschieden,  und  somit  kann  man  nach  §  540,  (8*)  jede  zur 
Gattung  G  gehörige  Function  rational  durch  g  ausdrücken,  d.  h.  eine 
jede  solche  ist  gleichfalls  rational  bekannt. 

Sind  nun  s^  =  1 ,  Sg ,  •  •  •  5r  die  Substitutionen  der  zu  (4)  gehörigen 
Substitutionengruppe  G,  dann  gehört  auch 

(5)  (d5  —  m,)  ^(5  —  ojj  • . .  (5T  —  (S,;) 

zur  Gattung  G,  weil  der  Complex 

SlSa,    SiSa,    •••    SrSa       mit       5i  ,    ^2 ,       ••    Sr 

übereinstimmt.  Folglich  ist  (5)  rational  bekannt  und  also  ein  ratio- 
naler Theiler  von  y(S3>).  Gleichzeitig  hat  (5)  mit  dem  irreductiblen 
Factor  g{(5)  einen  Factor  (oj — Zü^)  gemeinsam;  g((A))  ist   daher   als 
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Factor  in  (5)  enthalten.     Andrerseits  kommt  jeder  Factor  von  (5)  in 
(4)  vor,  wie  man  sieht,  wenn  man  auf  g{V))  alle  s^,  Sj,  •••  Sr  anwendet 
und    insbesondere    dabei    die    Umwandlung    von    (57  —  W^)    beachtet. 
Folglich  ist  (5)  mit  (4)  identisch,  und  q  =  r. 
Ist  die  Function 

(4*)  g{w)  =  (sr  —  m,)  (m  —  wj'^-(m  —  sr,^) 

ein  irreductibler  Factor  von  (3),  dann  bilden  die  Sub- 
stitutionen 

eine  Gruppe  G,  zu  welcher  g{W)  gehört.  Jede  zur  Gattung  G 
gehörige  oder  unter  ihr  stehende  Function  ist  rational  durch 
^(c>)  darstellbar.  — 

Den  letzten  Satz  können  wir  auch  umkehren:  Es  sei  9?(^i,  JSfj,---  Zn) 
eine  rational  bekannte  Function.  Da  sr^  zur  Galois'schen  Gattung 
gehört  und  deswegen  auch  eine  von  Null  verschiedene  Discriminante 
besitzt,  so  kann  jede  Function  der  Zx  durch  c3^  rational  ausgedrückt 
werden.     Insbesondere  gelte  für  unsere  Function 

Dann  hat  die  Gleichung  in  ST,  deren  Coefficienten  rational  bekannt  sind, 

P(ö)  — 9)  =  0     mit    g{m)  =  Q 

die  Wurzel  sy^  gemeinsam  und,  da  g  irreductibel  ist,  alle  Wurzeln. 
Demgemäss  gilt  auch 

oder  mit  anderen  Worten:  9(^1,  •  •  •  jef„)  bleibt  für  alle  Substitutionen 
von  G  ungeändert,  d.  h.:  Jede  rational  bekannte  Function 
vi^ij  ^i7  ' ' '  ^n)    gehört   zur   Gruppe    G    oder    steht    unter   ihr. 

Dieses  letzte  Theorem  lässt  auch  noch  eine  andere,  häufig  nütz- 
liche Fassung  zu:  Jede  rationale  Relation,  die  zwischen  den 
Wurzeln  j8?i,  ^2? '*•  ^«  besteht,  bleibt  richtig,  wenn  in  ihr  auf 
die  z  die  Substitutionen  von  G  angewendet  werden.  Denn 
eine  jede  solche  Relation  lässt  sich  in  die  Form  9  =  0  bringen. 

So  zeigt  sich  die  grosse  Bedeutung  dieser  Gruppe  G  oder  ihrer 
Gattung  für  (1).  Wir  nennen  G  die  Galois'sche  Gruppe*)  od^r 
kürzer  die  Gruppe  der   Gleichung  (1). 


•)  Oeuvres  d'fivariste  Galois,  edit.  p.  Picard,   p.  33.     Die  Abhandlung 
stammt  aus  dem  Jahre  1831. 
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Da  g((S)  nur  für  G  ungeäiidert  bleibt,  so  ist  es  charakteristisch 
für  jede  Substitution  der  Gruppe,  dass  ihre  Anwendung  jede  Function 
numerisch  ungeändert  lässt,  welche  sich  rational  darstellen  lässt. 

Hat  also  die  irreductible  Gleichung  f(z)  =  0  reelle  Coefficienten, 
und  besteht  auch  der  Rationalitätsbereich  aus  reellen  Grössen,  sind 
ferner  0^,  js^'^  e^,  0^]  •  •  •  5  JEf2x— i;  ^2x  die  x  Paare  conjugirt  complexer 
Wurzeln,  welche  f(0)  =  0  besitzt;  und  bedeutet  endlich  9>(^i,  ^a,  •  •  •  2n) 
eine  jede  rational  bekannte  Function,  so  wird  qp  seinen  Werth  nicht 
ändern,  wenn  das  in  z^^,  z^,  -  -  -  02k  auftretende  Symbol  Y —  1  in 
—  y —  1  verwandelt,  d.  h.  wenn  jede  der  complexen  Wurzeln  durch 
ihre   conjugirt   complexe   ersetzt   wird.     Diese   Umänderung   ist   einer 

Substitution 

s  =  (e^z^)  {z^z^  '  •  •  (jer2x-i^2x) 

äquivalent;  folglich  gehört  diese  zur  Gruppe  der  Gleichung*).     Wenn 

also  insbesondere  f{z)  =  0  nur  die  beiden  complexen  Wurzeln  z^  und 

02  enthält,  dann  gehört  s  =  (^1^2)  zu  der  Gruppe.     Daraus  kann  man 

'7  (§  519   und   §  567)   schliessen,    dass   die    Gruppe   einer   irreductiblen 

numerischen  Gleichung,   welche   nur   zwei    complexe  Wurzeln   besitzt, 

\y       mit  der  symmetrischen  Gruppe  der  Wurzeln  zusammenfällt;  d.  h.  die 

jA^    ,A^        Gleichung  ist  so  beschaffen,   dass  nur  die  symmetrischen  Functionen 

^-vA^  ihrer  Wurzeln  rational  bekannt  sind.     Könnte  man  also  zeigen,  dass 

es  in  einem  gegebenen  reellen  Rationalitätsbereiche  irreductible  Glei- 
chungen w*®^  Grades  mit  nur  zwei  complexen  Wurzeln  giebt,  so  wäre 
bewiesen,  dass  diese  als  Gruppe  die  symmetrische  Gnippe  besitzen. 
(Vgl.  hierüber  weiter  §  566.) 

§  561.  Es  sei  nun  6  eine  Substitution  der  z,  welche  nicht  in  G 
enthalten  ist;  sie  möge  ST^  in  dfa  umwandeln.     Wir  bilden 

(6)  (üS  —  Wa)  (ey  —  sr^O  '"(p  —  mos^). 

Dieses  Product  gehört  zur  Gattung  G  und  ist  also  rational  darstellbar. 
Ferner  hat  es  mit  (5)  keinen  linearen  Factor  gemeinsam,  weil  alle 
6Sa  von  den  s«  verschieden  sind.  Endlich  kommt  jeder  seiner  Factoren 
in  (3)  vor.  Folglich  ist  (6),  genau  wie  g(ß),  ein  rationaler  Theiler 
von  y(8J).  (6)  ist  auch  irreductibel.  Denn  könnte  man  es  in  rationale 
Factoren  niederen  Grades  zerspalten,  so  wäre  es  möglich,  einen  der- 
selben zum  Ausgangspunkte  der  Untersuchung  des  vorigen  Paragraphen 
zu  wählen,  und  man  käme  statt  auf  die  Gattung  G  auf  eine  andere 


Q^'^ 


*)  E.  Maillet,  M6m.  de  TAssoc.  fran9.  pour  rAvancem.  des  Sciences  (1897).  — 
C.  K.  127  (1898),  p.  1004. 
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mit  geringerer  Gruppe,  was  nicht  möglich  ist,  weil  sonst  </(^)  zer- 
legbar würde. 

Die  Bildung  von  (6)  zeigt,  dass  die  Gattung,  zu  der  man  von 
dieser  Function  aus  gelangt,  die  gleiche  ist,  wie  diejenige,  welche  (4) 
liefert.  Es  ist  demnach  gleichgültig,  von  welchem  der  irreductiblen 
Factoren  von  y(S3r)  man  ausgeht. 

Ist  nl>2r,  dann  kann  man  in  derselben  Weise  das  Verfahren 
fortsetzen.  Zerfällt  (3),  dann  sind  alle  seine  Factoren  von 
demselben  Grade  r,  und  sie  gehören  sämmtlich  derselben 
Gruppe  G  an. 

Es  mag  noch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  (6)  nicht 
etwa  ein  zu  (4)  conjuger  Werth  ist.  Ein  solcher  würde,  wenn  er 
(o  —  (Oa)  enthalten  sollte,  gleich 

.  (m  —  Wo)  (m  —  ds^a) . . .  (ar  —  c5,^„) 

sein,  und  die  zugehörige  Gruppe  wäre  i.  A.  von  G  verschieden. 

§  662.    Wenn  durch  (1)  die  Gleichung 
(1*)  f{0)  =  e^  —  qjer«-!  +  Cgj?»-» +  Cn  =  0 

gegeben  ist,  dann  wird  natürlich  dadurch  zugleich  G  bestimmt,  ebenso 
wie  der  Complex  der  Wurzeln  j^i,  •  •  •  jßf«.  Aber  man  kann  die  Natur 
der  Gleichung  (1^)  immer  noch  dadurch  ändern,  dass  man  gewisse  Be- 
ziehungen zwischen  den  Wurzeln  festsetzt.  Dies  ist  natürlich  nur  so 
möglich,  dass  diese  Beziehungen  in  Uebereinstimmung  mit  den  Wurzel- 
werthen  stehen,  und  daher  können  sich  solche  Beziehungen  auch  nur 
auf  den  Rationalitätsbereich  beziehen.  Ihr  Wesen  kann  somit  nur 
darin  bestehen,  dass  der  Rationalitätsbereich  durch  sie  über  die 
symmetrischen  Functionen  hinaus  erweitert  wird.  Jede  Function 
der  Wurzeln  ist  ja  numerisch  bestimmt,  sobald  (1*)  gegeben  ist.  Aber 
man  kann  sie  zum  Rationalitätsgebiete  hinzunehmen,  sie  diesem,  wie 
man  sagt,  adjungiren  und  dadurch  die  Natur  der  Gleichung  ändern. 
Das  wird  folglich  dadurch  und  nur  dadurch  geschehen  können,  dass 
eine  vorher  nicht  rational  bekannte  Function  ^{^iy  •  -  -  J^n)  als  rational 
angesehen  und  dem  bisherigen  Rationalitätsbereiche  (SR',  Sl",  •  •  •)  hinzu- 
gefügt, ihm  adjungirt  wird. 

Schon  an  den  Gleichungen  zweiten  Grades  lässt  sich  dies 
exemplificiren. 

Es  sei  die  irreductible  Gleichung  zweiten  Grades 

gegeben;  wir  setzen 


3oO  Siebenundfünfzigste  Vorlesung  §  562—563. 

y(5y)  =  02  —  2a  (wi  +  ^2)0"  +  («^1  —  Mgj^ft  +  4:a^u^u^  =  0. 

Im  Allgemeinen  ist  y{^)  unzerlegbar.  Wir  haben  nun  als  rational 
bekannt  die  symmetrische  Function 

setzen  wir  a^  —  ^  ==  ^0  ^^^  nehmen  Cq  in  den  Rationalitatsbereich 
auf,  dann  entsteht 

und  jetzt  zerfällt,  wie  man  leicht  sieht,  ^(53)  in  zwei  lineare  Factoren. 
Hier  wäre  es  noch  möglich  gewesen,  die  Bestimmung  a^  —  &  =  ^  i" 
die  quadratische  Gleichung  selbst  aufzunehmen,  indem  man  sie  unter 
Einführung  von  Cq  an  Stelle  von  b 

schreibt.  Aber  es  ist  nicht  unwahrscheinlich,  dass  unter  etwas  compli- 
cirteren  Annahmen  eine  solche  Uebertragung  der  Thatsache,  dass  eine 
Function  h{z^y  -  -  -  z^)  als  bekannt  angesehen  werden  soll,  in  die 
Gleichung  selbst  auf  rationalem  Wege  nicht  mehr  durchführbar  ist. 

§  563.  In  besonders  einfachen  Fallen  kann  man  durch  Vermitte- 
lung  der  Wurzeln  selbst  die  Gleichungsform,  welche  zu  einer  gegebeneu 
Gruppe  gehört,  berechnen.  Wir  wollen  dies  an  den  Gleichungen  vierten 
Grades  für  einige  Gruppen  zeigen. 

Zunächst  sei  die  cyklische  Gruppe 

Cr  =  \\,  (Z^Z^Z^Z^),  {Z^Z^){Z^Z^),  (^i^4^3^s)] 

die  Gruppe  einer  Gleichung  f{z)  =  0  des  vierten  Grades.  Dann  wissen 
wir  aus  früheren  Untersuchungen,  dass  diese  Gleichung  cyklisch  und 
dass  die  Functionen 

(^1  —  iz.  —  ^8  +  iz^^ ,      {z^  +  iz^  —  ^3  —  ^'^4)* 

als  Lagrange'sche  Resolventen  rational  bekannt  sind.  Zugleich  er- 
kennt man,  dass  jede  dieser  Functionen  zu  G  gehört  und  nicht  zu- 
gleich unter  G  steht.     Femer  sieht  man,  dass  auch 

{z^  —  iz^  —  ^8  +  «^4)  (^1  +  i^2  —  h  —  i^d 
zu  G  gehört.     Man  kann  also  mit  rationalem  h  und  s 

^1  —  i^2  —  ^3  +  i^A.  =  4>^,     ^1  +  i^i  —  ^3  —  i^A  ==  4«y'<? 
setzen;  nur  darf  h  keine  vierte  Potenz  im  Kationalitätsbereiche  sein. 
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Ferner  gehört  (^er^  —  ^2  +  ^3 — ^.1)*  zn  G  und  ist  also  im  RiiticMialitats- 
bereiche  enthalten.     Ebenso  ist  aber  auch 

ZU  G  gehörig;  deshalb  können  wir  mit  rationalem  r 

setzen.     Wenn  wir  dann  endlich  die  symmetrische  Function 

^1  +  ^2  +  ^3  +  ^4  =  4a 

zu  Hülfe  nehmen,   dann   ergiebt  sich   durch   Combination   der  vier  in 
den  jsr  linearen  Gleichungen  als  Resultat 

z^  =  a+  iyh  —  ryW'  —  /.s-j///, 
2^^a—    yb  +  r  y?/  —  .s'j//>, 

und    daraus    findet    man    für    j/x  ==  ^x  —  <^    die    Gleichung    mit    den 
Wurzeln  y^,  y^,  y^,  y^ 

t/—2b{2s  +  r^)y^  —  4br{l  +  bs^)y+b^(:r'-  —  2sy  —  b{l  +  bsy=^:0 

als  allgemeine  cyklische  Gleichung  vierten  Grades  mit  verschwindendem 
zweiten  Gliede. 

Abel  hat  in  einem  Briefe  an  Grelle  vom  14.  März  182G 


ni  +  nyi  +  e^  +  Vii(l  +  e^'+  Yl  '+  f^) 
als  Wurzelform  angegeben.    Wir  gelangen  von  (7)   zu  ihr,  wenn  wir 

2  8        '  1  -{-  bs* 

setzen.  — 

Wir   stellen  uns  zweitens  das  Problem,    die   Gleichungen  vierten 
Grades  mit  der  Gruppe 

ir=  [1,   {Z^e^)(z^0^,   (^l^3)(^20.   (^lO(^2^3)] 

zu  finden.     Hier  ist  das  Product 

und   ebenso   das  Quadrat  jedes   einzelnen  Factors   in   diesem  Product 
zu  H  gehörig.     Wir  können  deshalb  die  Werthe  der  Factoren  gleich 
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«M«4(   bc 

yhj  Y^}  dYbc   setzen,   wobei   6,  c   keine  Quadrate   im   Rationalitats- 

bereiche  sein  dürfen  und  b,  c,  d  rational  sind.     Wir  finden  wie  oben^ 

falls  ^1  +  ^2 +  ^3 +  ^4  =  4a  gesetzt  wird, 

z,  =  a+Yb-y^-dyhc, 

z^^a—yh+yc  —  dYbc, 

g^  =  a  —yb  —  Yc  +  dyitc.  Cu 

Setzt  man  auch  hier  wieder  yx=^  six  —  «;  sp  entsteht       / 
y^  —  2{b  +  c-\-b€d^)y^  —  %bcdy  +  {b  —  c  —  bcd^y  —  ^b(/d^  =  0. 

Diese  Gleichung  löst  die  gestellte  Aufgabe.  — 

Wir  untersuchen  endlich  drittens  die  Oleichungen  vierten  Grades 
mit  der  Gruppe 

K=  [1,  {Z^Z^Z^Z^),  (^i^8)(^20;   (^1^4^8^2), 

(^l^s),   K^2)(^3^4);   (^2^4),   (^1^4)(^2^s)]- 

Hier  ist  {z^  —  s^^  +  {z^  —  z^^  rational  bekannt;  wir  setzen  es  =  8f ; 
ebenso  ist 

[(^1  -  ^s)*  -  K  -  ^4)']' 

für  die  Gruppe  K  unveränderlich  und  kann  daher  =  4^?;,  d.  h. 

genommen  werden;  b  darf  kein  Quadrat  sein.     Es  folgt 

Weiter    ist   {z^  —  ^2  +  ^3  —  ^4)*    zu   K   gehörig    und    ebenso    ist   es 
1(^1  —  ^s)*  —  (^2  —  ^4)^]  (^1  —  -2^2  +  ^3  —  ^4) ;  demnach  wird 

^1  —  -^2  +  ^8  —  ^4  =  4rf]/6, 
und  setzen  wir  endlich 

^1+^2+^8  +  ^4  =  4«, 

SO  folgt,  wenn  man  wieder  y^  =  £f^  —  a  schreibt, 

z,  =  a  +  dyh+y7+yb,  z,  =  a  +  dyb-yc+yh 

z^  =  a  —  dyb  +  Vc—yi]     z^  =  a  —  dyi —  Vc  —  Yb', 
y4  _  2.{bd^  +  c)y^  —  4bdy  +  (bd^  —  ry-  —  fc  =  0. 

Hierbei  müssen  a,  fc,  c,  d  rational  sein,  und  6  darf  kein  Quadrat  werden, 
lieber  die  Aufgaben  dieses  Paragraphen  vgl.  H.  Weber,  Marburg. 
Ber.  1892  und  Fr.  Hack,  Dissertation,  Tübingen  1895. 
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Wir  kehren  nunmehr  zu  allgemeineren  Betrachtungen  zurück. 

§  564:.  Unsere  Ueberlegungen  haben  uns  gezeigt,  dass  der  Glei- 
chung (1)  durch  Hinzufügung,  Adjunction,  einer  als  rational  anzu- 
sehenden Function 

(10)  A(^l,^2.-"^n) 

eine  neue  besondere  Eigenschaft  verliehen  werden  kann,  dass  sie  da- 
durch nach  der  Kroneck  er 'sehen  Ausdrucksweise  einen  Affect  erhält. 
Eine  solche  Hinzufügung  hat  natürlich  nur  dann  einen  Nutzen,  wenn 
die  Gattung  von  h  nicht  schon  mit  der  Gattung  G  zusammenfällt 
oder  unter  ihr  steht.  Denn  in  diesem  Falle  würde  ja  (10)  bereits 
vor  der  Adjunction  bekannt  sein.  Ist  aber  eine  solche  Function  (10) 
dem  Rationalitätsbereiche  adjungirt  worden,  dass  dieser  dadurch  eine 
Erweiterung  erfahren  hat,  dann  geht  die  Zerfällung  von  y(^)  noch 
über  g{j3i)  hinaus  vor  sich.  Es  wird  gijSS)  nämlich  durch  die  Ad- 
junction von  (10)  reductibeL 

Um  dies  zu  zeigen,  woUen  wir  unter  2(^1,  ^2? '  *  '  ^«)  ®^^®  ^^  ^ 
gehörige  Function  und  femer  unter  H  die  zu  hijs^^  ^2?  •  *  •  ^n)  gehörige 
Gruppe  verstehen.     Dann  ist  die  Function 

bei  unbestimmten  v  rational  bekannt.  Diese  Fimction  gehört  zu  der 
aus  den  gemeinsamen  Substitutionen  von  G  und  H  bestehenden 
Gruppe  K.  Man  sieht  sofort,  dass  diese  Substitutionen  eine  Gruppe 
bilden  (§  539,  Schluss);  und  femer  ist  es  klar,  dass  h  nur  dann  un- 
geändert  bleibt,  wenn  g  und  h  es  bleiben.  Es  ist  sonach  jede  zu  K 
gehörige  Function  rational  darstellbar. 

Wenn  man  nun  auf  den  Factor  (S3>  —  W^  alle  Substitutionen  von 
K  anwendet  und  das  Product  der  entstehenden  Factoren  bildet,  so 
erhält  man  folglich  einen  rational  bekannten  Factor  von  g{Si).  Dabei 
zerfällt  g(Vi)  wieder  in  Factoren  gleicher  Grade,  von  denen  jeder  ein- 
zelne zu  der  Gruppe  K  gehört. 

Hierdurch  ist  zugleich  gezeigt  worden,  dass  es  bei  jeder  Adjunction 
ausreicht,  für  A  eine  Function  zu  wählen,  deren  Gmppe  H  ein  Theiler 
von  G  wird,  so  dass  g(V5)  unter  h,{z^,  z^j  ' ' '  ^n)  steht. 

Weiter  ist  es  ersichtlich,  dass  nur  dann  eine  Adjunction  den  Affect 
der  Gleichung  ändert,  wenn  durch  sie  g{<S5)  reductibel  wird. 

Endlich  erkennt  man,  dass  der  scheinbar  allgemeinere  Fall  der  Ad- 
junction zweier  oder  mehrerer  Functionen  h(Zif--'Zn),  vi^u  '"  ^n),  -" 
mit  dem  eben  besprochenen  identisch  wird,  sobald  man  die  eine  Function 

(11)  h{z^,  ^2,   .  •  .  Zn)  +  V  .  12(^i,  ^sj,   •  .  .  Zn) 

adjungirt. 

Netto,  Algebra,  n.  23 
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In  (10)  und  in  (11)  haben  wir  der  Einfachheit  des  Beweises 
halber  eine  Unbestimmte  v  eingeführt.  Man  kann  diese  aber  auch 
durch  eine  passend  gewählte  Gonstante  ersetzen.  Es  kommt  nämlich 
bei  dem  Beweise  nur  darauf  an^  wenn  ha,  hß  und  ria,  i]^  conjuge  Func- 
tionen sind;  die  Wahl  so  zu  trefPen^  dass  aus  dem  Bestehen  der  Gleichung 

der  Schluss  a  =  ß  gezogen  werden  darf.  Ist  nun  M  das  Maximum, 
welches  der  absolute  Betrag  \ha  —  Ä/j|;  und  m  das  Minimum^  welches 
\Va  —  Vfi\  ^^^  ^^6  möglichen  a  und  ß  annehmen  kann^  und  wählt 
man  die  Gonstante 

t;>    - 

dann  ist  offenbar  die  gestellte  Bedingung  erfüllt. 

§  665.  Wir  wollen  jetzt  den  Hilbert'schen  Irreductibilitätssatz 
benutzen,  um  ein  wichtiges  Theorem  über  die  Galois'sche  Gruppe 
einer  Gleichung  herzuleiten  (vgl.  Hubert,  Joum.  f.  Math.  110  [1892] 
p.  123). 

Es  sei  eine  Gleichung  n^°  Grades  in  z  vorgelegt  von  der  Gestalt 

F,z-  +  F,z—'  +  ^>>  +  Fn  =  0, 

deren  Coefficienten  Fq,  F^,"-  Fn  ganze  rationale  Functionen  der  Para- 
meter t,  r,  • '  •  q  mit  ganzen  rationalen  Zahlencoefficienten  sind.  Um 
die  Gruppe  G  der  Gleichung  in  dem  durch  die  rationalen  Zahlen  und 
die  Parameter  t,  r,  -  -  -  q  bestimmten  Rationalitätsbereiche  zu  finden, 
bilden  wir,  wenn  z^,  z^,  -  -  -  Zn  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung 
sind,  y(cü).  Dieser  Ausdruck  wird  nach  der  Multiplication  mit  der 
^^Ijten  Potenz  von  Fq  eine  ganze,  ganzzahlige  Function  der  Unbe- 
stimmten cSr,  Wj,  «1^?  •  •  •  ^n,  ^  2,  •  •  •  ^.  Ist  nun  5'(t5)  ein  ganzer,  ganz- 
zahliger, im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  irreductibler  Factor  von 
y(Ej),  so  wird  die  gesuchte  Gruppe  G  durch  diejenigen  Substitutionen 
gebildet,  welche  (/(ST)  ungeändert  lassen.  Wir  wollen  jetzt  zeigen: 
Man  kann  in  die  vorgelegte  Gleichung  auf  unendlich  viele 
Arten  für  die  Parameter  t,  r,  -  -  -  q  ganze  rationale  Zahlen 
derart  einsetzen,  dass  die  so  entstehende  ganzzahlige  Glei- 
chung im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  die  nämliche 
Gruppe  G  besitzt  wie  bei  unbestimmten  Parametern. 

Nach  dem  Hilbert'schen  Theorem  (§  487)  können  wir  zunächst 
für  t  unbegrenzt  viele  ganze  rationale  Zahlen  bestimmen,  nach  deren 
Einsetzung  g(t5)  eine  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  irreductible 
Function  der  Veränderlichen  tu,  Wj, .  .  .  m^,  r,  ■  •  •  g  wird.     Dies  aUein 
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reicht  aber  fär  unsere  Zwecke  noch  nicht  aus^  denn  es  könnte  dabei  die 
vorgelegte  Gleichung  gleiche  Wurzeln  erhalten.  Um  dies  zu  vermeiden^ 
berechnen  wir  die  Discriminante  D  der  vorgelegten  Gleichung;  die- 
selbe vrird  nach  Multiplication  mit  einer  Potenz  von  F^  eine  ganze, 
ganzzahlige,  nicht  identisch  verschwindende  Function  der  Parameter 
ty  r,  • ' '  q.  Es  giebt  bei  unbestimmten  r^  - » -  q  nur  eine  endliche 
Werthezahl  von  ty  f&r  welche  die  Discriminante  verschwindet;  diese 
erhält  man,  wenn  man  die  Discriminante  nach  Potenzproducten  der 
r,' ' '  q  entwickelt  und  die  einzelnen  Coefficienten,  welche  Functionen 
von  t  werden,  gleich  Null  setzt.  Wir  verfügen  nun  über  unbegrenzt 
viele  Zahlen  t,  welche  g('Si)  irreductibel  lassen;  folglich  existiren  auch 
unbegrenzt  viele,  die  zugleich  D  =^0  lassen.  Eine  von  diesen  t^ 
wählen  wir  aus. 

Hierauf  bestimmen  wir  eine  ganze  rationale  Zahl  r^,  bei  deren  Ein- 
setzung für  r  die  Function  ^(t3>)  eine  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen 
irreductible  Function  der  übrig  bleibenden  Yenlnderlichen  wird,  und 
für  welche  überdies  die  Discriminante  D  von  Null  verschieden  bleibt. 

So  fortfahrend  erhalten  wir  für  ty  r,-  -  -  q  ganze  rationale  Zahlen 
^09  ^07  ' ' '  9o^  ^^^^  deren  Einsetzung  eine  ganzzahlige  irreductible 
Function  ^o(^)  ^^^  Unbestimmten  o!>,  ti^,  u«,  ••-  Un  herauskommt, 
und  für  welche  die  Discriminante  D  der  Gleichung  eine  von  Null 
verschiedene  rationale  Zahl  wird. 

Es  ist  nun  einerseits  offenbar,  dass  alle  Substitutionen,  welche 
g(cS)  ungeändert  lassen,  auch  ^o(^)  laicht  ändern  werden;  andrerseits 
kann  ^o(^)  ^^^  keinen  anderen  Substitutionen  ungeändert  bleiben,  da 
die  Ordnung  der  Gruppe  mit  dem  Grade  von  g  oder  g^  in  JH  überein- 
stimmt. G  ist  mithin  zugleich  die  Gruppe  der  durch  Einsetzung  jener 
ganzen  2jahlen  entstehenden  ganzzahligen  Gleichung. 

§  566.  Von  dem  allgemeinen  Satze  des  vorigen  Paragraphen 
wollen  wir  eine  Anwendung  machen,  indem  wir  für  Fqj  F^,  -  -  -  Fn 
selbst  die  Parameter  ty  r,  -  -  -  qy  d.  h.  also  unbestimmte  Grössen  ein- 
tragen. In  diesem  Falle  ist  y(c5)  irreductibel,  und  G  wird  zur  sym- 
metrischen Gruppe.  Denn  gesetzt,  y{(S)  zerfiele,  so  wäre,  wie  in  dieser 
Vorlesung  gezeigt  wurde,  eine  rationale,  nicht  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  bekannt.     Dies  können  wir  durch 

ausdrücken.     Daraus  würde  folgen,  dass  das  auf  alle  conjugen  Werthe 
erstreckte  symmetrische  Product 

.  nYlK^u,  K.  •  •  •  ^0 = ^(^0,  -Fl,  •  •  •  -Fn) = 0 


23 


• 
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wäre.  Ds,  H=0  für  unbestimmte  Parameter  gilt,  so  muss  H  identisch 
gleich  Null  sein;  also  auch  77%;  folglich  auch  einer  der  Factoren,  für 
den  wir,  da  es  sich  nur  um  Aenderung  der  Bezeichnung  handelt, 
^{^19  ^iy' ' '  ^n)  nehmen  können.  Gegen  die  Annahme  wäre  also  h 
identisch  Null  und  stellte  also  keine  Function  dar,  die  zu  einer  unter 
der  symmetrischen  enthaltenen  Gattung  gehörte. 

Daraus  folgt,  dass  es  unbegrenzt  viele  Gleichungen  n*^ 
Grades  mit  ganzzahligen  Coefficienten  giebt,  deren  Gruppe 
im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  die  symmetrische  Gruppe 
ist;   diese  haben  demnach  keinen  Affect. 


Achtundfünfzigste  Vorlesung. 
Transitivität  und  Primitivität 

§  567.  Um  die  Wichtigkeit  der  Gruppe  einer  Gleichung  für  die 
Erkenntniss  der  Natur  dieser  Gleichung  noch  von  einer  anderen  Seite 
her  ersichtlich  zu  machen,  wollen  wir  den  Einfluss  von  Reductibilitat 
und  Irreductibilität  auf  die  Constitution  der  Gruppe  betrachten. 

Es  sei  f(g)  =  0  gegeben,  und  der  Rationalitätsbereich  möge  durch 

(1)  (Ä(^i,---'^-),9ti,  5R,,---) 

bestimmt  sein.     In  ihm  möge  f(z)  reductibel  werden,  und  zwar  sei 

/•(£r)=|>(xr).g(^); 

(2)    .  1?W  =  (^  — ^i)(^  — ^2)---(^  — ^a); 

q{0)  =  {Z  —  Za  +  \)  {Z  —  Za^^  -'{Z  —  Z^. 

Ferner  bezeichnen  wir  die  Gruppe  von  f  in  (1)  mit  G. 

Da  jp(jef)  rational  bekannt  ist,  so  bleibt  es  unter  der  Einwirkung 
von  G  ungeändert,  d.  h.  keine  der  Substitutionen  von  G  ist  im  Stande, 
ein  jer^,  z^y  -  •  -  Za  in  ein  Za-{-\j  ^a+S;  •  •  •  ^«  umzuwandeln.  Die  Sub- 
stitutionen von  G  sind  also  so  beschaffen,  dass  sie  nur  z^y  z^^  -  •  •  Za 
unter  sich  und  ebenso  nur  Za^iy  ^a-f2,  •  •  •  ^n  unter  sich  vertauschen. 

Umgekehrt  möge  G  die  Eigenschaft  haben,  dass  seine  Substitu- 
tionen Sj^  =  ly  s^y  ••'  Sr  auf  Zj^  nur  einen  der  Werthe  z^^,  z^,  •"  ^a 
folgen  lassen;  dann  vertauschen  sie  die  Ziy  z^y  -  •  -  Za  überhaupt  unr 
unter  sich.     Wendet  man  alle  auf  das  Product 

{Z  —  Zi)  {Z  —  Zi)"-(Z  —  Za) 

an,  dann  bleibt  dies  hierfür  ungeändert  und  ist  folglich  rational  dar- 
stellbar.   Es  ist  demnach  p(z)  rational  bekannt,  und  f(z)  reductibel. 
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Kennt  man  mithin  die  Galois'sche  Ghnppe  einer  Gleichung^  so 
weiss  man  sofort^  ob  die  Gleichung  reductibel  oder  irreductibel  ist. 
Die  Gruppe  einer  Zahlengleichung  ist  im  Gebiete  s'ammtlicher  com- 
plezer  Zahlen  gleich  1. 

Wir  nennen  eine  Gruppe  transitiv^  wenn  es  durch  ihre  Sub- 
stitutionen möglich  ist;  auf  g^  jedes  andere  Element  0^,  n^y-"  Zn  folgen 
zu  lassen,  und  intransitiv,  wenn  die  Gruppe  diese  Eigenschaft  nicht 
besitzt^).  Mit  Hülfe  dieser  Einführung  können  wir  sagen:  Für  die 
Irreductibilität  einer  Gleichung  in  irgend  einem  Ratio- 
nalitätsbereiche ist  die  Transitivität  ihrer  für  diesen  Be- 
reich  bestehenden   Gruppe   charakteristisch. 

In  §  68,  Bd.  I  sahen  wir,  dass  wenn  eine  Function  g{z)  für  die 
Wurzel  z^  einer  irreductiblen  Gleichung  f{z)  =  0  verschwindet,  Gleiches 
für  alle  Wurzeln  von  f=0  eintritt.  Dieser  Satz  zeigt  sich  jetzt  als 
besonderer  Fall  des  Theorems  von  §  560,  S.  347;  denn  ist  ^(jerj  EiE  0, 
so  erlauben  es  die  Substitutionen  der  Gruppe  G  von  f,  die  Wurzel  z^ 
der  Reihe  nach  durch  alle  anderen  Wurzeln  zu  ersetzen. 

§  568.  Als  Beispiele  für  die  Bildung  der  Gruppe  einer  Gleichung 
und  ihren  Charakter  für  die  Transitivitat  oder  Intransitivitat  wollen 
wir  zwei  besonders  wichtige  Fälle  besprechen.  Wir  suchen  zunächst 
die  Gruppe  einer  Gleichung  auf,  welche  irreductibel  und  so  beschaffen 
ist,  dass  alle  ihre  Wurzeln  rational  durch  eine  unter  ihnen  darstellbar 
sind;  wir  können  hier  also  setzen 

Da  die  Werthe  der  einzelnen  Differenzen 

gleich  Null  und  mithin  bekannt  sind,  so  müssen  sie  ungeändert  bleiben, 
falls  man  eine  Substitution  s  der  Gleichungsgruppe  auf  sie  anwendet. 
Führt  diese  Substitution  Si  die  Wurzel  z^  in  Zi  über,  so  sind  dem- 
nach auch 

Wurzeln  von  f{z)  =  0,  Diese  Grössen  sind  nun  sämmtlich  unter 
einander  verschieden;  denn  aus  einer  Relation 

q>a  (ßi)  =  q>fi  {Zi)     würde  folgen     9«  {zi)  =  9^  {z^ ) , 

falls  man  die  inverse  Substitution  verwendet  oder  faUs  man  die 
Irreductibilität  von  f  berücksichtigt;   9cr(^i)  =  9/*(^i)  ist  aber  wegen 

*)  Eronecker  (Qrundzüge  §  12)  nennt  Gattungen  mit  transitiver  Gruppe 
^^eigentliche",  diejenigen  mit  intransitiver  Gruppe  ,,uneigentliche  Gattungen". 
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(3)  und  der  Irreductibilitat  von  f  ausgeschlossen.  Folglich  sind  die 
obigen  Grössen  alle  von  einander  verschieden;  d.  h.  die  Reihe  (4) 
liefert  alle  Wurzeln^  genau  wie  (3).  Daraus  folgt  mithin,  dass  alle 
Wurzeln  durch  eine  jede  beliebige  rational  ausgedrückt  werden 
können. 

Keine  Substitution ,  welche  Zi  etwa  in  gi  umwandelt ,  lässt  ein 
^x  =  ^x  (^i)  ungeändert,  denn   sonst  wäre  auch 

Infolge  dessen  würden  die  Schlüsse  von  §  489  zeigen,  dass  die 
niedrigste  Iteration  der  Reihe 

welche  den  Werth  e^  hervorruft,  auch  jet,-  wieder  liefert  und  umgekehrt, 
so  dass  Zi  =  Zi  wird. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  jede  Substitution  s  aus  £r,  welche  e^ 
umsetzt,  alle  Elemente  ^i;  ^2;  * ' '  ^»  ^^  'n.Qxi^  Stellen  setzt. 

WJlre  nun  t  =  {Zc)  (ztZo-  -  -)  -  -  *  eine  Substitution  von  (?,  die  ein 
beliebiges  Element  Za  nicht  umsetzt,  ohne  dass  doch  ^  =  1  wäre,  so 
nehmen  wir  eine  Substitution  s  aus  G,  die  auf  Za  folgen  lässt  z^. 
Eine  solche  ist  wegen  der  Transitivität  von  G  sicher  vorhanden.  Wir 
bilden  s^^ts  und  beachten,  dass  diese  Transformirte  nun  z^  nicht 
ändert.  Da  dies  Resultat  unseren  letzten  Ergebnissen  entgegen  ist,  so 
kann  kein  solches  t  bestehen.  Folglich  setzt  jede  Substitution 
von  G  ausser  der  Einheit  alle  Wurzeln  um. 

Wenn  umgekehrt  ftlr  eine  transitive  Gleichungsgruppe  G  diese 
Eigenschaft  gilt,  dann  kann  man  jede  ihrer  Wurzeln  durch  jede  andere 
Za  rational  darstellen.  Adjungiren  wir  nämlich  Za  dem  Rationalitats- 
gebiete,  dann  geht  die  Gleichungsgruppe  in  denjenigen  ihrer  Theiler 
über,  welcher  Za  ungeändert  lässt  (§  564).  Dieser  Theiler  wird  nach 
den  jetzigen  Darlegungen  nur  aus  der  identischen  Substitution  1  be- 
stehen. Folglich  ist  im  neuen  Rationalitätsbereiche  jede  rationale 
Function  der  Wurzeln  enthalten,  und  im  Besonderen  sind  ^1,  je^j,  ■  •  •  ^n 
rationale  Functionen  von  Za- 

Weiter  erkennt  man,  dass  G  nur  n  Substitutionen  hat,  je 
eine  nämlich,  die  z^  in  Zj^,  z^,-  -  -  Zn  überführt.  Denn  liefern  s  und  s' 
dieselbe  Umsetzung  von  z^y  dann  Ksst  s'^^s'  das  z^  ungeändert. 

Endlich  ist  es  klar,  dass  jede  Substitution  von  G  regel- 
mässig sein  wird,  d.  h.  dass  jeder  ihrer  Cyklen  von  gleicher  Ord- 
nung ist.  Denn  im  entgegengesetzten  FaUe  würden  geeignete  Potenzen, 
ohne  =  1  zu  werden,  gewisse  Wurzeln  nicht  umstellen. 
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So  sehen  wir:  Für  eine  irreductible  Gleichung  «*®°  Grades^ 
deren  Wurzeln  sämmtlich  rational  durch  eine  bestimmte 
unter  ihnen  darstellbar  sind;  ist  es  charakteristisch^  dass 
ihre  Galois'sche  Gruppe  G  transitiv,  von  der  Ordnung  n 
und  so  beschaffen  ist,  dass  jede  Substitution  mit  Ausnahme 
der  identischen  alle  Wurzeln  umstellt;  es  sind  alle  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  G  regulär. 

Daraus  folgt  insbesondere  noch,  dass  wenn  n  eine  Primzahl  p 
wird,  dann  die  Gruppe  aus  den  Potenzen  einer  cjklischen  Substitution 
besteht.  — 

Für  w  =  4  giebt  es  zwei  Typen  derartiger  Gruppen.  Es  sind 
dies  die  in  §  563  behandelten 

G  =  [1,  (^iXTjj^jirJ,  (^i^3)(i?jÄrJ,  (ifi^4^8^a)]; 

R=  [1,  (^ixrg)(^8^4);  (^i^a)(^20,  i^ihX^i^s)]' 

Ebenso  hat  man  für  n  =  6  zwei  Typen,  von  denen  der  eine  die 
Potenzen  einer  cyklischen  Substitution  umfasst,  während  der  zweite 
aus  den  sechs  Substitutionen  besteht 

(^1^4)(M6)(^8^6)>    (^1^6)(^SI^4)(^S^6),     (^l^e)  (^S^ö)  (^«O- 

Zu  den  behandelten  Gleichungen  gehören  die  in  §  560  besprochenen 
y(XS)  =  0  mit  den  Wurzeln 

falls  sie  irreductibel  sind;  sonst  ihre  irreductiblen  Theiler  5^(0?)  =  0, 
die  uns  gerade  auf  die  Gruppe  G  der  Gleichung  geführt  haben.  Wir 
können  also  jeder  Gleichung  f(/)  =  0  eine  solche  Galois^sche  Glei- 
chung g(p)  =  0  zuordnen,  derart  dass  der  Grad  von  g{G))  mit  der 
Ordnung  der  Gruppe  G  von  f(z)  =  0  übereinstimmt.  Sind  durch 
gewisse  Adjunctionen  alle  Wurzeln  von  /*  =  0  bekannt,  so  zerfällt 
ff(VS)  in  lineare,  rational  bekannte  Factoren. 

§  669,  Von  den  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen  Glei- 
chungen gelangen  wir  zu  den  AbeTschen  Gleichungen,  wenn  wir 
zu  den  bisher  zu  Grunde  gelegten  Relationen  unter  den  Wurzeln 

noch  die  Bedingungen  der  Vertauschbarkeit 

für  alle  Combinationen  i,  k  hinzunehmen.  Es  fragt  sich,  welchen  Einfluss 
diese  neuen  Bedingungen  auf  die  Gruppe  der  Gleichung  ausüben  werden. 
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Ist  Sj  diejenige  Substitution  von  (?,  welche  js^  in  sfa  =  ^a(j}i)  um- 
wandelt, so  fährt  sie  jedes  gi,  =  (pb(^i)  in  <pb(^a)  «=^  ^bi^a(^i))  über. 

Ist  $2  diejenige  Substitution  von  G,  welche  0^  in  ei,  umwandelt, 
so  fahrt  sie  jSa  =  9>a(^i)  in  9a W  =  Va{(Pb(ßfi))  über. 

Es  führt  also  s^s^  die  Wurzel 

und  «2^1  die  Wurzel 

über.  Da  Gleiches  von  allen  Wurzeln  und  allen  Substitutionen  gilt, 
so  ist  die  Gruppe  einer  AbeTschen  Gleichung  G  eine  transi- 
tive, reguläre   Gruppe   vertauschbarer  Substitutionen. 

Betrachten  wir  nun  umgekehrt  eine  Gruppe  der  eben  bezeichneten 
Art,  deren  Substitutionen  also  unter  einander  vertauschbar  sein  sollen, 
dann  kann  man  die  Schlüsse  einfach  umkehren.  Es  führt  die  An- 
wendung von  s^s^  das  Element  z^  in  g)ai^b(jsi))  über,  und  Sg^i  führt 
dasselbe  Element  g^  nach  g>b(^a{^i)y  Da  nun  s^s^  ==  s^Sj^  sein  soll, 
so  muss  sich  ergeben,  was  auch  a  und  b  sein  mögen, 

(5)  9>a  (9>f>M)  =  ^b  iq>aiffi)) ; 

folglich  haben  wir  es  wieder  mit  einer  irreductiblen  AbeTschen  Glei- 
chung zu  thun. 

Nun  hatten  wir  in  §  503  die  Voraussetzung  der  Irreductibilitat 
bei  Seite  gelassen.  Genau  das  Gleiche  können  wir  hier  thun.  Ist  die 
Gruppe  einer  Gleichung  nämlich  intransitiv,  und  sind  ihre  Substitu- 
tionen regulär  und  vertauschbar  unter  einander,  dann  werden  nach 
Adjunction  einer  Wurzel  sämmtliche  Wurzeln  bekannt  sein,  und  ebenso 
folgt  wie  bisher  (5).  Es  kommt  nur  die  Irreductibilitat  von  f(z)  in 
Wegfall.     Die  Ordnung  der  Gruppe  wird  kleiner  als  der  Grad  von  f. 

Wir  können  eine  weitere  Specialisirung  dadurch  eintreten  lassen, 
dass  wir  statt  der  allgemeinen  irreductiblen  AbeTschen  Gleichung 
eine  cyklische  Gleichung  betrachten,  d.  h.  eine  irreductible  Abersche, 
deren  Wurzeln  in  einen  einzigen  Cyklus  iterirter  Functionen  einge- 
ordnet werden  können.  Deuten  wir  die  Ordnung  der  Iterirung  durch 
obere  Indices  an,  so  wird  die  Reihe  der  Wurzeln  durch 

gegeben.  Bezeichnen  wir  nun  diejenige  Substitution  der  Gruppe,  welche 
Zi  in  &(Zi)  überführt,  mit  s,  so  sieht  man  sofort,  dass  diejenige,  welche 
Zj^  in  0*(;8?i)  umwandelt,  gleich  s^  sein  muss,  u.  s.  f.  Daraus  folgt: 
Die  Gruppe  einer  cyklischen  Gleichung  ist  cyklisch^  und 
umgekehrt. 
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§  570.  Wir  wollen  uns  mit  einer  gruppentheoretischen 
Eigenschaft  der  transitiven  Gruppen  etwas  eingehender  beschäftigen. 

Wir  haben  eine  transitive  Gruppe  als  solche  definirt^  die  auf  z^ 
jedes  andere  Element  z^y  ss^y-  -  -  ^n  folgen  lässt.  Daraus  ergiebt  sich, 
dass  sie  Substitutionen  besitzt,  die  jedes  beliebige  Za  in  jedes  beliebige 
Zfi  überführen.  Denn  wenn  Sa  auf  z^^  folgen  lässt  Zay  und  wenn  Sß  auf  z^ 
folgen  lässt  z^y  dann  bewirkt  die  Substitution  s^^Sß^  welche  ja  eben- 
falls in  der  Gruppe  vorkommt,  dass  Z[t  auf  Za  folgt.  Demnach  können 
wir  die  Definition  auch  so  fassen,  dass  man  durch  geeignete  Sub- 
stitutionen einer  transitiven  Gruppe  auf  ein  beliebiges  Element  Za  alle 
anderen  Elemente  folgen  lassen  kann. 

Aus  der  transitiven  Gruppe  G  greifen  wir  zunächst  diejenigen 
Substitutionen 

(6)  ^1  =  1,  ^,  ^3,  •..  t^ 

heraus,  welche  z^  nicht  umsetzen.  Diese  bilden  einen  Theiler  T  von  (?. 
Femer  sei  s^  eine  der  Substitutionen,  welche  z^  auf  z^  folgen  lassen. 
Dann  werden 

(7)  Sg,  ^5g,  i^s^y  . . .  t^S2 

sämmtlich  das  Gleiche  thun,  wie  sofort  zu  sehen  ist,  und  nur  sie. 
Denn  zuerst  führt  ta  das  Element  z^  in  sich  selbst,  und  s^  führt  es 
in  z^  über.  —  Wenn  andrerseits  die  Substitution  x  gleichfalls  die 
Folge  z^z^  enthielte,  dann  würde  ts^^  zu  (6)  gehören,  und  aus  der 
dies  ausdrückenden  Gleichung 

XS^^  =  ta       folgt       X  =  taS<i. 

Ist  die  Gruppe  G  durch  (6)  und  (7)  noch  nicht  erschöpft,  d.  h.  ist 
n  >  2,  dann  gehen  wir  in  der  gleichen  Weise  weiter,  indem  wir  irgend 
ein  s^  zu  Grunde  legen,  welches  z^  auf  z^  folgen  lässt  und  mit  ihm 
entsprechend  (7)  die  ßeihe 

bilden.  So  geht  man  bis  zu  einem  Sny  welches  die  Folge  ZiZn  ent- 
hält. Hieraus  ist  ersichtlich:  Die  Ordnung  r  einer  transitiven 
Gruppe  G  von  n  Elementen  ist  durch  n  theilbar,  so  dass 
r  =  n-g  gesetzt  werden  kann.  Dabei  bedeutet  q  die  Ord- 
nung desjenigen  Theilers  von  Gj  dessen  Substitutionen  eins 
der  Elemente  ungeändert  lassen. 

§  671,  Wir  nennen  eine  Gruppe  zweifach  transitiv,  wenn  wir 
mit  Hülfe  ihrer  Substitutionen  zwei  Elemente  z^  und  z^  an  zwei  will- 
kürlich  vorgeschriebene   Plätze   Za   und  Zß   bringen    können.     Daraus 
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folgt  zunächst,  dass  man  überhaupt  zwei  willkürliche  Elemente  Ziy  j?^ 
durch  zwei  willkürliche  0a,  f^ß  ersetzen  kann.  Denn,  wenn  s^  auf 
z^,  B^  folgen  lässt  Ziy  Zft,  und  wenn  s^  auf  0^,  z^  folgen  lässt  Za,  z^, 
so  wird  s^^s^  das  Gewünschte  leisten. 

Wir  können  nun  ähnliche  Schlussfolgerungen  machen  wie  die  im 
vorigen  Paragraphen  durchgeführten,  indem  wir  die  Gesammiheit  der 
Substitution  der  Reihe  (6)  als  denjenigen  Theiler  auffassen,  dessen  Sub- 
stitutionen weder  z^  noch  z^  umstellen;  dann  wird  (7)  der  Complex 
der  Substitutionen,  welche  eine  und  dieselbe  Aenderung  mit  z^  und  z^ 
Yomehmen,  u.  s.  f.     Daraus  folgt:  Die  Ordnung  r  einer  z^vreifach 

transitiven  Gruppe  G  von  n  Elementen  ist  durch   lA  theil- 

bar,  so  dass  r=l    jq  gesetzt  werden  kann.     Dabei  bedeutet 

q  die  Ordnung  desjenigen  Theilers  von  G,   dessen  Substitu- 
tionen  zwei   der  Elemente   ungeändert    lassen.     Die   Minimal- 
ordnung einer  solchen  Gruppe  ist  also  -^-»(n  —  1). 
Für  n  =»  5  hat  man  beispielsweise  die  Gruppe 

1  ,    (^2^8^5^4)7    (^a^6)(^8^4);    (^2^4^6^8), 


(^1  ^8^8^4^5)7  K^jMs) 

(^1  ^3^6^20 ;  (^1^8^2^6) 

(^1^4^2^6^8),  (^lM6^2) 

(^1^5^8^2)7  (^1^6^80 


(^1^2)  (^8^5);  (^1^2M4), 

(^1^8)(M6);  (^1^8^4^2); 

(^1^4)  (^2^8).  (^iMs^ö); 

(^1^5)  (^2^4)  >  K^6^2^8)- 


Besitzt  eine  Gleichung  f(z)  =«  0  eine  zweifach  transitive  Gruppe  G, 
dann  ist  dies  charakteristisch  dafür,  dass  man  in  jeder  rationalen  Relation 

zwei  beliebige  der  Wurzeln,  z.  B.  z^,  z^,  durch  zwei  beliebige  andere 
ersetzen  kann,  während  dabei  die  übrigen  Wurzeln  0„  •  •  •  ir.  in  gewisse 
neue  übergehen;  man  hat  also  auch 

wobei  a,  ß  beliebig  gewählt  werden  konnten.  — 

Ist  z.  B.  die  Gleichung  f(z)  =  0  mit  zweifach  transitiver  Gruppe 
so  beschaffen,  dass  alle  ihre  Wurzeln  durch  zwei  unter  ihnen,  z^  und  z^, 
rational  darstellbar  sind,  etwa  in  der  Form 

(6)  ^8  =  98(^l>^2);       ^4  =  9^4(^1,^2),     •'■       ^n  =  9n(^i,^«), 

dann  hat  man  auch  für  beliebige  a,  ß 
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Die  sfi^f  Zi^,  •  •  •  sti^  sind  hier  von  einander  verschieden^  weil  aus 

9^x  (ffa  ,  ^/j)  =  (PX  Qfa ,  if/j)      folgt      9?^  (01 ,  0i)  =  gjji  (^6^1 ,  Z^)  ; 

ebenso  sind  sie  von  Za  oder  ^^  selbst  aus  demselben  Grunde  verschieden. 
Folglich  giebt  (7)  alle  Wurzeln  mit  Ausnahme  von  jet«,  Bß]  d.  h.  alle 
Wurzeln  sind  rational  durch  zwei  beliebige  unter  ihnen  darstellbar. 

Findet  nun  eine  solche  Darstellung  statt,  dann  ist  nach  Adjunction 
zweier  beliebiger  Wurzeln  Za  und  z^  die  Gleichung  aufgelost;  die  Gruppe 
redücirt  sich  dabei  auf  1.  Folglich  enthielt  sie  vorher  nur  solche 
Substitutionen,  welche  alle  n  Elemente,  oder  nur  (n  —  1)  oder  gar 
kein  Element  umsetzen.  Die  ümkehrung  dieses  Satzes  ist,  wie  man 
leicht  sieht,  gleichfalls  richtig. 

§  672,  Um  die  Natur  derartiger  Gruppen,  welche  nur  n,  n  —  1 
oder  0  Elemente  umsetzen,  genauer  zu  erforschen,  wollen  wir  folgenden 
Satz  herleiten*):  In  jeder  transitiven  Gruppe  G  des  Grades  n 
giebt  es  mindestens  (n  —  1)  Substitutionen,  welche  alle 
n  Elemente  umsetzen.  Giebt  es  mehr  als  (n  —  1)  derartige 
Substitutionen  in  Gj  so  besitzt  die  Gruppe  auch  solche 
Substitutionen,  welche  weniger  als  (n  —  1)  Elemente  um- 
setzen. 

Wir  bezeichnen  denjenigen  Theiler  von  G,  welcher  das  Element  Za 
nicht  ändert,  mit  (?«,  und  eine  derjenigen  Substitutionen,  welche  z^  in 
Za  überführen,  mit  öa-    Dann  ist 

G^=6^G^6f'  =  Ö^G^Öf' =  6^G^6-\ 

d.  h.  alle  diese  Gruppen  Ga  sind  einander  ähnlich.  Nun  möge  m  ihre 
gemeinsame  Ordnung  sein,  und  [g]  die  Zahl  derjenigen  Substitutionen 
von  G^  und  also  auch  von  G^,  -  -  -  Gn,  welche  genau  q  und  nur 
q  Elemente  umstellen.     Diesen  Definitionen  gemäss  haben  wir 

m  =  [n-1]  +  [w-2]  +  . . .  +  [g]  +  . . .  +  [0]. 

Natürlich  hat  [0]  den  Werth  1,  da  es  sich  allein  auf  die  identische 
Substitution  bezieht. 

In  allen  Ga  (a  =  1,  2,  •  •  •  w)  zusammen  kommen  w  •  [w  —  1]  Sub- 
stitutionen vor,  welche  (n  —  1)  Elemente  umsetzen,  und  diese  sind 
unter  einander  verschieden,  da  keine  Substitution  aus  6?«,  die  nur  Za 
nicht  umsetzt,  auch  in  Gß  enthalten  ist. 

In  allen  Ga  zusammen  kommen  n'[n  —  2]  Substitutionen  vor, 
welche  genau  (n  —  2)  Elemente  umsetzen;  aber  diese  sind  zu  je  zwei 


•)  C.  Jordan,  Journ.  de  Math.  (2),  17,  p.  361. 
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und  zwei  identisch ,  da  diejenigen  Substitutionen  ^  welche  in  Ga  das 
Element  z^j  nicht  umsetzen^  dieselben  sind  wie  diejenigen ,  welche  in 
G^  das  Element  0a  nicht  umsetzen.  Es  giebt  also  von  diesen  Sub- 
stitutionen -   w  •  [n  —  2]  • 

Ebenso  kommen  in  allen  Ga  zusammen  —n'\n  —  3]  von  einander 

verschiedene  Substitutionen  vor,  welche  genau  (n  —  3)  Elemente  um- 
stellen, u.  s.  Ty. 

Somit  ist  die  Anzahl  aller  Substitutionen  in  G^  welche  weniger 
als  n  Elemente  umstellen,  gleich 

t["-i]  +  y["-2]  +  ■  •  •  +  ^M  +  •  •  •  + 1[0]. 

Diese  Zahl  wollen  wir  von  derjenigen  aller  Substitutionen  in  G 
d.  h.  nach  §  570,  Schluss,  von  mn  abziehen.  Benutzen  wir  den  obigen 
Werth  für  m,  so  findet  sich  für  jene  DiflFerenz 

«(i[«-2]  +  -3  [»-3]  +  •  •  •  +  ^:!:^-[«z]  +  ■■•  +  ^[0]); 

dies  ist  somit  die  Anzahl  aller  derjenigen  Substitutionen  aus  6r,  welche 
sämmtliche  Elemente  umstellen.  Jeder  der  einzelnen  Summanden  in  der 
Klammer  ist  positiv  oder  Null.     Der  letzte  ist  sicher  positiv,  nämlich 

= Folglich  hat  jene  Differenz  einen  positiven  Werth,  der  nicht 

unter  {n  —  1)  sinken  kann.  Ist  der  Werth  grösser  als  (w  —  1),  so  ist 
mindestens  eines  der  Symbole  [g]  von  Null  verschieden,  wobei  g  nicht 
grösser  als  (n  —  2)  werden  kann. 

Damit  ist  der  ausgesprochene  Satz  in  allen  Theilen  bewiesen. 

Wenden  wir  ihn  auf  die  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
Verhältnisse  an,  so  sehen  wir,  dass  eine  transitive  Gruppe  Gj  welche 
nur  Substitutionen  von  w  und  von  (w  —  1)  Elementen  neben  der  Ein- 
heit besitzt,  genau  (n  —  1)  Substitutionen  haben  wird,  welche  alle 
Elemente  umsetzen. 

Auch  über  die  Anzahl  derjenigen  Substitutionen  von  (r,  welche 
genau  (n  —  1)  Elemente  umsetzen,  können  wir  Aufklärung  erhalten, 
wenn  wir  bedenken,  dass  in  6?^  nicht  zwei  Substitutionen  s^,  s^  vor- 
kommen dürfen,  die  eine  gleiche  Elementenfolge  darbieten,  weil  sonst 
s^sV  weniger  Elemente  umsetzen  würde,  ohne  =  1  zu  sein.  Nun 
giebt  es  zwischen  ^2?  ^8>  *  * '  -^rt  ^^^  (^  —  1)  (^  —  2)  Folgen  xr«,  z^^ 
und  jede  Substitution  aus  G^  enthält  deren  (n  —  1);  folglich  kann 
6ri  höchstens  (» —  2)  solcher  Substitutionen  besitzen,  und  in  G 
kommen  höchstens  n{n  —  2)  vor,  welche  genau  ein  Element  nicht 
ändern. 
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Demnach  kasn  die  Ordnung  der  Gruppe  die  Zahl 

(n  — 1)  +  n(n  —  2)  +  1  =  w(w  — 1) 

nicht  übertre£Pen.  — 

Auf  dem  in  den  letzten  Paragraphen  beschrittenen  Wege  kann 
man  zum  Begriffe  drei-  und  mehrfacher  Transitivität  gelangen. 

§  573.  Wir  wollen  noch  eine  Anwendung  der  eingeführten  Be- 
griffe geben.  Ist  f(/)  =  0  eine  irreductible  Gleichung  w***^  Grades  mit 
der  Galois'schen  Gruppe  G,  so  sei  H  ein  Theiler  von  G.  Dabei 
mögen  H  und  G  die  Ordnungen  r,  und  r  =  r,q  besitzen.  Eine  zu 
H  gehörige  Function  ^{^i,  ^^y  -  -  -  ^n)  =  9>i  möge  durch  die  Sub- 
stitutionen von  G  die  Werthe 

9l}    9i7    ^Sf   '  "    ^9 

annehmen,  und  ai==l,  6^,  <^8; '"  ^q  ^^^^^  Substitutionen  aus  G,  welche 
9i  in  diese  verschiedenen  conjugen  Werthe  umwandelt. 

Wir  haben  im  §  540  gezeigt,  dass  g?i,  9>27' ' '  9>q  Wurzeln  einer 
Gleichung  sind,  deren  Goefficienten  zu  dem  Bationalitätsbereiche  von 
f{^)  gehören.  Hier  soll  nun  die  Irreductibilitat  dieser  Gleichung  nach- 
gewiesen werden;  und  damit  ist  natürlich  auch  die  Iri'eductibilitat  der 
in  §  540;  I  abgeleiteten  Gleichung  q^^  Grades  gezeigt. 

Gesetzt,  die  Gleichung  q^^  Grades  zerfalle,  und  9i,  9^,  •  •  •  9p  {p<.q) 
seien  die  Wurzeln  einer  der  irreductiblen  Factorengleichungen.  Dann 
sind  die  symmetrischen  Functionen  von  tp^,  Vi) ' ' '  ^p  bekannt,  und  so 
bleibt  z.  B. 

(8)  9i  +  <p^  +  '"  +  v; 

för  alle  Substitutionen  der  Gruppe  G  ungeändert,  wie  auch  u  ganz- 
zahlig gewählt  werden  mag.    Wir  wählen  es  so,  dass  aus  einer  Relation 

Vi,  +  9>,-,  i =  Vk,+  9jt^'\ 

die  Gleichheit  der  einzelnen  Summanden  links  und  rechts  folgt  (§  539). 
Nun  wenden  wir  auf  (8)  die  Substitution  (fp^i  aus  G  an.  Diese  führt 
9j  in  9^+1  über.  Folglich  kann  (8)  für  die  Gruppe  der  Gleichung 
nicht  ungeändert  bleiben.  Das  ist  ein  Widerspruch,  der  nur  durch 
p  =  g  gehoben  wird,  d.  h.:  Die  Gleichung,  von  welcher  g>  ab- 
hängt, ist  irreductibel. 

§  674,  Die  bisher  in  dieser  Vorlesung  durchgeführten  Unter- 
suchungen hatten  in  dem  Begriffe  der  Reductibilität  oder  der  Irre- 
ductibilitat einer  Gleichung  ihren  Ausgangspunkt.  Wir  wollen  jetzt 
in  ähnlicher  Art  die  Primitivität  oder  die  Imprimitivität  von 
Gleichungen  untersuchen. 
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Im  §  491  kamen  wir  auf  irreductible  Qleichungen  f(js)  =  Q^  deren 
Polynom  f{is)  in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden  konnte: 

(9)  f{^)  =  h(0',y^)  •  h(jg',y^)  '  "  h(£!',y^)',       (n==fi.w), 

(10)   h(e] ya)^i^  —  ri(ya)^"^  +  yaCy«)^"""* ± ym(ya), 

wobei  die  y  rationale  ganze  Functionen  des  Argumentes  ya  waren^  und 
die  ya  Wurzeln  einer  Gleichung  [i^^  Grades  bedeuteten  ^ 

(11)  g(y)  =  y^  —  d,yf^~^  +  d^yf'-^ ±d^  =  0. 

Es  wird  dabei  also  f(j8)  =  0  die  Eliminante  von  A  (z]  y)  =  0  und 
g{y)  =  0.  Nach  der  Auflösung  von  (11)  und  Adjungirung  aller  ihrer 
Wurzeln  zerfällt  f(is)  in  fi  Faetoren  des  Grades  m. 

Wir  werfen  die  Frage  auf,  wie  diese  Eigenschaft  von  f(z)  =  0 
sich  bei  der  Galois'schen  Gruppe  der  Gleichung  kenntlich  macht. 

Wir  wollen  die  Wurzeln  von 

Ä(if;ya)  =  0      mit      Zal,   JSai,  "  •   ^am  («  =  1,  2,  •  •  •  ft) 

bezeichnen.  Nun  sind  durch  die  Adjunction  von  ya  die  symmetrischen 
Functionen  der  Zai,  ea%y  •  •  •  ^a«  bekannt.  Es  sei  S{Zai,  •  •  •  ^am)  eine 
solche;  dann  sind  die  Werthe,  die  S  annehmen  kann,  Wurzeln  einer 
irreductiblen  Gleichung  (§  573).  Drückt  man  S{jgai,  -  -  •  ^am)  als 
Function  von  ya  aus,  dann  zeigt  (11),  dass  der  Grad  dieser  Gleichung 
nicht  höher  werden  kann  als  (i.   Andrerseits  giebt  es  wirklich  (i  Werthe 

(12)  8(s!ny  •  •  •  Sfim),     S(02i,  •  •  •  Zim),    '  '  '    S(Zfti,  •  •  •  ^^m); 

dies  sind  mithin  die  einzigen,  welche  S  für  die  Substitutionen  der 
Gruppe  G  von  f(z)  =  0  annehmen  kann. 

Wenden  wir  somit  eine  Substitution  s  von  G  auf  die  Reihe  (12) 
an,  so  kann  sie  nur  in  sich  selbst  übergehen  abgesehen  von  der 
Aufeinanderfolge  der  Functionen.  Führt  also  ein  s^  eins  der  Elemente 
von  Zai) '  '  '  ^am  in  eins  derjenigen  von  z^i,  •  •  •  z^m  über,  dann  muss 
der  ganze  Complex  jener  Elemente  in  denjenigen  dieser  Elemente  um- 
gewandelt werden.  Lässt  insbesondere  Sjt  ein  Zßy  uageändert,  dann 
gehen  die  übrigen  Zßi,-  -  •  Zß^  nur  unter  einander  Yertauschungen  ein. 
G  versetzt  also  nur  die  Serien  der  in  (12)  angeordneten 
Elemente  unter  sich  und  weiter  auch  in  jeder  einzelnen 
Serie  die  zugehörigen  Elemente  unter  einander. 

Eine  derartige  Gruppe  heisst  eine  imprimitive;  ebenso  heisst 
die  zugehörige  Gattung  imprimitiv,  und  ebenso  die  Gleichung,  deren 
Galois'sche  Gattung  imprimitiv  ist.  Hat  eine  Gruppe  diese  Eigen- 
schaft nicht,  so  heisst  sie  primitiv;  das  Gleiche  gilt  von  der  Gattung 
und  von  der  Gleichung. 
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Es  ist  z.  B.  die  Gruppe,  welche  aus  den  Potenzen  der  Substitution 

besteht,  imprimitiy.    Die  Eintheilung  der  Elemente  kann  in  die  Serien 

geschehen,  aber  ebenso  gut  auch  in  die  Serien 

Wenn  umgekehrt  die  Gruppe  G  einer  Gleichung  f(ji)  =  0  im- 
primitiv ist,  und  wenn 

^al,     ^a2f    •••     ^am  («"=1,2,     •  •  /l) 

die  Eintheilung  der  Wurzeln  in  die  Systeme  der  Imprimitivität  angiebt, 
dann  sei  8(jgaif  -  -  -  ^am)   irgend  eine   symmetrische  Function.     Durch 

(12)  werden  dann  wegen  der  Imprimitivität  alle  Werthe  gegeben,  die 
S(ziiy"'£iim)  im  Kationalitatsbereiche  annehmen  kann;  die  symmetrischen 
Functionen  der  Grossen  (12)  sind  also  rational  bekannt,  und  sie  selbst 
genügen  einer  Gleichimg 

(13)  S^  —  Afi^-i  +  Dg^-« ±I>^^0 

mit  rational  bekannten  Coefficienten  D,  Weiter  lässt  sich  jede  andere 
symmetrische  Function  von  je?«!,  •••  jer^m  durch  8(Zai,"'  ^am)  ini  Katio- 
nalitatsbereiche darstellen;  folglich  kann  man  setzen 

WO  die  S  die  Wurzeln  der  Gleichung  (13)  und  die 

Ä(ir;  Sa)  =  (iS  —  ^al)  '  '  ■  i^  —  ^am) 

sind. 

Demnach  ist  f(/)  =  0  das  Eliminationsresultat  von  S  aus  (13) 
und  aus  h(ß'jS)  =  0^  und  wir  können  sagen:  Dafür  dass  eine 
Gleichung  /*(j8rj  ==  0  das  Eliminationsresultat  von  A(;er;y)  =  0 
und  g{y)  =  0  wird,  ist  es  charakteristisch,  dass  die  Gal'ois- 
sche  Gruppe  von  f=0  imprimitiv  sei. 

§  575,  Wir  betrachten  denjenigen  Theiler  H  der  imprimitiven 
Gruppe  G  des  vorigen  Paragraphen,  dessen  Substitutionen  nur  die 
Elemente  jedes  einzelnen  Imprimitivitatssystems  unter  sich  vertauschen. 
Diese  Gruppe  ist  ein  autojuger  Theiler  in  G.  Denn  wenn  6a  auf  H 
zur  Transformirung  verwendet  wird,  so  gehen  dadurch  z.  B.  die  Ele- 
mente jer^i,  •••  JSjtm  in  ^xi, '"  ^Xm  über;  und  wenn  H  die  Systeme  nicht 
vertauschte,  so  kann  auch  ö^^Höa  es  nicht  thun. 

Ist  also  H  von  der  Einheit  verschieden,  dann  ist  G 
zusammengesetzt. 
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Beim  Beispiele  des  vorigen  Paragraphen  giebt  es  Substitutionen^ 
welche  die  Systeme  nicht  ändern;  deswegen  ist  auch  jene  Gruppe  zu- 
sammengesetzt*, im  Falle  der  ersten  Systemeintheilung  sind  s^  und  s^ 
diese  Substitutionen;  im  Falle  der  zweiten  ist  es  ^. 

Umgekehrt  erkennt  man  leicht:  Hat  eine  zusammengesetzte 
Gruppe  G  einen  intransitiven,  autojugen  Theiler,  dann  ist 
G  imprimitiv. 


Neunundfttnfzigste  Vorlesung. 
Resolventen. 

§  676.  Wir  hatten  einer  Gleichung  f(jg)  ==  0  mit  der  Gruppe  G 
eine  rationale  ganze  Function  der  «Wurzeln  A(^i,  ^^y-'-^n)  adjungirt, 
d.  h.  h  im  Bereiche  G  als  bekannt  angesehen.  Eine  solche  adjungirte 
Function  wird  häufig  als  Resolvente  bezeichnet,  und  wir  haben  diese 
Bezeichnung  schon  gelegentlich  bei  der  Einführung  der  Lagrange'schen 
Resolvente  (Bd.  I,  §  320)  benutzt. 

Hiemach  ist  jede  beliebige  ganze  Function  der  Wurzeln  geeignet 
als  Resolvente  zu  fungiren.  Von  Vortheil  können  aber  nur  diejenigen 
Functionen  für  die  Lösung  der  Gleichung  werden,  welche  nicht  schon 
dem  Rationalitätsbereiche  angehören;  so  ist  es  z.  B.  zwecklos,  einer 
allgemeinen  Gleichung  eine  symmetrische  Function  zu  adjungiren. 

Die  Wirkung  einer  Adjunction  von  A(^i,  •  •  •  je^«)  beruht  nämlich 
darauf,  die  Gruppe  G  auf  die  desjenigen  ihrer  Theiler  zu  reduciren, 
welcher  h{z^,'  *  ^  z^  ungeändert  lässt.  Es  reicht  daher  stets  aus,  h  so 
zu  wählen,  dass  die  zugehörige  Gruppe  H  ein  Theiler  von  G  ist. 

Bedeutet  G  die  symmetrische  Gruppe,  so  können  wir  einige  für 
jedes  n  vorhandene  Resolventen,  oder  besser  Resolventengattungen 
anfahren;  denn  nach  dem  Dargelegten  kommt  es  nicht  auf  das  In* 
dividuum  h,  sondern  nur  auf  die  Gruppe  H  an.  Zu  diesen  Resol- 
venten gehören  die  zweiwerthigen,  insbesondere  die  altemirenden 
Functionen,  welche  durch  die  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante 
charakterisirt  sind.  Ist  n  >  4,  dann  giebt  es  keine  Resolventeu,  deren 
Werthezahl  Q<n  ist.  Für  q  =  n  haben  wir  die  durch  h=^0^  charak- 
terisirte  Gattung;  ihre  Gruppe  H  besteht  aus  allen  Substitutionen, 
durch  welche  eins  der  Elemente  nicht  umgesetzt  wird.  Für  n  =  6 
giebt  es  daneben  gemäss  §  547  noch  eine  durch 

(^1%  +  ^2^4  +  ^S^e)  (^1^6  +  ^2^3  +  ^4^5) 
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charakterisirte  Gattung.  Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  die  Galois- 
scbe  Gattung^  zu  der  Resolventen  mit  q  =  nl  Werthen  gehören^ 

§  677,  Wir  wissen  bereits,  dass  eine  solche  Resolvente  h{z^j"'  z,) 
mit  Q  Werthen  die  Wurzel  einer  Gleichung  p*®"  Grades  ist,  deren 
Coefficienten  dem  Rationalitätsbereiche  angehören.  Die  Gleichung  ist 
irreductibel  (§  573). 

Die  Adjungirung  von  h  ist  also  identisch  mit  der  Annahme,  dass 
eine  Wurzel  dieser  Resolventen  gl eichung  bekannt  sei,  oder  dass 
man  eine  solche  bestimmen  könne,  falls  gewisse  Hülfsmittel  zugelassen 
werden.  Man  könnte  also  z,  B.  die  Ausziehung  einer  Wurzel  aus  einer 
bekannten  Grösse  als  erlaubte  Operation  ansehen;  wenn  jetzt  eine 
Resolventengleichung  binomisch  wird,  dann  müsste  die  zugehörige 
Function  h{z^y'  -  -  jsr„)  als  bekannt  gelten. 

Die  Thatsache  allein,  dass  die  Resolventengleichung  den  Grad  p 
besitzt  und  irreductibel  ist,  reicht  für  die  Einsicht  in  ihre  Natur  noch 
nicht  hin.  Wir  wollen,  um  diese  genauer  zu  erkennen,  die  Gruppe 
der  Resolventengleichung  aufsuchen. 

Es  sei  der  Gleichung  f{z)  =  0  mit  den  Wurzeln  z^,  0^^-"  Zn  und 
der  Gruppe  G  die  Resolvente  h(Zi,  z^y  -  •  -  Zn)  =  h^  adjungirt,  welche 
zur  Gruppe  JET  gehören  möge-,  die  übrigen  Werthe  in  dem  durch  G 
bestimmten  Rationalitätsbereiche  seien  h^,  f^y  -  •  -  hg^  und 

(1)  (ri  —  lh)  (ri  —  ^)--  (V  —  K)  =  V^  —  AV^~~^  +  AtV^~^ =  0 

sei  die  Resolventengleichung.  Ihre  Gruppe  Hq  hat  die  Eigenschaft, 
dass  alle  und  nur  diejenigen  Functionen  von  \y  \y'  * '  T^q,  welche 
unter  dem  Einflüsse  der  Substitutionen  von  Hq  ungeändert  bleiben, 
rational  durch  die  A^  d.  h.  also  auch  durch  die  Coefficienten  von  f{z) 
darstellbar  sind. 

Zu  dem  Zwecke  der  Feststellung  dieser  Gruppe  wenden  wir  auf 
die  Reihe  der  in  G  conjugen  Werthe  von  ä,  nämlich 

(2)  Ai,  Äjj,  •••  hg 

die  sämmtlichen  Substitutionen  s  von  G  an;  durch  eine  solche  Si  geht 

(2)  bis  auf  die  Reihenfolge  in  sich  selbst  über;  denn  (2)  umfasst  eben 
alle  Werthe,  die  \  überhaupt  unter  dem  Einflüsse  der  Substitutionen 
von  G  annehmen  kann.    Die  neue  Reihe  der  Werthe  h  wollen  wir  mit 

(3)  \ jKj  '"  \ 

bezeichnen;   dann  lässt  sich  der  XJebergang  von  (2)   auf  (3)  als  eine 

Netto,  Algebra,   n.  24 
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Substitution   (§  518)   auffassen^   die   wir   entsprechend   früheren  Fest- 
setzungen bezeichnen 

<.— U'^        (x  =  l,2,...p). 


Ist  Sj  eine  zweite  Substitution  aus  G,  und  bedeutet  in  gleicher  Weise 

(x  =  1,2,  •••()) 

die  entsprechende  Substitution  unter  den  h,  dann  erkennt  man^  dass 
dem  Producte  Si$j  entsprechen  wird 

und  daraus  schliesst  man,  dass  die  ^i;  ^^  -  *  -  sämmtlich  eine  Gruppe 
bilden;  diese  wollen  wir  mit  Hq  bezeichnen. 

Femer  sieht  man,  dass  wenn  G  die  symmetrische  Gruppe  der 
n  Elemente  isi  ist^  dann  G  und  H^  im  Allgemeinen  einstufig  isomorph 
zu  einander  sind.  Denn  jedem  Sa  entspricht  ein  ta'^  wenn  femer  aber 
einem  ta  sowohl  Sa  als  s'a  entspräche,  dann  würde  dem  SaS^  ent- 
sprechen tat^^  =  ly  d.  h.  die  Substitution  s'aS^^  würde  in  (2)  keine 
Aenderung  der  Folge  hervorrufen,  was  nach  §  543  nur  bei  (>  =  1, 
bei  9  =  2  und  bei  gewissen  Gruppen  von  vier  Elementen  vorkommen 
kann.  Es  ist  deswegen  Hq  im  allgemeinen  Falle  von  derselben  Ord- 
nung wie  G,  bei  allgemeinen  Gleichungen  also  von  der  Ordnung  n\. 

Der  Compositionsreihe  von  G  entspricht  diejenige  von  B^,  und 
die  Compositionsfactoren  sind  für  beide  Gruppen  dieselben. 

Wir  fragen  nun,  wann  eine  Function  der  A^,  ■  •  •  A^ 

rational  bekannt  ist?  Da  ^  als  Function  der  jer^,  jsr^,  •-•  dargestellt 
werden  kann  =  %,  so  ist  es  charakteristisch  dafür,  dass  %  ^^^  ^ 
ungeändert  bleibt.  Den  Substitutionen  von  G  entsprechen  die  von  H^] 
demnach  muss  if;  zxx  Hq  gehören.  Wenn  umgekehrt  ^  zu  ^  gehört, 
so  wird  ;|(  zu  G  gehören,  und  somit  ist  ^  =^  ;i;  rational  bekannt. 

Folglich  ist  Hq  die  zur  Resolventengleichung  (1)  ge- 
hörige Gruppe. 

Der  Definition  nach  giebt  es  Substitutionen  von  G,  welche  jedes 
Element  in  (2)  auf  h^  folgen  lassen;  es  kommen  daher  in  Hq  alle 
Folgen  AiAj;  AjÄ,;  •  •  •  hih^  vor;  d.  h.  die  Gruppe  Hq  ist,  wie  früher 
schon  auf  andere  Art  bewiesen  wurde  (§  573),  transitiv. 
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Aus  dem  abgeleiteten  Theoreme  kann  man  noch  einen  für  die 
Theorie  der  AbeTschen  Gleichungen  wichtigen  Satz  ablesen.  Sind 
^i>  ^27  •  •  •  ^n  die  n  Wurzeln  einer  Aberschen  Gleichung  f(z)  =  0,  so 
betrachten  wir  eine  Resolvente  ^{^i^'-'^n),  die  wegen  der  charak- 
teristischen Eigenschaft  der  Aberschen  Gleichungen  auch 

geschrieben  werden  kann.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Gruppe  der  zu 
h{Ziy ' '  -  Zn)  gehörigen  Resolventengleichung.     Es  hat  nämlich  h  nur 

Q  Werthe 

Ä;(^i),  h{z^)y  '..  k{0^). 

Wendet  man  die  Gruppe  der  Aberschen  Gleichung  auf  diese  Reihe 
an^  die  man  auch 

setzen  kann^  so  erkennt  man  aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen über  ti  und  tj,  dass  mit  den  Substitutionen  der  s  von  G 
zugleich  die  unter  den  k  hervorgerufenen  Substitutionen  vertauschbar 
sind.  Jede  rationale  Function  der  Wurzeln  einer  Aberschen 
Gleichung  ist  wiederum  Wurzel  einer  AbeTschen  Gleichung. 
Ebenso  ergiebt  sich^  dass  jede  rationale  Function  der 
Wurzeln  einer  cyklischen  Gleichung  wiederum  Wurzel  einer 
cyklischen  Gleichung  wird. 

§  578.  Es  sei  G  eine  beliebige  Gruppe^  und  die  adjungirte 
Function  Ä(0i,  •  •  •  Är„)  =  Äi  gehöre  zu  einem  autojugen  Theiler  H 
von  6r.  Wendet  man  nun  auf  die  Reihe  (2)  eine  Substitution  6  aus 
H  an,  so  wird  sich  h^  dabei  nicht  ändern.  Gleichzeitig  werden  mit  h^ 
alle  hi  ungeändert  bleiben.  Denn  setzt  Si  das  Element  hi  an  die  Stelle 
von  h^y  so  gehört  zu  ht  dieselbe  Gruppe 

sr^Hs.  =  H, 

weil  H  autojug  in  G  ist.  Also  bleibt  (2)  für  alle  Substitutionen  6 
aus  H  auch  der  Reihenfolge  nach  ungeändert. 

Allgemeiner  kann  man  sagen,  dass  zwei  Substitutionen  s  und  s^ 
dieselbe  Umstellung  von  (2)  und  also  eine  gleiche  Substitution  der  ha 
bewirken,  wenn  s^  =  6S  ist,  wobei  6  der  Gruppe  H  angehört. 

Besitzt  -ff  die  Ordnung  g,  G  die  Ordnung  r,  und  ist  r  =  q-  m, 
dann  gehören  je  q  Substitutionen  von  G  zu  einer  Substitution  von  Hq. 
Diese  Gruppe  Hq  der  Resolventengleichung  besitzt  die  Ordnung  m,  und 
G  ist  zu  ihr  g-stufig  isomorph. 

24* 
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Wählen  wir  z.  B.  für  G  die  symmetrische  Gruppe  der  vier  Ele- 
mente Zj^,  z^f  z^,  z^  und  für  H  die  autojuge  Gruppe 

ir=  [1,    (^i^2)(^3^4),   (^1^3)(^2^4),   K^4)(^2^3)], 

setzen  wir  femer 

h^ (^l-^2)(^3-^4),     *4  =  — (^l-^3)(^3-^4),     ^6  =  — (^l-^4)(^2  -  ^s); 

dann  erhalten  wir  als  Gruppe  Hq  eine  Gruppe  der  Ordnung  6,  zu 
welcher  G  vierstufig  isomorph  wird.    Es  ist  dies  die  Gruppe,  welche  aus 

« 

besteht.  Jeder  ihrer  Substitutionen  entsprechen  vier  Substitutionen  der 
symmetrischen  Gruppe;  insbesondere  ihrer  Einheit  die  der  Gruppe  H.  — 
Wir  wollen  allgemeiner  annehmen,  dass  die  zu  h  gehörige  Gruppe  H 
nicht  selbst  autojug  in  G  sei,  aber  eine  Gruppe  K  als  höchsten  zu  G 
autojugen  Theiler  enthalte.  Bezeichnen  wir  mit  t  die  Substitutionen 
von  Ky  so  wird,  weil  s~'^Ks  =  K  ist,  v  jeder  Gruppe  der  zu  (2)  ge- 
hörigen Elemente  angehören  und  also  die  Reihe  (2)  auch  in  ihrer 
Folge  nicht  ändern.  Ist  q^  die  Ordnung  von  JT,  so  wird  G  zu  Hq 
in  g^- stufigem  Isomorphismus  stehen. 

§  579«  Es  ist  naheliegend,  nicht  nur  eine  sondern  alle  Wurzeln 
Kj  \y  ' ' '  \  einer  Resolventengleichung  als  bekannt  anzusehen 
und  sie  sämmtlich  zu  adjungiren.  Das  bedeutet  also,  dass  man  die 
Resolventengleichung  als  vollständig  aufgelöst  annimmt. 

Eine  solche  Adjunction  ist  nach  unseren  Ueberlegungen  identisch 
mit  derjenigen  einer  einzigen  Function 

(4)    h{z^,z^,-Zn)^v^\{z^y-"Z,:)-\-v^h^{z^,'"Z,)'\ h^'AC^ir'-'S'-), 

in  welcher  v^,  v^,  -  -  *  v^  Unbestimmte  bedeuten.  Dadurch  geht  dann 
die  Galois^sche  Gruppe  G  in  denjenigen  Theiler  K  über,  welcher  alle 
gemeinsamen  Substitutionen  von 

enthält.  Hieraus  ersieht  man,  dass  K  sich  unter  dem  Einflüsse  der 
Transformationen  durch  G  nicht  ändert*,  es  wird,  wenn  s  generell  die 
Substitutionen  von  G  bedeutet,  daher 

d.  h.  K  ist  der  grösste  autojuge  Theiler  von  G,  welcher  in  H  ent- 
halten ist.  Adjungirt  man  der  Gleichung  f{z)  =  0  von  der 
Gattung  G  sämmtliche  Wurzeln  einer  Resolventengleichung 
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(1),  so  reducirt  sich  dadurch  die  Gruppe  G  auf  den  höchsten 
autojugen  Theiler  K  von  G,  welcher  in  der  Gruppe  H  der 
Resolvente  enthalten  ist. 

Ist  daher  die  Gruppe  einer  Gleichung  einfach  (§  552)^  so  reducirt 
sie  die  Adjunction  aller  Wurzeln  irgend  einer  Resolventengleichung  (1) 
auf  die  Einheit;  denn  dies  ist  der  einzige  autojuge  Theiler  einer  ein- 
fachen Gruppe.  Nach  §  552  findet  dies  bei  jeder  allgemeinen  Gleichung 
statt^  und  auch  wenn  man  solcher  eine  altemirende  Function  adjungirt. 

Gehört  dann  aber  ifc(^i,"  J^n)  zur  Gruppe  1,  also  zur  Galois 'sehen 
Gattung,  so  ist  jede  rationale  Function  der  Wurzeln  und  insbesondere 
die  Galois 'sehe  Resolvente  (o^  durch  h  rational  darstellbar. 

Sucht  man  durch  derartige  Adjunctionen  der  sämmtlichen  Wurzeln 
von  Resolventengleichungen  die  vorgelegte  Gleichung  f(0)  =  0  zu  lösen, 
dann  braucht  zwar  nicht  bei  jeder  Adjunction  f(z)  selbst  zu  zerfallen; 
hingegen  wird  y(cj)  mehr  und  mehr  zerlegt,  weil  ja  der  Grad  jedes  ihrer 
irreductiblen  Factoren  mit  der  Ordnung  der  Gruppe  übereinstimmt,  welche 
jedesmal  die  bekannte,  adjungirte  Gattung  charakterisirt.  Aber  damit 
man  zur  definitiven  Lösung  von  f=0,  d.  h.  zu  seiner  Zerf ällung  in 
lineare  Factoren  kommt,  muss  mindestens  einmal  bei  solcher  Adjunction 
auch  f  in  rationale  Factoren  sich  spalten.  Es  fragt  sich,  auf  welche 
Weise  dies  geschehen  kann. 

Wir  wollen  annehmen,  f(0)  =  0  mit  der  Gruppe  G  sei  noch 
irreduetibel;  durch  die  Adjunction  aller  Wurzeln  f}a  von  (1)  werde  es 
reductibel,  und  G  werde  zugleich  auf  K  reducirt.     Dabei  möge 

(5)  (^   —  ^i)    {Z   —   Z^)'-'(Z   —   Zy) 

ein  irreductibler,  rationaler  Factor  von  f{z)  werden.  Die  autojuge 
Gruppe  K  von  G  darf  ihn  nicht  ändern;  K  kann  also  nur  die  Ele- 
mente ^i;  ^8^  '  * '  ^x  unter  einander  transitiv  verbinden.  Nun  ist  aber 
G  in  z^,  z^y-  '  -  Zn  transitiv  und  besitzt  daher  auch  eine  Substitution  6^^ 
welche  die  Folge  ZiZ^^i  enthält.  Transformirt  man  K  durch  tf^,  so 
gehen  z^,  z^y  -  -  -  Zy  in  neue  Elemente  jer^-fi,  •  •  •  über,  die  sämmtlich 
von  den  ersten  verschieden  sind,  weil  sonst  K  =  6^^K(f^  die  früheren 
auch  mit  Zx-{.i  in  Verbindung  setzen  würde.  Es  giebt  also  eine  zweite 
Serie  Zx^i,  •  •  •  ^sx,  die,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  unter  einander  durch 
K  transitiv  verbunden  sind,  weil  z^,  -  -  -  z^  transitiv  verbunden  waren. 
Jede  Substitution  von  6r,  welche  auf  ein  Element  der  ersten  Serie 
ein  anderes  derselben  Serie  folgen  lässt,  vertauscht  nur  diese  ^i;  - -*  ^x 
unter  einander;  denn  hätte  man  z.  B.  ein 
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SO  würde  aus  ö'^^Kö  =  K  folgen,  dass  K  auch  z^  mit  Zkjf.\  verbindet. 
Ebenso  erkennt  man,  dass  wenn  eine  Substitution  von  G  auf  ein  Ele- 
ment der  ersten  Serie  ein  solches  der  zweiten  folgen  lässt,  das  Gleiche 
mit  allen  Elementen  der  ersten  Serie  stattfindet. 

Giebt  es  noch  andere  Elemente  ausser  ^i,  •  •  •  je?»;  jef^-f-i,  •  •  •  z%xj  so 
wiederholen  sich  die  eben  durchgeführten  Schlüsse.  Man  erkennt  auf 
diesem  Wege:  Die  Elemente  z^^  ^g;  *  * '  ^»  ^^^  ^  theilen  sich  in 
Systeme  der  Imprimitivität  von  je  x  Wurzeln.  G-  ist  eine 
imprimitive  Gruppe. 

Falls  umgekehrt  G  eine  imprimitive  Gnippe  ist,  und 

ihre  in  Systeme  der  Imprimitivität  eingetheilten  Wurzeln  sind;  falls 
femer  H  derjenige  (von  der  Einheit  verschiedene)  Theiler  von  G  ist, 
welcher  die  Wurzeln  jedes  einzelnen  Systems  unter  sich,  nicht  aber 
die  Systeme  unter  einander  vertauscht,  dann  erkennt  man  sofort,  dass 
der  Uebergang  von  G  zvl  H  ein  Zerfallen  von  f(z)  in  einzelne  Factoren 
gleichen  Grades  m  im  Gefolge  haben  wird,  so  dass  je  die  Wurzeln 
eines  Systems  diejenigen  je  eines  rational  darstellbaren  Factors  aus- 
machen.    Dass  H  autojug  in  G  ist,  haben  wir  im  §  575  gezeigt. 

Ist  G  imprimitiv,  dann  findet  durch  den  Uebergang  zu 
H  eine  Zerfällung  von  f{z)  in  nichtlineare  Factoren  statt 
Ist  G  primitiv,  dann  ist  nur  durch  den  Uebergang  zu  dem 
Theiler  1  eine  Zerfällung  möglich;  die  einzelnen  Factoren 
werden  dabei  linear. 

Wir  bemerken  noch,  dass  auch  bei  Adjungirung  einer  einzigen 
Wurzel  einer  Resolventengleichung  f{z)  zerfallen  kann,  dass  dann  aber 
die  Factoren  nicht  nothwendiger  Weise  von  demselben  Grade  sind.  Man 
sieht  dies  an  dem  banalen  Beispiele,  in  welchem  man  der  Gleichung 
f=0  die  Resolvente  z^  selbst  adjungirt;  dann  zerfällt  nämlich  f(z) 
in  einen  Factor  ersten  und  einen  solchen  (n  —  l)****  Grades. 


Sechzigste  Vorlesung. 
Algebraische  Zahlen. 

§  680.  Wir  haben  uns  früher  bereits  mit  dem  BegriflFe  des 
Rationalitätsbereiches  vertraut  gemacht  (§  47,  Bd.  I;  §  314,  Bd,  I 
u.  s.  w.).    Es  ist  der  Bereich  aller  derjenigen  rationalen  Functionen  und 
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Grössen^  welche  als  rational  bekannt  anzusehen  sind^).  Bei  der  Fixirung 
eines  solchen  Bereiches  genügt  es^  diejenigen  Grössen  anzugeben^  aus 
denen  sich  alle  seine  als  rational  geltenden  Grössen  in  Form  rationaler 
Functionen  mit  ganzzahligen  CoefAcienten  ableiten  lassen.  Sind  solche 
darstellenden  Grössen  oder  Elemente  ?ft',  Ül",  •  •  •  auf  irgend  eine  Weise 
gewählt,  dann  mag  die  Klammer  (^\  91' V  * ')  ^^^  Rationalitätsbereich 
andeuten.  Die  Wahl  der  Grössen  91',  9ft",  91'",  •  •  •,  d.  h.  also  der  Ele- 
mente eines  Rationalitätsbereiches  unterliegt  an  sich  keinerlei  Be- 
schränkung;  doch  ist  es  für  die  Behandlung  der  algebraischen  Fragen 
vollkommen  bedeutungslos,  transcendente  Zahlengrössen  oder  transcen- 
dente  Functionen  von  Variablen  unter  die  Elemente  mit  aufzunehmen-, 
denn  die  Resultate  bleiben  ungeändert,  wenn  an  Stelle  solcher  trans- 
cendenten  neue  unabhängige  Veränderliche  gesetzt  werden.  Sind  nämlich 
die  Resultate  der  Theorie  algebraischer  Functionen  von  91',  91",  91"',  •  •  • 
erst  für  diesen  Fall,  wo  die  transcendenten  91  durch  unabhängige 
Variable  ersetzt  sind,  entwickelt,  so  können  dieselben,  ihrer  Natur  und 
Herleitung  nach,  nur  durch  solche  Specialisirung  von  Grössen  9i  alterirt 
oder  modificirt  werden,  bei  welcher  algebraische  Beziehungen  zwischen 
denselben  eintreten.  Es  kann  daher  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
angenommen  werden,  dass  die  Elemente  eines  Rationalitäts- 
bereiches aus  einer  Anzahl  veränderlicher  oder  unbestimmter 
Grössen  und  algebraischer  Functionen  derselben  bestehen, 
wobei  unter  einer  algebraischen  Function  jede  Wurzel  einer  Gleichung 
zu  verstehen  ist,  deren  Goefficienten  rational  bekannt  sind.  In  dieser 
Vorlesung  woUen  wir  uns  der  Betrachtung  solcher  Grössen  zuwenden. 
Die  Wahl  der  91  ist,  wie  eben  erwähnt  wurde,  keiner  Beschränkung 
unterworfen.  Bei  gewissen  Rationalitätsbereichen  sind  nun  aber  die 
constituirenden  Elemente  91  derartige,  dass  man  den  Bereich  als  einen 
natürlich  abgegrenzten  Bereich  bezeichnen  kann.  Das  findet  zu- 
nächst statt  für  (91')  =  (1),  d.  h.  für  den  Bereich  der  gewöhnlichen 
rationalen  Zahlen,  welcher  als  der  absolute,  einfachste,  in  allen  Ratio- 
nalitätsbereichen   enthalten   ist,   da   ein  jeder   die   Grösse  91':  91'  ein- 


*)  Abel  hat  zuerst  die  Nothwendigkeit  der  Einfuhrung  dieses  Begriffes 
erkannt:  „Sur  la  r^solution  alg^brique  des  äquations^^  Oeuvres,  publ.  p.  Lie 
et  Sylow  2,  p.  217 ;  er  glaubte  aber  den  Fall  transcendenter  Grössen  noch  berück- 
sichtigen zu  müssen.  Kronecker  hat  diese  Begriffe  weiter  ausgestaltet  (Berl. 
Ber.,  Juni  1863;  Februar  1878;  März  1879;  Joum.  f.  Math.  92  [1882],  p.  3  ff., 
p.  7  ff.).  Vgl.  auch  Molk,  Acta  math.  6.  —  Dedekind  gebraucht  statt  „ Ratio- 
nalität sbereich^^  den  Ausdruck  „  Körper ^\  als  „Vereinigung  von  zusammen- 
gehörigen Dingen,  denen  eine  gewisse  Vollständigkeit  zukomm t^^  (Weber,  Algebra 
(2.  Aufl.),  I,  §  146). 
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schliesst;  dieser  Bereich  repräsentirt  gewissermassen  die  absolute  Ein- 
heit des  Bationalitatsbegriffes.  Ebenso  sprechen  wir  auch  in  dem  Falle 
von  einem  natürlichen  Bationalitatsbereiche^  wenn  die  SR',  91",  W,  •  •  • 
sämmtlich  unabhängige  Variable  bedeuten,  und  also  (9fl',  91",  •  •  •)  alle 
rationalen  Functionen  derselben  repräsentirt.  In  allen  anderen  Fallen 
haben  wir  es  mit  algebraisch  abgegrenzten  Bereichen  zu  thun; 
für  sie  hat  Eronecker  den  Namen  Gattungsbereich  eingeführt. 

§  581.  Ist  f(z)  =  0  eine  irreductible  Gleichung  w*®'*  Grades,  deren 
Coefficienten  einem  gewissen  Bationalitätsbereiche  (9t)  angehören,  und 
bezeichnen  wir  mit  ^i,  ^g,  •  •  •  ^n  die  Wurzeln  von  /"=  0,  dann  heisst 
jede  derselben  (vgl.  den  vorigen  Paragraphen)  eine  algebraische 
Zahl  oder  Grösse  w*®'  Ordnung  dieses  Rationalitätsbereiches  (SR); 
die  einzelnen  Jß^i,  ^g,  •  •  •  heissen  zu  einander  conjuge  Grössen  in 
Hinsicht  auf  die  Gleichung  f(js)  =  0. 

Wir  wollen  eine  solche  algebraische  Zahl  js^,  welche  Wurzel  der 
irreductiblen  Gleichung  f(z)  =  0  sein  soll,  dem  Rationalitätsbereiche 
(SR)  adjungiren  und  ihn  also  zu  (SR,  /s^)  erweitern;  dann  besteht  dieser 
neue  jetzt   aus   allen   ganzen  und   gebrochenen   rationalen  Functionen 

^rip  bei  denen  ilf{Zi)=^0  ist,  und  in  denen  sämmtliche  Coefficienten 

von  Zähler  wie  von  Nenner  dem  Bereiche  (SR)  angehören. 

Diese  allgemeine  Form  lässt  sich  vereinfachen.  Da  ^  (z^)  =f=  0  ist, 
so  sind  if(z)  und  f(z)  theilerfremd,  und  es  giebt  ganze  Functionen 
X(/),  q{^),  für  welche  die  Gleichung  stattfindet 

Daraus  folgt  q{z^  =  1  :  ^(^i),  d.  h. 

Man  kann  sich  daher  zunächst  auf  alle  ganzen  Functionen  von  z^^  be- 
schränken, deren  Coefficienten  zu  (SR)  gehören. 

Setzt  man  weiter,  indem  die  Division  durch  f(z)  ausgeführt  wird, 
so  lange  es  angeht, 

ip{z)  q(s!)  =  Q(z)ae)  +  R(z)  [K]  <n, 

dann  ist  für  z  =  z^,  weil  f(zj)  verschwindet, 

d.  h.  jede  Grösse  des  Bereiches  (SR,  z^)  ist  in  der  Form  einer  ganzen 
Function  höchstens  vom  Grade  (w  —  1)  darstellbar 
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deren  Coefficienten  dem  Bereiche  (91)  angehören. 

Die  Grössen ;  welche  aus  iZ(^i)  durch  Eintragung  der  anderen 
Wurzeln  entstehen 

B{za)  =  ao  +  ai^a  +  as4  H h  a,_i4~^        (a  =  l,  2, ...  n), 

heissen  zu  einander  conjug.  Ebenso  heissen  die  Bereiche  (91^  z^^ 
(91,  jE^j), . .  •  zu  einander  conjuge  Bereiche. 

Jede  Grösse  des  Bereiches  (91,  z^  ist  eine  der  oben  gegebenen 
Definition  entsprechende  algebraische  ZahL  Denn  nehmen  wir  eine 
solche  Grösse  in  der  Form  an 

(1)    y«  =  ao  +  aiZa  +  a^A  -| 1-  a^-izl'^       (a  =  1,  2,  •..  w), 

so  wird  das  Product  der  n  conjugen  Werthe  (y  —  y^),  nämlich 

(2)  9(y)'-^(if  —  Vi) (y  —  »2) ■  •  •  (y  —  y»)  =  y  —  hy"~' H —  ±bn 

eine  symmetrische  Function  der  ^1,  ^a?*  *  '  ^»>  ^^^  ^i®  ^  werden  dem- 
nach dem  Rationalitätsbereiche  (9t)  angehören.  Jedes  y«  ist  somit 
Wurzel  der  Gleichung 

(3)  g(y)-o 

und  also  eine  algebraische  Zahl;  denn  sollte  g(y)  reductibel  sein,  so 
kann  man  ja  denjenigen  passenden  irreductiblen  Factor  ^i(y)  heraus- 
nehmen, dem  ffa  als  Wurzelpunkt  angehört. 

Es  ist  von  Interesse,  zu  wissen,  ob  und  wann  (3)  zerfallen  kann. 
^i(y)  sei  der  irreductible  Theiler  von  g(j/),  welcher  den  Factor  (y  —  yj 
enthält.     Die  beiden  Gleichungen  in  z 

f{z)  =  0    und    yi(ao  +  «i^  +  <h^^  H h  an^iZ""-^)  =  0 

haben  die  Wurzel  z  ^^  z^  gemeinsam  und  daher  wegen  der  Irreductibili- 
tät  der  Function  f  alle  Wurzeln  von  f.  Folglich  verschwindet  gi(y)  für 
alle  conjugen  Grössen  (1).  Sind  alle  conjugen  Werthe  (1)  unter 
einander  verschieden,  dann  ist  (3)  unzerlegbar,  und  y^  eine 
algebraische  Zahl  n^  d.  h.  derselben  Ordnung  wie  z^  selbst. 
Sind  hingegen  die  Werthe  (1)  nicht  alle  unter  einander  verschieden, 
dann  wird  ^i(y)  von  geringerem  Grade  sein  als  g(y).  Ist  hierbei  g^iy) 
ein  weiterer  irreductibler  Factor  von  g(z),  so  wird  ebenso  geschlossen, 
dass  die  Gleichung  in  z 

9%  K  +  a^^is  +  OtZ^ -\ h  an_i^"- *)  =  0 

mit  /"=  0  eine  und  daher  alle  Wurzeln  dieser  Gleichung  gemein  hat.  Des- 
halb muss  dieses  g%{%-\-a^z-^ — )  mit  jenem  ^i(ao+^i^H — );  ^•^•fl'sCy) 
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mit  Qiiji)  zusammenfallen.  Da  Gleiches  von  allen  einzelnen  irreductiblen 
Factoren  der  Function  g{y)  gilt,  so  folgt:  Ist  die  Function  (2)  zer- 
legbar; so  ist  sie  eine  Potenz  einer  unzerlegbaren  Function 

(4)  9(lf)  =  9iiyy' 

In   diesem   Falle   wird   jedes   ifa   eine    algebraische   Zahl    der 

Ordnung  ^  =  q. 


§  582,  Es  lassen  sich  in  (9t,  is^)  stets  Zahlen  y^  bestimmen, 
welche  von  der  n^°  Ordnung  sind.  Denn  dazu  ist  es  nach  den  bis- 
herigen Resultaten  ausreichend,  die  Coefficienten  a  so  zu  wählen,  dass 

Jj  (ai(^a  —  ^(i)  +  0^(4  —  4)-^ h  ^«-1  (^«""^  —  ^?"0) 

'«,  /5  =  1,  2, 


\  a>ß  ) 


a>ß 

von  Null  verschieden  bleibt;  nach  §  539  ist  dies  möglich.  Uebrigens 
ist  ja  js^  selbst  von  der  nf^^  Ordnung. 

Ist  ^1  eine  derartige  Zahl  n^'  Ordnung,  dann  können  wir  umge- 
kehrt auch  0^  durch  y^  und  allgemein  jedes  jSa  durch  das  entsprechende 
ya  darstellen.     Denn  der  Ausdruck 

ist  eine  ganze  symmetrische  Function  der  Za,  nnd  also  sind  die  ein- 
zelnen Glieder  von  G  durch  y  und  die  Coefficienten  von  f{s})  darstell- 
bar, d.  h.  sie  gehören  dem  Bereiche  (91,  y)  an.  Aus  dieser  Gleichung 
folgt  für  y  =  yi,  y%y' ' '  wie  gewöhnlich 

Demnach  kann  man  die  beiden  Bereiche  einander  gleich  setzen: 

(6)  {%  "a)  =  {%  y.) , 

d.  h.  alle  Grössen  des  einen  so  bestimmten  Rationalitatsbereiches 
kommen  gleichfalls  in  dem  anderen  Bereiche  vor. 

§  583.  Es  fragt  sich  nun  weiter,  wann  der  eben  behandelte  Fall 
eintreten  kann,  dass  nämlich  g{y)  reductibel  und  also  gleich  einer 
Potenz,  d.  h.  dass 

(4)  9{y)^9i{yy        (n  =  v-q) 

wird. 
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Es  werde  die  irreductible  Function  ^^  in  Linearfactoren  zerlegt^ 

(7)  9i{y)  =  (t/  — yi)(y  — y^+i)  •  •  •  (y  — y(j-i).+i). 

Wir  wollen  femer  annehmen^  dass  die  v  Wurzeln  von  fif  =  0,  welche 
gleich  y^  sind,  durch 

(8)  j/i  =  ya  =  ys  =  •  •  •  =  yv 

gegeben  werden,  so  dass  demgemäss 

(9)  B{z,)  =  B  W  =  B{0,) =  B{z;) 

ist,  dass  aber  kein  anderes  y«  dem  betrachteten  Werthe  y^  gleich 
werde.  Wendet  man  nun  auf  die  Relationen  (9)  die  Substitutionen 
der  Gruppe  G  von  f(0)^O  an,  so  entstehen  daraus  gleichfalls  gültige 
Relationen  (§  560;  Schlusstheorem).  Wenn  daher  eine  Substitution 
Yon  G  den  Werth  y^  in  y«  (a  ^  v)  dadurch  umwandelt,  dass  sie  die 
Folge  Zi^a  besitzt,  so  werden  durch  sie  die  Werthe  yi,  y^,  •  •  •  yr  ledig- 
lich unter  einander  vertauscht,  und  deshalb  ebenso  die  Werthe  g^y 
jSTj,  •  •  •  jßfy,  weil  sonst  noch  andere  Werthe  in  die  Reihe  (8)  eintreten. 

Da  f(/)  irreductibel  ist,  so  wird  es  weiter  auch  Substitutionen 
in  der  transitiven  Gruppe  G  geben,  welche  jei^  in  z^^i  und  also  y^  in 
y^-fi  umwandeln.  Dadurch  müssen  dann  alle  Werthe  (8)  oder  (9)  in 
neue  übergehen;  und  wir  finden  so  die  weiteren  Relationen  unter  den 
y,  welche  aus  (8),  (9)  stammen, 

(8*)  y»+i  =  yy+2  =  yv4-8  =  •  •  •  =  yav ; 

(9»)  R  (^.+i)  =  R  (i^v+a)  =  R  (^.+8)  =  '"  =  R(Zi,). 

Die  Substitutionen  von  (?,  welche  auf  eins  der  Glieder  (8*)  ein 
anderes  folgen  lassen,  vertauschen  diese  Glieder  sämmtlich  nur  unter 
sich.  Geht  man  so  fort,  dann  zeigt  es  sich,  dass  die  Gruppe  G  von 
f(^g^  =s  0  imprimitiv,  und  dass  fQs)  =  0  also  selbst  eine  imprimitive 
Gleichung  ist  (§  573). 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  auf  rein  algebraischem  Wege 
herleiten.  Gelten  die  Formeln  (4),  (7),  (8),  (9),  dann  wird  far  jedes 
X  der  Ausdruck 

eine  ganze  symmetrische  Function  der  Wurzeln  Za  und  kann  daher 
gleich  G^{y)  gesetzt  werden,  wobei  die  Coefficienten  von  G^  dem 
Bereiche  (SR)  angehören.  Nimmt  man  dann  hierin  an  y  =  yi, 
y  s=  y^^i,  •  •  •,  so  entstehen  die  Gleichungen 
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Es  kann  demnach^  wenn  man  die  New  ton 'sehen  Formeln  über  den 
Zusammenhang  der  Wurzelpotenzen  und  der  elementaren  symmetrischen 
Functionen  anwendet,  hierdurch  eine  Gleichung 

von  der  BeschaflFenheit  gefunden  werden,  dass  Ä(;8r;  y,)=0  die  Wurzeln 

^1?  ^2?  •  •  •  ^y  ^^^)  *(^j  y^'+i)  ^  0  ^i®  Wurzeln  jefy^-i,  -  •  •  z^v  n.  s.  w. 
Eliminirt  man  mithin  aus  den  beiden  Gleichungen 

(11)  <7i(y)  =  0     und     h(z',y)  =  0 

die  Unbekannte  y  nach  der  Poisson 'sehen  Methode,  so  findet  sich 

(12)  f(z)  =  Ä(^;  yj  .  Ä(^;  y,+i)  •  •  •  Ä(^;  y(,_i),+i). 

Folglich  ist  nach  §  573  die  Gleichung  /"(iS?)  =  0  eine  imprimitive 
Gleichung. 

Wenn   umgekehrt  f(z)   eine  Function   von   der  Form  (12),   und 
also  f(/)  =  0  eine  imprimitive  Gleichung  ist^  dann  giebt  es  Functionen 

B{za)  =  00  +  aiZa  +  (hzl  H h  a^^i;?«""^, 

welche  mehr  als  einen,  aber  weniger  als  n  von  einander  verschiedene 
Werthe  besitzen.  Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  die  symmetrischen 
Functionen  von  £r^,  z^,  •  -  -  Zy  nur  n:  v  =  q  Werthe  haben,  und  dass 
eine  jede  solche  Function  rational  in  y^  ist  =9(^1),  wie  (10)  zeigt. 
Weiter  lässt  sich  nun  yj^  durch  z^  allein  rational  darstellen.  Denn  aus 
(12)  ist  ersichtlich,  dass  h{Zj^'^  y^)  =  0  ist,  während  h{z^]  y)  +  0  wird 
für  yr+i,  ysy-f-i,  •  •  ••     Folglich  haben  die  beiden  Gleichungen  in  y 

(11*)  gdy)  =  0     und     A(^,.,  y)  =  0 

nur  die  eine  Wurzel  y  =  y^  gemeinsam,  und  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  beider  Polynome  in  (11*)  wird  (y  —  y^).  Dieser  lässt  sich 
daher  nach  dem  Euklidischen  Schema  rational  im  Bereiche  (9%,  z^ 
ausfindig  machen,  d.  h.  y^  ist  durch  z^  allein  darstellbar 


n— 1 


Setzt  man  dies  in  fp{y^  ein,  dann  ist  eine  Function  von  z^  mit  mehr 
als  einem  und  weniger  als  n  Werthen  gefunden. 
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Eine  Grösse ^  welche  yon  höherer  Ordnung  als  der  ersten,  aber 
von  geringerer  als  der  n^^  ist,  nennen  wir  eine  imprimitive  Grösse, 
solche  Grössen  dagegen,  die  yon  der  n^°  Ordnung  sind,  primitive 
Grössen. 

Durch  eine  primitive  Grösse  lässt  sich  jede  andere  (primitive 
oder  imprimitive)  des  Rationalitätsbereiches  (91,  Zj)  rational  darstellen. 
Die  Darstellung  einer  primitiven  Grösse  durch  eine  imprimitive  ist 
nicht  möglich,  wie  schon  die  Verschiedenheit  der  Anzahlen  ihrer 
Werthe  zeigt. 

Die  bisherigen  Resultate  können  wir  folgendermassen  zusammen- 
fassen: 

Nur  wenn  f(0)  ^  0  eine  imprimitive  Gleichung,  also  die 
Gruppe  G  von  f{si)  =  0  eine  imprimitive  Gruppe  ist,  giebt 
es  im  Rationalitätsbereiche  {^,Zu)  imprimitive  Zahlen  y«.  — 
Ist  in  (SR,  Za)  jede  Grösse  mit  Ausnahme  der  zu  (9t)  selbst 
gehörigen,  welche  ja  von  der  Ordnung  1  sind,  eine  primi- 
tive, dann  ist  f=0  eine  primitive  Gleichung.  Jede  irreduc- 
tible  Gleichung  eines  Primzahlgrades  ist  primitiv. 

Einen  Rationalitätsbereich  (9t,  z^),  welcher  ausser  den 
Grössen  in  (91)  keine  anderen  imprimitiven  enthält,  nennen 
wir  einen  primitiven,  jeden  anderen  einen  imprimitiven 
Rationalitätsbereich. 

§  584.  Für  die  weiteren  Entwickelungen  müssen  wir  die  folgende 
Zwischenbetrachtung  anstellen. 

Es  sei  g({)  =  0  mit  den  Wurzeln  t^,  ^>  •  *  *  ^n  ein©  beliebige 
irreductible  Gleichung  w*®"  Grades,  deren  Coefficienten  dem  Ratio- 
nalitätsbereiche (91)  angehören.  Femer  sei  h(u,  t^)  eine  in  (91,  tj) 
rationale  Function  von  u  und  t^  mit  Coefficienten,  die  zu  (9i)  gehören. 

Wir  nennen  das  Product 

(13)  N{h(u,  t,))  =  h (w,  t,)  'h{u,t^)-"h (u,  Q 

die  Norm  von  Ä(w,  tj)  im  Bereiche  (9t). 

Die  Norm  eines  Productes  ist  gleich  dem  Producte  der  Normen 
seiner  Factoren,  d.  h. 

NQi'k)  =  N{h)'N(k). 

Wir  wollen  nun  beweisen:  Die  Norm  einer  irreductiblen 
Function  ä(w,  tj)  ist  entweder  selbst  irreductibel,  oder  sie 
ist  eine  Potenz  einer  in  (9t)  irreductiblen  Function.  Dieser 
Satz  umfasst  den  in  §  581  bewiesenen  als  besonderen  Fall  in  sich. 
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Wir  denken  uns  die  Norm  (13)  innerhalb  (?R)  in  irreductible 
Factoren  zerlegt^ 

dann  hat  innerhalb  (91^  i^^)  der  Factor  k^(u)  mit  einem  der  Factoren 
aus  (13)^  etwa  mit  h  (u^  tj)^  eine  Nullstelle  u  =  ST  gemeinsam.  Man 
kann  also  setzen 

In  (91,0  ^*  *(**;  0  irreductibel,  deshalb  ist  1cj^(u)  durch  h{u,ti) 
theilbar,  und  wir  können  mithin  Jci(u)  in  die  Form 

(14)  *i(«)  =  Ä(u,<i).^  («,<,) 

bringen,  d.  h.  es  haben  die  Gleichungen  mit  der  Unbekannten  t 

\(u)  —  h(u,t)'Q(u,t)  =  0    und    g(t)  =  0 

die  Wurzel  t  =  t^  gemeinsam.  Da  g  (t)  irreductibel  ist,  so  hat  die 
erste  dieser  beiden  Gleichungen  mit  der  zweiten  alle  Wurzeln  gemein- 
sam, d.  h.  es  gilt  für  jedes  ta  die  Gleichung 

(14*)  k,{u)  =  h  (u,  ta)  'Q(u,  Q         (a  =  1,  2, . . .  m). 

Statt  dieses  algebraischen  Schlusses  hätte  man  auch  den  Satz  über 
die  Galois'sche  Gruppe  benutzen  können,  um  (14*)  aus  (14)  abzu- 
leiten;  denn  da  ^(^).  irreductibel  ist,  so  muss  die  zu  ^  =  0  gehörige 
Gruppe  transitiv  sein,  und  die  Verwendung  einer  passenden  Substitu- 
tion würde  den  üebergang  liefern. 

Das  Gleiche  ergiebt  sich  für  Jc^(u)]  folglich  haben  Jci(u)  =  0  und 
k^(u)  =  0  eine  Wurzel  o  und  daher  einen  in  (91)  rationalen  Factor 
gemeinsam.  Weil  beide  irreductibel  sind^  so  stimmen  sie  deshalb 
überein,  und  man  hat  also,  wie  behauptet  wurde, 

(15)  Nih(u,t,))==g,.lkiu)y, 

wobei  gQ  eine  dem  Bereiche  (9t)  angehörige  Grösse  bedeutet. 
Ist  V  =  ly  dann  sind  alle  Wurzeln  der  Gleichungen 

ä(m,  fj  =  0,    Ä(w,  0  =  0,    ...     ä(m,  0  =  0 

von  einander  verschieden  ^  weil  /;  =  0  als  irreductible  Gleichung  keine 
mehrfachen  Wurzeln  besitzt.  Bezeichnet  also  w^  irgend  eine  Wurzel 
von  A  (u,  ^i)  =  0,  so  wird 

*K,0  =  0;   *K;0  +  o,  •••   A(t^,0  +  o, 

und  es  haben  sonach  die  beiden  Gleichungen 

Ä(«j,  0  =  0,    9it)  =  0 
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nur  die  eine  Wurzel  t  =-  ^  gemeinsam.  Folglich  lässt  sich  der  gemein- 
same Theiler  beider  Gleichungspolynome  {t  —  t^  rational  durch  u^  mit 
Coefficienten  in  (Ül)  darstellen,  d.  h.  es  wird  bei  v  =  1  für  eine  jede 
Wurzel  ttj  von  h  (ti,  ^)  =  0  eine  Beziehung  bestehen 

(16)  <i  =  9(«i); 

• 

hierin  bedeutet  q>  eine  rationale  Function  des  Bereiches  (91). 

umgekehrt  wollen  wir  annehmen,  ohne  über  v  eine  Voraussetzung 
zu  machen,  es  sei  möglich,  \  durch  eine  Wurzel  w^  von  A  (ti,  ^)  =  0 
in  der  Form  (16)  rational  auszudrücken.  Dann  hat,  wenn  u^,u^y'"  Un 
die  Wurzeln  von  Ä  (w)  =  0  sind,  die  Gleichung 

(t  -  <p{u,))  (t  -  9)(«,))  ••■(<-  ,)(«„))  =  0 

mit  ^(^)  =  0  eine  und  also  sämmtliche  Wurzeln  von  g  =  0  gemeinsam, 
d.  h.  es  ist  etwa 

und  da  ^^,  t^,  -  -  -  tn  von  einander  verschieden  sind,  so  ist  m^n. 
Femer  hat  die  Gleichung 

mit  Jc(u)  =  0  eine  und  also  sämmtliche  Wurzeln  gemeinsam,  d.  h.  es 
ist  umgekehrt  für  a  =  1,  2,  •  •  •  w  jedes  q>(Ua)  gleich  einem  t^i. 

Sobald  nun  «n  >  n  ist,  müssen  mehrere  (p  (ua)  einander  gleich 
werden.     Es  seien  alle  Werthe  der  Reihe 

VK)  =  9(^a)  =  9{^b)  =  •  •  •  =  (p(ua) 

und  nur  sie  einander  gleich.  Wendet  man  auf  diese  B;elationen  die 
Substitutionen  der  transitiven  Gruppe  G  von  Jc{u)  =  0  an,  so  folgt, 
dass  jede  Substitution,  die  eins  der  Ui,  Ua,  U(,,  -  -  -  Ud  auf  ein  anderes 
derselben  Reihe  folgen  lässt,  nur  sie  unter  einander  vertauscht;  und 
dass  jede  Substitution,  die  auf  eins  derselben  ein  neues  folgen  lässt, 
lauter  neue  Elemente  u  hervorruft.  So  erkennen  wir,  dass  G  im- 
primitiv ist  (§  574),  und  wir  können  die  (p(ua)  in  Reihen  von  gleich 
vielen  Elementen  anordnen,  bei  denen  wir  die  oben  benutzten  Indices 
a,  b, ' '  •  d  durch  bequemere  ersetzen: 

9  (lll)  =  9  (Un+l)  =  9  (Uin+l)  =  •  •  •  =  9  (U^k-ljn+l) 

9  (Wg)  =  9  (Wn+2)  =  (f  (W2n+2)  =  •  •  •  =  9  (W(A_i)n+2)  ß^  ^  ^\  ^ 

9  («*«)  =  V  (W2n)       =  9  («*3n)         =  •  •  •  =  9  (Ukn) 

Hier  bilden  die  Argumente  jeder  Reihe  ein  System  der  Imprimitivität. 
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Hieraus  folgt ,  dass  wegen  h{u^y  g>(ui))  =  0  und 

die  Gleichung 

(17)  h(u,t,)  =  0 

m 

die  Grössen  w^,  ^«-f  i,  W2n+i,  •  •  •  ^{k—i)n-^i  zu  Wurzeln  hat.  Das  sind 
aber  auch  die  einzigen  Wurzeln  von  (17).  Denn  das  Product,  welches 
jedenfalls  als  Factor  in  k{u,  t^)  vorkommt, 

(W  —  Ml)  {U  —  Un  +  i)  (U  —  M2n-hl)  "  '  (u  —  t*(;t-l)«  +  l)  , 

bleibt  für  die  Gruppe  von  (17)  ungeändert.  Diese  besteht  nämlich  aus 
denjenigen  Substitutionen  von  Gj  welche  die  i*i,  Wn+i,  •  •  •  nur  unter 
sich  vertauschen  und  also  t^  nicht  ändern.  Das  angegebene  Product 
ist  folglich  rational  bekannt.  Da  aber  h  (Uy  t^)  irreductibel  ist;  so  fällt 
es  mit  diesem  Producte  zusammen. 

Demnach  ist  (17)  vom  Grade  Je  in  m,  und  die  linke  Seite  von  (15) 
wird  vom  Grade  w  •  /c  ==  m ;  die  rechte  dagegen  ist  vom  Grade  m  •  v. 
Folglich  wird  v  ==  1,  d.  h.  N{h(ii,  tj))  ist  irreductibel. 

Es  ist  charakteristisch  für  die  Irreductibilität  der  Norm 
von  h(u,tj)y  dass  ^^  durch  eine  Wurzel  der  Gleichung  A(m,  <i)  =  0 
rational  darstellbar  ist*). 

§  686.  Wir  wollen  nun  untersuchen,  was  eintritt,  wenn  wir  eine 
Reihe  von  Adjunctionen  nach  einander  machen,  von  denen  jede  folgende 
in  dem  Bereiche  stattfindet,  der  durch  die  früheren  festgelegt  ist. 

Es  sei  (91)  ein  natürlicher  Rationalitätsbereich,  und  in  ihm 

fl(^)  ^       (^  —  ^l)  (^  —  ^2)  •  •  •  (^  —  ^n)  =  0 

eine  irreductible  Gleichung.  Wir  adjungiren  zunächst  z^  und  gelangen 
zu  dem  neuen  Bereiche  (91,  0^).  In  diesem  bilden  wir  wiederum  eine 
irreductible  Gleichung 

/i(y)  =  (y  —  Vi)  {y  —  y%)-'{y  —  y«i)  =  o, 

deren  Coefficienten  aber  nicht  nothwendig  z^  enthalten.  Wir  adjungiren 
y^  und  gelangen  zu  dem  Bereiche  (91,  z^j  yj.  Auch  in  diesem  bilden 
wir  eine  irreductible  Gleichung 

f^{x)  r_  {X  —  X^)  {X  —  X^)"-(X  —  Xi)y 

deren  Coefßcienten  also  y^  und  z^  enthalten  können  aber  nicht  zu 
enthalten  brauchen. 

*)  A.  KneRer,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  179  ff. 
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Ebenso  erweitem  wir  den  erhaltenen  Bationalitatsbereich  durch 
Adjunction  von  x^  und  bilden  eine  neue  in  (?ft,  x^,  y^,  0^)  irreductible 
Gleichung 

f^(u)  ^  (w  —  Wi)  (U  —  U^)'"(u  —  Uk)  =  0, 

in  deren  Goefficienten  möglicherweise  x^,  y^,  z^  eingehen. 

So  kann  man  fortschreiten;  wir  bleiben  aber^  da  dies  für  die  Er- 
kenntniss  der  Verhältnisse  völlig  ausreicht,  hier  stehen  und  betrachten 
den  Bereich 
(18)  (31,  t*i,  x^,  yi,  ^i). 

Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  z.  B.  f^  mit  f^  identisch  ist,  so 
dass  5j  und  y^  conjuge  Grössen  bedeuten,  da  sie  Wurzeln  einer  und 
derselben  irreductiblen  Gleichung  sind. 

Den  durch  (18)  definirten  Bereich  können  wir  dadurch  verein- 
fachend umgestalten,  dass  wir  zeigen:  j/^,  x^  und  ti^  sind  Wurzeln 
je  einer  schon  in  (91)  irreductiblen  Gleichungen. 

Um  anzudeuten,  dass  die  Goefficienten  von  f^{u)  Functionen  von 
x^  sind,  schreiben  wir  f4^{u\  x^  und  bilden  nach  §  584  die  Norm  von 
f^  im  Bereiche  (91) 

Dann  ist  u^  eine  Wurzel  der  irreductiblen  Gleichung  g^{v)  =  0,  deren 
Goefficienten  dem  Bereiche  (91,  y^,  z^  angehören.  Kam  x^  in  den 
Goefficienten  von  f^  nicht  vor,  dann  wird  f^  =  9^.  Schreiben  wir  aus- 
führlicher g^{u'^  y^j  dann  wird  die  Norm  dieses  Ausdrucks 

N{3^  (m;  yj)  =  g^  (m;  yj  •  g^  (w;  y,)  •  •  •  g^  (m;  ym) 

die  Potenz  einer  in  (91,  e^  irreductiblen  Function,  und  u^  eine  Wurzel 
der  in  demselben  Bereiche  irreductiblen  Gleichung  g^iji)  =  <72(^)  ^i)  =  0- 
Endlich  ergiebt  die  weitere  Normbildung 

N{9i  («<5  ^i))  =  g^  (w;  %)  •  ft  (w;  ^g)  •  •  •  g^  (w;  z^) 

das    Resultat,    dass    u^    Wurzel    einer    in    (9t)    irreductiblen 

Gleichung 

(7i(w)  =  0 

wird,  deren  Goefficienten  rationale  Grössen  in  (91)  sind.  Die 
entsprechenden  Resultate  gelten  für  x^  und  für  y^. 

Netto,  Algebra.   IL  25 
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§  586«  Eine  weitere  Vereinfachung  von  (18)  erlangen  wir  durch 
den  Satz,  dass  die  Adjunction  mehrerer  algebraischer  Qrössen 
durch  diejenige  einer  einzigen  ersetzt  werden  kann.  Wir 
wollen  dies  fttr  den  vorliegenden  Fall  zeigen,  in  welchem  js^^,  y^j  x^y  u^ 
Wurzeln  irreductibler  Gleichungen  in  (SR)  von  den  Graden  n,  m,  l  und  i 
sein  sollen.     Wir  benennen  die  Ä  •  Z  -  m  •  n  Grössen 

P\Za  +P^yß  +Pz^r  +JP4W<f        (a  =  l,2,'..n;  j8  =  l,  2,.'- w;  •••) 

in  beliebiger  Ordnung  genommen  ^i,  ST^,  •  •  •  '^kimn-  Dabei  sollen 
Pi7  Pi,P5  7  Pa  Constanten  sein,  die  wir  so  wählen  können  und  wollen, 
dass  keine  zwei  der  V5a  einander  gleich  werden.  ELierzu  reicht  es  aus^ 
den  p  solche  Werthe  zu  geben,  welche  keiner  der  nur  in  endlicher 
Anzahl  vorhandenen  Gleichungen 

Pl{^a  —  ec)  +  Pi{yß  —  yb)  +  Pz{Xy  —  X^  +P^{^d  —  Ud)  =  0 

(a^  a  =  l,  2,  •••  n;  /S,  6  =  1,  2,  •••  w;  •••) 
genügen. 

Dann  gehören  die  Goefficienten  der  Gleichung 

(19)  JP{(o)  =  (o  — STi)  ((ö  — STa)  .  .  .  (o  — ©-^mn)  =  0 

als  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  des  Gleichungssystems  f^  =  0, 
^2  =  0, /i  =  0, /;  =  0  dem  Gebiete  (Sd)  an.  P(ö)  =  0  hat  keine 
gleichen  Wurzeln;  es  ist  also  P'(S5^a)  von  NuU  verschieden. 

Bildet   man  nun   etwa   bei  Bevorzugung  von  z  vor  y,  x  und  u 
den  Ausdruck 

^    ^  J^^^-Pl^a-P%yß  —  P^^Y~^^'^i 

dann  ist  Q{p)  eine  ganze  Function  in  co  und  den  Wurzeln  der  vier 
Gleichungen  /'=0;  zugleich  ist  Q  symmetrisch  in  den  Wurzeln  der- 
selben, so  dass  die  GoefGcienten  von  Q{p)  zu  (91)  gehören.  So  folgt 
hieraus  die  Darstellung 

_  Q{Pi'^a+p^y(i  +  --')  ^  g(gg) 
^"     nPi'a+p,yß+"')     ^'(V' 

d.  h.  Za  ist  eine  rationale  Function  von  Sy^,  in  welcher  der  Nenner 
nicht  verschwinden  kann.  Setzt  man  l>i^i+Äyi  +  i)8iCi+jP4Wi  =  sri, 
so  folgt  die  Darstellung  von  e^^  durch  ^^.  Ebenso  ergeben  sich  aber 
auch  y^,  x^j  u^.    Man  kann  deswegen  setzen 
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and  68  reiclit  also  aus^  statt  gleichzeitig  0^,  y^y  x^,  u^  allein  die  eine 
Wurzel  ©»1  von  P{p)  =  0  zu  adjungiren^  d.  h.  es  ist 

(20)  {%  e„  y„  X,,  u,)  =  (31,  vs,). 

Die  in  §  585  gemachte  mehrfache  Adjunction  führt  denmach  auch 
nur  auf  algebraische  Zahlen^  wie  sie  in  §  581  definirt  worden  sind, 
und  hiemach  könnte  es  scheinen,  als  ob  die  Betrachtung  dieser  allein 
ausreichte  und  unsere  neue  Einführung  ganzlich  überflüssig  wäre. 
Dies  ist  jedoch  nicht  der  Fall.  Denn  wenn  z.  B.  eine  Wurzel  von 
(19)  dem  Bereiche  (91)  adjungirt  ist,  dann  kann  die  Umwandlung, 
wie  sie  durch  (20)  gegeben  wird,  dadurch  wichtig  und  wesentlich 
werden,  dass  die  Gleichungen  /"^  =  0,  •  •  •  /^  =  0  von  besonders  hervor- 
ragenden, einfachen  Eigenschaften  sind,  so  dass  hierdurch  die  Erkennt- 
niss  der  Constitution  von  (fft,  W^)  gefordert  wird.  In  der  nächsten 
Vorlesung  haben  wir  den  hauptsächlichsten  derartigen  Fall  eingehend 
zu  besprechen. 

§  587,  Die  Einführung  von  ©Tj  an  Stelle  von  ffi,  tfi,  x^,  u^  lässt 
die  Frage  entstehen,  von  welchem  Grade  derjenige  in  (9ft) 
irreductible  Theiler  von  (19)  sein  wird,  dem  sr^  als  Wurzel 
genügt. 

Wir  betrachten  zunächst  nur  /i  (e)  =  0  vom  n**°  Grade  mit  der 
Wurzel  j?!  und  /'j(y)  =  0  vom  m*^  Grade  mit  der  Wurzel  y^;  beide 
Gleichungen  seien  in  dem  Bereiche  (91),  dem  ihre  Coefficienten  an- 
gehören, irreductibel. 

Es  möge  nach  Adjunction  von  jsr^,  also  in  (91,  js^)  die  Function 
fi{y)  iii  irreductible  Factoren  Ä^i,  i^,  •  •  •  zerfallen;  wir  schreiben 

(21)  /i(y)  =  Äi(y;  ^J  •  *i(y;  ^i)  -hiv]  ^i)-", 

und  k^  sei  derjenige  dieser  Factoren,   dem  y^  als  Wurzelpunkt  ange- 
hört.    Wir  setzen 

*i(y;  O  =  (y  —  yi)  (y  —  y«)  •  •  •  (y  —  Vr)- 

Dann  gilt  für  die  Grösse  a  =  y  -j-  pz^,  bei  welcher  p  einen  Parameter 
bedeutet,  wie  die  Substitution  zeigt,  die  Gleichung 

*! (©  —pZi',  00  =  K{a}]  z^  =  (o  —  [p^r^  +  yj)  ...(©  —  [p^rj  +  yj). 

Weil  femer  nach  (21) 

/i(y)  —  *i(y;  ^)  •  *2(y;  ^)  •  ^«(y;  ^)  •  •  •  =  0 

mit  der  irreductiblen  Gleichung  f^{z)  «»  0  eine  Wurzel  e^  gemeinsam 
hat,  so  gilt  auch  die  Reihe  der  Gleichungen 

(21')   U{y)  =  *i(y;^«)*2(y; ^a)K{y\ ^a) •  •  •      («  =  i, 2, ... n), 

26» 
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und  daraus  ergiebt  sich^  dass  jede  der  Gleichungen 

\{(o—pZa\  Za)  =  K{&]  ea)  =  0        («  =  1,2,  .-.n) 

als  Wurzeln  cd  gewisse  Orössen  {pZa  -{-  Vß)  hat,  in  denen  die  y^  zu 
den  Wurzeln  von  /i(y)  =  0  gehören.  Die  r  zu  einer  solchen  Gleichung 
gehörigen  Wurzeln  sind  unter  einander  verschieden,  da  ja  ^^(y;^«) 
genau  wie  Tc^  (y;  e^  irreductibel  ist;  und  die  zu  den  verschiedenen 
Gleichungen 

ir(ai;;efi)  =  0,     JS:(a};  ^ef,)  =  0,    ...     JS:(ai;  £r„)  =  0 

gehörigen  Wurzeln  sind  gleichfalls  von  einander  verschieden,  fieJls  p 
so  bestimmt  ist,  wie  dies  zu  Beginn  von  §  586  geschah;  denn  die 
Coefficienten  von  p  sind  ja  von  einander  verschieden. 

Bildet  man  also  die  Norm  von  \{p  — p0^\  z^),  nämlich 

N(\{(o  —pz,',  z^))  =  JS:((ö;  ^i)  .  K{o',  z^)  • --  K(c}',  Zn), 

dann  ist  dies  eine  in  (9i)  rationale  Function,  welche  als  Potenz  einer 
irreductiblen  Function  auftritt  (§  584).  Nach  dem  soeben  Bewiesenen 
hat  aber  diese  Norm  keine  mehrfachen  Wurzel werthe;  folglich  ist  sie 
selbst  schon  iiTeductibel. 

Weil  \{jl\  Za)  den  Grad  r  besitzt,  so  steigt  die  Norm  in  o  bis 
zum  Grade  n-r  auf;  d.  h.:  Wenn  nach  Adjunction  von  z^  die 
Gleichung  m**"  Grades  f%(y)  =  0  zerfällt,  und  der  Factor 
^i(y;  ^i);  welcher  gleich  Null  gesetzt  y^  zur  Wurzel  hat, 
vom  Grade  r  ist,  dann  hängt  sri  =  |)^i  +  yi  von  einer  irre- 
ductiblen Gleichung  des  Grades  nr  ab,  deren  Coefficienten 
rational  in  (fR)  sind;  dabei  bedeutet  p  eine  unbestimmte 
Grösse. 

Vertauscht  man  in  der  Beweisführung  f^  und  f^,  adjungirt  man 
also  zunächst  y^  und  betrachtet  die  dann  etwa  erfolgende  Zerfallung 
von  /i  in  irreductible  Factoren,  wobei  s  der  Grad  des  Factors  sein 
mag,  der  gleich  Null  gesetzt  z^  als  Wurzel  giebt,  dann  zeigt  sich 
ebenso,  dass  o  die  Wurzel  einer  Gleichung  des  Grades  ms  ist.  Hieraus 
ziehen  wir  den  Schluss:    Sind  z^.  und  y^  Wurzeln  bezw.  von 

A{e)  =  0    und    ^(y)  =  0, 

zweier  in  (91)  irreductiblen  Gleichungen  der  Grade  n  bezw.  m; 
ist  ferner  r  der  Grad  derjenigen  nach  Adjunction  von  ;Er^ 
irreductiblen  Gleichung,  welcher  y^  genügt,  und  $  der  Grad 
derjenigen  nach  Adjunction  von  y^  irreductiblen  Gleichung, 
welcher  z^   genügt,  so  gilt  die  Proportion  n:  m  ==  s :  r. 
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Von  dem  ersten  der  beiden  Resultate  kann  man  nun  zu  dem 
Falle  dreier  Gleichungen  f^{z)  =  0,  f^(jf)  =  0,  f^{x)  =  0  fortschreiten, 
indem  man  die  Adjunction  von  z^  und  y^  zunächst  durch  diejenige 
einer  Wurzel  W^  von  ^(Äi(a};  jgfi))  =  0  ersetzt  und  darauf  von  VS^ 
zu  (iCi  +  l>i©»i)  übergeht.  Man  gelangt  dadurch  zu  dem  Resultate: 
Genügt  jfiTj  im  Bereiche  (91)  einer  irreductiblen  Gleichung 
vom  Grade  rj;  ferner  y^  im  Bereiche  {^,  z^  einer  irreduc- 
tiblen Gleichung  des  Grades  r^\  und  endlich  x^  im  Bereiche 
(3^7  yi;  ^i)  eiiiör  irreductiblen  Gleichung  des  Grades  rj,  so 
hängt  die  Grösse  ^i=  a?i +i3iyi  +  A^i,  durch  welche  x^y  y^^  Zy 
rational  darstellbar  sind,  als  Wurzel  von  einer  irreductiblen 
Gleichung  des  Grades  t^-t^-t^  &b.  Der  allgemeine  Satz  ist  hier- 
nach klar.     (Vgl.  A.  Kneser  1.  c.) 

§  688.  Wir  haben  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  dieser 
Vorlesung  die  Aufgabe  als  gelöst  angesehen,  eine  Function  innerhalb 
eines  Gattungsbereiches  in  ihre  irreductiblen  Factoren  zu  zerlegen. 
Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  das  Problem  der  Zerlegung  bisher 
nur  für  natürliche  Rationalitätsbereiche  behandelt  und  erledigt  worden 
ist  (§  50,  Bd.  I  und  §  341);  an  erster  Stelle  für  den  natürlichen  Ratio- 
nalitötsbereich  (SR)  =  1,  an  letzterer  für  (SR,  SR',  •  •  •)  =  (1,  ^8^2;  ^s;  '  0> 
indem  wir  f{z^  mit  Coefficienten  dieses  Bereiches  versehen  dachten, 
der  aus  lauter  Unbestimmten  z^,  z^^  •  -  -  zusammengesetzt  war. 

Die  allgemeinste  Zerlegungsaufgabe  würde  sich  auf  eine  Function 
g{zi,  ^i,'"^n)  beziehen,  deren  Coefficienten  in  einem  Gattungsbereiche 
(SR,  SR',  91",  •*•)  enthalten  sind;  wie  kann  man  g  innerhalb  dieses 
Rationalitätsbereiches  in  irreductible  Factoren  zerlegen? 

Zunächst  kann  man  die  Frage  so  umgestalten,  dass  man  eine 
Variable  z  allein  als  Argument  von  g  ansieht  und  die  übrigen  in  den 
Rationalitätsbereich  verweist  (§  343,  V);  weiter  kann  man  den  Ratio- 
nalitätsbereich so  zubereiten,  dass  er  ausser  unbestimmten  Grössen  nur 
eine  einzige  algebraische  Zahl  enthält  [§  586;  (20)]. 

Hiemach  reicht  es  aus,  die  Zerlegung 

(22)  f(z',  wi)  =  g^(z',  m,)  '  g^  (^;  ErJ  •  g^  (^;  m^)  -  • - 

der  Function  f  in  irreductible  Factoren  ga  des  Gebietes  (wj,  SR',  SR",  •  •  •) 
zu  fordern,  wobei  die  91',  SR",  •  •  •  Unbestimmte  bedeuten,  und  ST^  die 
Wurzel  einer  irreductiblen  Gleichung 

P((ö)  — :  (cd— STi)  (OJ  — BTg)  .  .  .  ((O  —  ^m)  =  0 

ist,  deren  Coefficienten  dem  Bereiche  (SR','  SR",  •  •  •)  angehören.  Endlich 
kann  man  ohne  Beschränkung  annehmen,  dass  f(z'^  ^i)  von  mehrfachen 
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Theilem  frei  sei,  und  dass  auch  kein  gemeinsamer  Factor  aller  Goeffi- 
cienten  von  /*(jEf;  (Dj)  besteht. 

Wir  wollen  in  (22)  statt  e  eintragen  jgr  =  a:  +  tWj^,  wobei  t  ein 
unbestimmter  Parameter  sein  soll.  Das  hat  zwei  Vorzüge  im  Gefolge. 
Zuerst  tritt  in  den  Coefficienten  der  Potenzen  von  x  in  f  jetzt  wirk- 
lich die  Grösse  coi  auf,  was  für  uns  von  Gewicht  ist,  während  das 
bisher  nicht  nöthig  war;  zweitens  wird  dabei  die  Norm  von  f(x  +  t&j) 
keine  Potenzen  als  Factoren  enthalten. 

Gesetzt  nämlich  man  hätte 

N{f(x  +  ta,,;  Ol))  =  (T^'i'^)  •  <^(^)  •  ^(x)  •  •  • 

als  Zerlegung  der  Norm  im  Gebiete  (91',  SR",  •  •  •),  dann  wurde,  wenn 
auch  nur  einer  der  Exponenten  k  grösser  wäre  als  1,  N{f)  mit  seiner 
Ableitung  einen  gemeinsamen  Theiler  haben,  also 

f(x  +  ^©^15  SJrJ  .  f(x  +  m,;  oSTj)  •  .  •  f{x  +  Wm]  ^m) 
mit  ^ 

Kommt  derselbe  nun  etwa  in  /"(a?  +  tW^]  ^j)  vor,  so  müsste,  weil 
f(x  +  ^STi;  S3>i)  von  mehrfachen  Factoren  frei  ist  und  also  mit 
f\x  +  t^i]  STi)  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat,  ein  solcher  etwa 
für  die  beiden  Functionen 

(23)  f(x  +  t^i]  S)^i)     und    f(x  +  <ST,;  VH^) 

bestehen.  Auf  die  Irreductibilität  von  f(x  +  tdJ^]  'Sf^)  können  wir  uns, 
um  diese  Eventualität  abzuweisen,  hier  nicht  berufen,  weil  Irreducti- 
bilität im  Bereiche  (ST^,  ©^g,  SR',  SR",  •••)  nicht  zu  gelten  braucht.  Aber 
auf  anderem  Wege  lässt  sich  leicht  die  Unmöglichkeit  der  Existenz 
eines  gemeinsamen  Factors  für  (23)  zeigen.  Wir  setzen  a;  +  ^ST^  =  y, 
dann  giebt  die  erste  jener  Functionen  /"(y;  ©,)  und  die  zweite 

Wegen  der  Unbestimmtheit  von  t  müssten  /"(y;  o5^  und  (STj  —  W^^ 
einen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  d.  h.  (ETg  —  ©1)  müsste  Factor 
aller  Coefficienten  von  f  werden.  Die  Existenz  eines  solchen  war  aber 
ausgeschlossen.   Es  sind  demnach  alle  x  gleich  1  zu  setzen,  und  man  hat*) 

(24)  N(f{x  +  tm^^,  W,))  =  Q,{x) .  Q,{x)  .  Q,{x)  •  • ., 


♦)  Molk,  Acta  math.  6,  p.  41  ff.  —  Kronecker,  Joum.  f.  Math.  91  (1882), 
p.  12.  —  Eneser  1.  c,  p.  187. 
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wobei  die  Q  von  einander  verschiedene  rationale  irreductible  Func- 
tionen in  (91',  91",  •  •  •)  bedeuten. 

Wir  suchen  nun  nach  dem  Euklidischen  Algorithmus  den  grossten 
gemeinsamen  Theiler  von  Qi{x)  und  f(x  +  <®>i;  ©"i),  indem  wir  beide 
Functionen  von  x  in  bekannter  Weise  behandeln  und  P(^j)e^O  zur 
Reduction  der  CoeflBcienten  benutzen.  Dieser  Theiler  sei  y  (a;;  dSf^), 
und  es  werde  gesetzt 

g>(ic;  ©i)  •  <pi(a;;  m^)  =  Q^(x), 

Das  ergiebt  dann,  wenii  man  die  Normen  nimmt, 
N{q>{x',  srO)  •  N(ip,(x',  BT,))  =  Q^(x), 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  schliesst  man,  dass  N{(p)  eine  Potenz 
von  Q^  wird  und  aus  der  zweiten,  dass  der  Exponent  dieser  Potenz  1 
ist;  folglich  wird  zu  setzen  sein 

Daraus  folgt  weiter,  dass  9>(a?;  ssr^)  irreductibel  wird,  denn  nach 
§  560  würde  sonst  folgen,  dass  Q^  auch  zerlegbar  wäre.  Es  ist  dem- 
nach der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  f(x  +  ^®'i5  ®^i)  ^^^  Oi  einer 
der  irreductiblen  Factoren  von  f(x  +  W^]  Br^).  Durch  die  grossten 
gemeinsamen  Theiler  von 

f(x  +  tm^]  m^)    mit    Q^,  Q^,  ^3, . . . 

werden  sämmtliche  irreductiblen  Factoren  von  f  geliefert. 
Setzt  man  in  ihnen  dann  x  >=  e  —  ^BT^,  so  erhält  man  die 
Zerlegung  von  f{ig]  BStJ  in  seine  irreductiblen  Theiler  inner- 
halb des  Bereiches  (ßf^,  Sft',  SR",  •  *  0-  Damit  ist  die  gestellte  Auf- 
gabe gelöst,  und  die  Irreductibilitätsuntersuchungen  sind  auch  für 
(jattungsbereiche  erledigt. 

§  689.  Wir  woUen  eine  praktische  Anwendung  für  die  Methode 
zeigen,  eine  Function  innerhalb  eines  gegebenen  Gattungsbereiches  zu 
zerlegen,  indem  wir  die  Reductibilität  oder  Irreductibilität  der  Function 

(25)  /•W  =  ®i(®2W) 

untersuchen,  in  welcher  0^  und  0^  ganze  Functionen  sein  sollen,  deren 
Goefficienten  dem  Rationalitätsbereiche  (91)  angehören.  Diese  Unter- 
suchungen stammen  von  A.  Gapelli*). 


*)  Rend.  d.  R.  Acc.  d.  Napoli.    (1897)  Dicembre;  (1898)  Febbraio;  Maggio. 
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Als  erste  Bedingung  filr  die  Irreductibilität  von  /'  innerhalb  (91) 
erkennt  man  die  Irreductibilität  von  &i{y)  innerhalb  des  gleichen  Be- 
reiches.   Diese  Bedingung  sei  erfüllt;  dann  sind  die  Wurzeln  von 

®i(y)  =  (y  —  yi)  {y  —  y%)-'  (y  —  Vm)  =  o 

von  einander  verschieden.     Aus  dieser  Gleichung  folgt 

Gesetzt  der  Factor  Ö^W  —  Vi  ^^^®  ™  Gebiete  (Sfi;  yj  reductibel, 
was  wir  nach  dem  vorigen  Paragraphen  prüfen  können^  und  es  wäre 

^gW  —  Vi  =  ^i(^5  Vi)  •  ^o(^)  Vi), 

wobei  d-if  ^0  rationale  ganze  Functionen  von  z  und  y^  mit  Coef&- 
cienten  aus  (9{)  sind,  dann  gilt 

®aW  —  y«  =  ^i(^;  yx)  •  -^0(^5  yx)      («= 1, 2,  •••  w), 

weil  die  vorhergehende  Gleichung  mit  der  irreductiblen  Gleichung 
©j  (y)  =  0  eine  Wurzel  gemeinsam  hat.     Deswegen  wird 

/"W  =  JJ^iC-^;  yx)  •  JJ*o(^;  y«)      (« = i,  2,  •  •  • »») 

Die  T  sind  hier  ganze  Functionen  in  (SR),  und  f{z)  ist  daher  reductibel. 
Wir  zeigen  weiter,  dass  T^  in  (91)  irreductibel  ist,  falls  '0'i(jef5  y^) 
es  in  (SR;  yj  ist.  Hätte  I\(j2r)  den  Factor  t(js),  so  müsste  dieser  mit 
einer  der  Functionen  ^i(^;  y*)  einen  Theiler  gemeinsam  haben,  z.  B. 
mit  'Ö'i(j8f;  yj.  Da  ^i(jer;  y^)  als  irreductibel  in  (91;  yj  vorausgesetzt 
wird,  so  muss  demnach  d-j^iz]  yj  die  Function  t(/s)  theilen: 

T(z)  =  »i{z]yi)-»o{^]yi). 

Ersetzt  man  hierin  y^  durch  y^j'-yrny  so  sind  auch  die  neu  ent- 
stehenden Gleichungen  richtig,  weil  ©^  (y)  =  0  irreductibel  ist.  Folg- 
lich sind  alle  m  Functionen 

(26)  ^i(^;yi),    ^i(^;y2),  •••    ^i(^;y-) 

Theiler  von  r  (je?) .  Eeins  der  ^^  liefert,  gleich  Null  gesetzt,  mehrfache 
Wurzeln.     Femer  haben  aber  auch  nicht  zwei  Gleichungen 

^i(^;y.)  =  o,   '^i(^;y*)  =  o 

gemeinsame  Wurzeln.     Denn  wäre  ^  eine  solche,  so  hätte  man 

®»a)  -  y.-  =  ^i^;  yd  ■  »o(t;  y.)  =  o, 
0»  (0  -  y* = *i  (5;  y»)  •  *o  (5;  y*)  =  o , 
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d.  h.  es  wäre  gegen  die  Annahme  der  Irreductibilitat  yon  0^  (y)  gleich- 
wohl ifi  =  yt. 

Es  enthält  daher  r(z)  das  Product  der  Functionen  (26)^  d.  h.  r(j?) 
fällt  mit  T^(js)  zusammen. 

Zerlegt  man  also  im  Rationalitätsbereiche  (91-,  y^)  die 
Differenz   {^^OÖ  —  ^i)  ^^  ^^^®  irreductiblen  Factoren 

®8 W  —  yi  =  ^i(^i  Vi) •  -^2 (^;  Vi)'" ^y(^',  Vi), 

dann   sind 

JJ^i(^;yx),  J7^2(^;y«);  •••  JJ^.(^;y«)      (x  =  i,2,...m) 

»X  X 

die  in  (9t)  irreductiblen  Factoren  von 

(25)  ®i(0,(^)). 

Die  Ordnung  jedes  dieser  irreductiblen  Factoren  ist  ein  Viel- 
faches von  w,  d.  h.  vom  Grade  der  Function  ®i(y). 

Für  die  Irreductibilitat  von  (25)  ist  es  charakteristisch, 
dass  &i{0)  in  (St)   und  0,(^)  —  yi  in  (9i;  yi)   irreductibel   sind. 

Hieran  schliesst  sich  folgendes  Theorem.     Es  sei 

(25')  f(j>)  =  ed®,(^))  =  Zi(z,(^)), 

wobei  ®i(if)  sowie  XiO'Ö  v^™^  Grade  m,  und  ^^(i!)  sowie  Xi(^) 
vom  Grade  n  sind.  Die  Zahlen  m  und  n  seien  theilerfremd. 
Dann  ist  es  für  die  Irreductibilitat  von  (25*)  im  Bereiche  (SR) 
charakteristisch,  dass  @i(^)  und  Xi(ji)  in  demselben  Bereiche 
irreductibel  seien. 

Dass  diese  Bedingungen  nothwendig  sind,  ist  klar.  Sie  sind  aber 
auch  hinreichend.  Denn  ist  z(0)  ein  irreductibler  Theiler  von  f(0), 
dann  muss  sein  Grad  nach  dem  vorigen  Satze  ein  Vielfaches  von  m 
wie  von  n  und  also  von  mn  sein;  d.  h.  der  Theiler  fällt  mit  f(z) 
zusammen. 

§  590.  Diese  beiden  Theoreme  benutzt  Gap  eil  i,  um  die  Irreducti- 
bilitätsfragen  für  die  binomische  Gleichung 

(27)  z^  —  Ä  =  0 

in  einem  beliebigen  Rationalitätsbereich  (91),  dem  Ä  angehört,  zu 
entscheiden. 

Es  sei  in  seine  verschiedenen  Primzahlpotenzen  zerlegt 

n  =i'£Pq?Ty  . . .  =|)«  .  1/. 
Wir  setzen 

S^{z)  =  zr^—A,     ®^{z)^z^',     x^{z)  =  z^-A,    x,{^)  -  ^''^ 
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dann  folgt  ^  dass  (27)  dann  und  nur  dann  irreductibel  ist,  wenn  es  die 
beiden  Gleichungen 

sind.  Wendet  man  auf  die  zweite  dieselben  Schlüsse  an  und  geht  so 
fort,  dann  kommt  man  zu  dem  Satze:  Für  die  Irreductibilität  von 

(27)  ^«  —  ^  =  0,    n^p'q^ry'" 
ist  es  charakteristisch,  dass 

innerhalb  (91)  irreductibel  sind. 

Hierdurch  ist  die  Frage  also  auf  binomische  Gleichungen  vom 
Primzahlpotenzgrade  reducirt.     Wir  betrachten  deswegen  jetzt  nur 

(28)  0P''  —  Ä  =  O 
und  setzen 

e^(z)  =  0p  —  Ä,   ®^{z)  =  z^~'\ 

01  {z)  =  zP  —  Ä  ist  innerhalb  (SR)  irreductibel,  sobald  in  dem  gleichen 
Bereiche  Ä  nicht  eine  YoUstandige  p*^  Potenz  ist.  Diesen  Satz  wollen 
wir  als  richtig  voraussetzen;  er  wird  in  der  folgenden  Vorlesung,  un- 
abhängig von  unseren  jetzigen  Betrachtungen,  im  §  594  bewiesen 
werden. 

Wäre  Ä  keine  solche  vollständige  p^  Potenz,  dann  könnte  trotz- 
dem (28)  noch  reductibel  sein,  wenn  nämlich  gemäss  dem  ersten  Lehr- 
satze des  vorigen  Paragraphen 

(29)  ®,W-yi  =  ^'''~'-yi 

es  in  (91;  y^)  ist.     Dabei  bedeutet  y^  eine  Wurzel  von 

0i(y) -- y  —  ^ ~  (y  —  yi)(y  —  y%)-'-(y  —  Vp)  =  o. 

Es  fragt  sich  also,  ob  (29)  in  (91;  y^  reductibel  oder  irreductibel 
ist.  Diese  Gleichung  ist  der  Gleichung  (28)  völlig  ähnlich,  da  j%  wie 
wir  nachweisen  wollen,  y^  im  Gebiete  (91;  j/i)  auch  keine  vollständige 
p^  Potenz  ist.     Wäre  nämlich 

so  würde  die  Gleichung,  welche  durch  Eintragung  von  y,-  statt  y^  ent- 
steht, auch  richtig  sein,  da  yP  —  A  =  0  irreductibel  ist.    Folglich  wäre 

ViVi  "'yp  =  [Kyi)  •  Ky^)  •  •  •  Kyp)y' 

Ist  nun  p  eine  ungerade  Primzahl,  dann  wird  die  linke  Seite  gleich  Ä, 
während  die  eckige  Klammer  auf  der  rechten  Seite  dem  Bereiche  (W) 
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angehört.  Folglich  wäre  A  gegen  die  Annahme  eine  vollständige  p^ 
Potenz.  Für  p  =  2  gilt  dieser  Schluss  nicht,  da  für  |)  =  2  die  linke 
Seite  zu  ( — Ä)  würde. 

Wir  setzen  jetzt  p>2  voraus  und  haben  dann  in  (29)  das  voll- 
kommene Analogon  von  (28),  sobald  wir  (9fl;  y^)  =  (91')  setzen.  Die- 
selben Schlüsse  gelten  weiter,  d.  h.  (29)  ist  nur  dann  reductibel,  wenn 
die  binomische  Gleichung  (^p^—^)^"^  Grades  es  ist,  welche  daraus  her- 
geleitet werden  kann,  nämlich 

u.  8.  f.     So  kommt  man  endlich  auf  eine  Gleichung  des  Grades  p 

worin  y<«— 2)  keine  vollständige  y®  Potenz  im  entsprechenden  Ratio- 
nalitätsbereiche wird.  Folglich  ist  diese  Gleichung  irreductibel,  und 
damit  zugleich  auch  (28).     Dafür  dass 

(28)  jsP^'  —  Ä^^O        (p>2) 

irreductibel  in  (91)  sei,  ist  es  charakteristisch,  dass  Ä  in 
dem  gleichen  Rationalitätsbereiche  keine  vollkommene  p^ 
Potenz  wird. 

Wie  schon  bemerkt  wurde,  gilt  der  Beweis  nicht  für  den  Fall 
p  =  2.  Aber  auch  der  Satz  selbst  muss  hierbei  modificirt  werden, 
wie  das  Beispiel 

ü'  —  ÄEiz'  +  U^^  (e^  —  2b0  +  2i^){z^  +  2b0  +  2b^) 

zeigt,  in  welchem  Zerlegung  stattfindet,  trotzdem  Ä  kein  Quadrat  ist. 
Es  ist  also  fQr  Potenzen  von  2  ein  Ergänzungssatz  nöthig.  Gapelli 
leitet  diesen  in  der  zweiten  der  angeführten  Noten  ab.  Wir  begnügen 
uns,  ohne  den  dort  gegebenen  Beweis  zu  reproduciren,  mit  der  An- 
gabe des  Theorems:   Dafür  dass 

in  einem  gegebenen  Rationalitätsbereiche  reductibel  sei, 
ist  es  charakteristisch,  dass  entweder  Ä  in  diesem  Bereiche 
ein  Quadrat,  oder  dass  —  Ä  in  ihm  das  Vierfache  einer 
vierten  Potenz  bildet. 

§  591.  Wir  haben  in  unseren  Unterauchungen  die  Möglichkeit  an- 
genommen, dass  durch  Adjunction  einer  Wurzel  y^  von  f^(y)  =  0  des 
Grades  m  die  Gleichung  /i(^)  =  0  des  Grades  n  in  Factoren  zerfällt. 
Dass  derartige  Verhältnisse  eintreten  können,  ist  ersichtlich,  wenn  man 
/i  ^  fi  setzt.  Wir  fragen  nach  den  allgemeinen  Bedingungen,  unter 
denen  ein  solcher  Fall  von  Zerlegung  vorkommt. 
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Ist  nach  Adjunction  von  y^  zu  /i  (js)  =  0  die  Function 

ein  irreductibler  Factor  von  fi(ji),  dann  heisst  dies,  dass  die  sym- 
metrischen Functionen  von  ^1;  j2^2?  '  * '  ^»  rational  durch  y^  darstell- 
bar sind. 

Gesetzt  9(^1,  ••  •  ^n)  und  ^(^i,  •  •  •  ^n)  wären  beide  durch  y^  dar- 
stellbar, dann  ist  es  auch 

q> K,  •  •  •  ^n)  +  w^ (-e^i,  •  •  •  ffn) ' 

Daraus  folgt,  dass  es  eine  kleinste  Gruppe  K^  giebt,  derart,  dass 
alle  zu  ihrer  Gattung  und  unter  ihr  stehenden  Functionen,  aber  keine 
andere  rational  durch  y^  ausdrückbar  ist.  Bezeichnen  wir  mit  ^i (je^i,  •  •  •  jer») 
jede  zu  JT^  gehörige  Function,  dann  ist  also 

Andrerseits  ist  durch  R{yi)  eine  Gattung  der  y  bestimmt,  zu  der 
entweder  y^  gehört,  oder  über  der  y^  steht.  Ihre  Gruppe  mag  E^  sein; 
^i{yi)"'  Vn»)  bedeute  jede  zu  JTj  gehörige  Function.  Dann  ist  durch 
k^  jede  zu  E^  gehörige  und  durch  k^  jede  zu  K^  gehörige 
Function  rational  darstellbar.  Dies  bedeutet:  Die  Gattung  K^ 
der  ^1,  ^2,---^n  stimmt  mit  der  Gattung  K^  der  yi,  yg,'-^« 
überein. 

Wenn  umgekehrt  für  f^  und  f^  zwei  solche  übereinstimmende 
Gattungen  bestehen,  dann  braucht  bei  Adjunction  von  y^  noch  nicht 
f^  zu  zerfallen.  Hierzu  ist  zweierlei  nothwendig.  Zunächst  muss  K^ 
intransitiv  sein;  denn  es  müssen  schon  die  symmetrischen  Functionen 
von  weniger  als  n  der  g  rational  darstellbar  werden;  und  dann  muss 
Ä2  unter  der  Gattung  stehen,  welche  durch  die  eine  Wurzel  y^  bestimmt 
ist;  denn  jene  Function  von  Äj,  welche  die  symmetrischen  Functionen 
von  0ij  •  ' '  s!^  darstellt,  muss  durch  y^  dargestellt  werden  können. 

§  692.  Wir  wollen  durch  Verbindung  des  eben  abgeleiteten  Satzes 
mit  einem  früher  §  548  über  Gattungsdiscriminanten  bewiesenen  ein 
Irreductibilitätstheorem  aufstellen. 

Bedeutet  G^  die  Gruppe  von  f^  {z)  =  0  und  G^  die  Gruppe  von 
f%{y)  =  ^j  dann  können  wir  die  Resultate  aus  §  548  verwerthen,  denen 
zufolge  die  irreductiblen  Theiler  der  Gattungsdiscriminanten  von  G^  und 
K^  und  ebenso  von  G^  und  K^  übereinstimmen.  Da  nun  die  beiden 
Gattungen  K^  und  K^  identisch  sind,  so  stimmen  G^  und  G^  in  den 
irreductiblen  Factoren  ihrer  Gattungsdiscriminanten  überein.  Dies  ist 
also  eine  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  /*i  =  0  durch  Adjunction 
einer  Wurzel  von  /i  =  0  reducirt  werde. 
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Wir   wollen   diese   üeberlegangen  auf  die   zu   einer   Primzahl  p 
gehörige  KreistheUungsgleichung 

anwenden.     Jede   Function  irgend  einer  Gattung  der  Wurzeln  ist  in 

der  Form 

a  "]-  hm  -{-  ca>*  -|-  . . .  -}-  dcD^"^ 

ausdrückbar^  wobei  m  eine  primitive  p^  Einheitswurzel  bedeutet.  Jeder 
Factor  der  Discriminante  hat  die  Form 

b  (cö«  —  oi^)  +  c(o»«  —  o^O  H [-d  (©(P-i)«  —  ©^-1)/») ; 

folglich  ist  die  Discriminante  durch 

d.  h.  auch  durch  p  theilbar.  Die  Primzahl  p  ist  also  jedenfalls  ein 
irreductibler  Factor  aller  Gattungsdiscriminanten  für  die  Ereistheilungs- 
gleichung.  Die  Ereistheilungsgleichung  kann  nur  dann  durch 
Adjunction  einer  Wurzel  y^  der  Gleichung /'2(y)  =  0  reductibel 
werden,  wenn  die  Discriminante  von  /^(y)  durch  p  theil- 
bar ist*). 


Einundsechzigste  Vorlesung. 
Radicalzahlen. 

§  593.  Aus  der  Gesammtheit  der  algebraischen  Zahlen  heben 
wir  eine  besondere  Art  heraus,  die  wir  Radicalzahlen  im  Ratio- 
nalitätsbereiche 1  oder  kürzer  Radicalzahlen  nennen  wollen. 
Wir  definiren  sie  auf  folgende  Art. 

Wir  gehen  von  dem  aus  der  Einheit  gebildeten  natürlichen  Ratio- 
nalitatsbereiche  (91)  =  (1)  aus  und  erweitem  ihn  durch  die  Adjunction 
einer  Wurzel  v^  einer  reinen  Gleichung  oder  binomischen  Glei- 
chung, deren   Grad  eine  Primzahl  py  ist,  so  dass  also 

wird.     Aus   dem   so   festgelegten   Rationalitätsbereiche   (vy]  91)   treten 
wir  durch  fernere  Adjunction  einer  Wurzel  t?y_i  wieder  einer  reinen 


•)  Kronecker,  Joum.  de  math.  19  (1864),  p.  177.  —  Schönemann,  Joum. 
f.  Math.  32  (1846),  p.  100.  —  Kronecker,  Journ.  f.  Math.  100  (1887),  p.  79. 
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Gleichung  Ton  Primzahlgrad  ^  die  auch  mit  der  ersten  zusammenfallen 
kann, 

in  ein  erweitertes  Gebiet;  Pv—i  bedeutet  wieder  eine  Primzahl^  und 
Fv—i  eine  ganze  rationale  Function  der  Argumente;  dass  die  Benutzung 
gebrochener  Functionen  keine  Verallgemeinerung  bietet,  haben  wir 
§  581  gezeigt. 

In  der  angegebenen  Weise  kann  man  fortschreiten,  bis  man  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Schritten  zu  dem  ftir  unsere  Zwecke 
nöthigen,  völligen  Schema  einer  Kette  reiner  Gleichungen  von 
Primzahlgrad  gelangt,  welche  die  Form  hat 

<'      =-Fi(t;j,  Vg,  ••.  t?,,  9fl). 

Hierbei  ist  es  nicht  nöthig,  dass  in  die  Definitionsgleichung  eines 
Va  jede  vorhergehende  Grösse  Va+i,  Va+S;  •  •  •  eingeht;  sie  können  sogar 
sämmtlich  fehlen. 

Wir  nennen  jede  Grösse  von  der  Form 

(2)  x  =  m^  +  Wi^i  +  m^vl  -\ 1-  m^^^vf'"^ , 

in  welcher  sämmtliche  mx  dem  Bereiche  (vg,  ^3,  •  •  •  v,,,  9i)   angehören, 

eine  zur  Kette  (1)  gehörige  Radicalgrösse,  weil  sie  durch  Ad- 
junctionen  allein  von  Wurzelgrössen  erlangt  wird.  Ob  nicht  etwa 
jede  algebraische  Grösse  zugleich  eine  Radicalgrösse  ist,  d.  h.  ob  sich 
nicht  etwa  jede  algebraische  Grösse  in  der  Form  (2)  darstellen  lasst, 
gehört  zu  den  wichtigsten  und  interessantesten  Fragen  der  Algebra. 
Ihre  Beantwortung  liefert  die  Entscheidung  über  die  sogenannte  Auf- 
lösbarkeit der  algebraischen  Gleichungen,  d.  h.  eben  über  die  Frage, 
ob  die  Wurzeln  jeder  algebraischen  Gleichung  in  der  Form 
(2)  darstellbar  sind.     Wir  kommen  hierauf  bald  zurück. 

Die  Anordnung  der  v  in  die  Tabelle  (1)  ist  nicht  in  allen  fallen 
fest  bestimmt.     Ist  z.  B.  JP^  bei  ft  < «/  eine  Function  im  natürlichen 
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Bereiche  (SR)^  dann  kann  die  Oleichung  für  t;^  ebensogut  an  die  erste 
Stelle  statt  der  für  t;,  gesetzt  werden.  Solche  Radicale  mögen  Anfangs- 
radicale  heissen.  * 

Es  kann  femer  vorkommen^  dass  ein  Radical  v^  in  keiner  der 
folgenden  Definitionsgleichungen  mehr  auftritt,  so  dass  wir  schreiben 
konnten 


dann  lässt  sich  dieses  t;^  an  jede  tiefere  Stelle  bringen,  speciell  auch 
an  die  letzte  statt  v^.  Ein  solches  Badical  wollen  wir  ein  Endradical 
nennen;  es  wird  bei  der  Darstellung  (2)  nur  in  den  Coefficienten  mx 
auftreten,  welche  ganze  Functionen  dieses  äusseren  Badicals  werden. 
Es  ist  X  eine  ganze  Function  jedes  derartigen  Endradicals  Vf, 

x  =  no  +  fhVf,  4-  wsv*  -\ ; 

nx  =  jr(t?i,  •  •  •  v^-i,  v^^i,  "'  Vy^^Si). 

Zwischen  die  Anfangs-  und  die  Endradieale  ordnen  sich  die  Mittel- 
radicale  ein,  deren  Stellung  yon  den  übrigen  Gliedern  abhängiger  ist. 

§  694.  Für  unsere  weiteren  Entwickelungen  brauchen  wir  einen, 
zuerst  von  Abel  ausgesprochenen  Hülfssatz*):  Bedeutet  p  eine 
Primzahl,  und  foi  A}' ' '  fp—i]  f  ©in©  Reihe  von  Grössen,  die 
einem  gegebenen  Kationalitätsbereiche  angehören,  so  folgt 
aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  beiden  Gleichungen 

(A)  ^'  +  ^'"^  +  /i«^'  +  •  •  •  +  /p-i«'^-'  =  0, 

^   ^  wP  —  f=0, 

dass  entweder  foy  fu  -  -  -  fp~i  einzeln  verschwinden,  oder  dass 
eine  der  Wurzeln  to  der  zweiten  Gleichung  dem  Rationalitäts- 
bereiche angehört. 

Sind  nämlich  nicht  alle  Coefficienten  fo,  fiy-  -  •  fp—i  gleich  Null, 
dann  haben  die  Polynome  in  (A)  einen  gemeinsamen  Theiler,  der  als 
Divisor  des  zweiten  Ausdruckes  die  Form 

besitzt,  und  in  dem  alle  g  ganze  Grössen  des  Rationalitätsbereiches 
sind.     Die  Wurzelpunkte  dieses  Ausdruckes   sind  unter  den  Wurzeln 


•)  Oeuvres,  ^dit.  Sylow  et  Lie,  11,  p.  228.  —  A.  Kneser,  Joum.  f.  Math. 
106  (1890),  p.  46  liat  einen  rein  arithmetischen  Beweis  für  diesen  Satz  gegeben. 
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von  w^  ^=f  enthalten.  Ist  nun  w^  eine  derselben ,  und  bedeutet  o 
eine  primitive  p^  Einheitswurzel,  dann  sind  alle  Wurzelpunkte  jenes 
Ausdruckes  von  der  Form  w^o" ^  w^o:)? ^  -  -  -  ^  und  deshalb  wird  ihr 
Product 

Nun  können  wir  zwei  ganze  Zahlen  bestimmen^  welche  der  Gleichung 
mr  =  l — ps  genügen.  Erhebt  man  die  Gleichung  für  g^  in  die 
r*®  Potenz,  dann  folgt 

d.  h.  die  Wurzel  to^^w^  von  w^  =  f  gehört  dem  Rationalitatsbereiche  an. 

Wir  wollen  uns  auf  diesen  Hül&satz  durch  dem  Hinweis  ,,nach  (A)'' 
berufen. 

Dieser  Hülfssatz  ist  nur  dann  von  Nutzen,  wenn  f  von  1  ver- 
schieden, also  w  keine  Einheitswurzel  ist.  Denn  für  m;^  =  1  verwirk- 
licht sich  ja  stets  die  Eventualität,  dass  eine  der  Wurzeln  rational  sei. 
Es  ist  deshalb  von  Wichtigkeit,  eine  genaue  Unterscheidung  zwischen 
den  in  (1)  eingeführten  Einheitswurzeln  und  den  übrigen  Radicalen 
zu  tre£fen. 

Wir  setzen  daher  fest:  Ist  in  dem  Schema  (1)  irgend  eine 
der  eingeführten  Grössen  t?«  durch  t?a-|.i,  •  •  •  »^  und  durch 
irgend  welche  primitiven  Einheitswurzeln  von  Primzahlgrad 
rational  darstellbar,  dann  ersetzen  wir  die  Einführung  von 
Va  durch  diejenige  jener  Einheitswurzeln  und  gestalten  da- 
durch unser  Schema  um.  So  wird  z.  B.  die  Einführung  einer 
durch  w^  =  2  definirten  Radicalgrösse  w  durch  diejenige  einer  primi- 
tiven achten  Einheitswurzel,  also  durch  die  Einführung  der  Ketten- 
glieder 

zu  ersetzen  sein,  da,  wenn  o  jene  primitive  8^  Einheitswurzel  ist,  die 
Irrationalität  w  d.  h.  hier 

■)/2  =  ö  +  o' 
wird. 

Diese  Umformung  einer  vorgelegten  Kette  (1)  wird  bei  Vr  ihren 
Anfang  zu  nehmen  haben,  und  wenn  sie  bis  zu  Ende  durchgeführt 
ist,  wird  keine  Beziehung  zwischen  den  v  und  Einheitswurzeln 

Va  =  T{Va+ly  •  •  •  t?v,  (0\  a>",  •  •  •  ,  91) 

mehr  bestehen  dürfen. 

Daraus  können  wir  sofort   den  Schluss   ziehen,   dass   die   in   (1) 
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zurückbleibenden  Gleichungen^  welche  keine  Einheitswurzeln  definiren^ 
irreductibel  im  jedesmal  angegebenen  Rationalitatsgebiete  sind.  Denn 
wäre  eine  Gleichung  von  der  Form  Va  ^==  F  nicht  irreductibel ,  dann 
^be  es  eine  Gleichung 

fo  +  fxVa  +  /ivä  +  •  •  •  =  0,        fx  =  T(:va+,,  •  •  •  t;.,  3t) 

von  niederem  als  dem  p^'^  Grade  mit  nicht  verschwindenden  Goeffi- 
cienten,  welche  mit  der  ersteren  eine  Wurzel  gemeinsam  hat.  Nach 
(A)  hätte  Va^=  F  eine  rationale  Wurzel;  und  also  sind  alle  Wurzeln 
rational^  wenn  man  eine  primitive  p^  Wurzel  der  1,  etwa  Op,  zum 
Rationalitätsgebiete  rechnet;  denn  aus  einer  Wurzel  von  Va  =  F  ent- 
stehen alle  übrigen  durch  Multiplication  mit  p^^  Einheitswurzeln.  Das 
adjungirte  Va  wäre  mithin  auch  schon  in  {<0p,  Va^i,  -  -  -  v^,  ffi)  ent- 
halten^ und  danach  könnte  die  Kette  der  Gleichungen  (1)  noch  ver- 
einfacht werden. 

§  695.  Ist  v^  keine  Einheitswurzel,  dann  können  wir  über  (2) 
eine  Voraussetzung  machen,  oder  dieselbe  eventuell  durch  eine  Um- 
formung verwirklichen,  welche  oft  von  Vortheil  ist  Es  sei  #»«  einer 
der  von  0  verschiedenen  Goefficienten  von  (2),  nur  nicht  Wq.  Wir 
setzen  dann  die  Gleichungen  an 

(3)  wi  =  maVi ;  m«  ==  (t?,,  v,,  •  •  •), 
deren  zweite  den  Rationalitätsbereich  angiebt.    Es  wird 
(3»)                 <'  =  m^  ■  F'iv^,  v„  ■  • .)  =  *tK,  »«,  •  •  •) ; 

femer  bestimmen  wir  r  und  s  ganzzahlig  gemäsis  der  Gleichung 
ar  ==  1  — p^S]  dann  ist,  wenn  man  (3)  in  die  r**  Potenz  erhebt, 

(4)  i4?[  =  (niaFr*)  •  Vi ;     v^^-^w[  =  nrw[ , 


**•'* 

^a 


wobei  »r  =  (vj,  •  •  •  t7y,  SR)  ist.     (4)  giebt  die  Umkehrung  von  (3). 

Tragt  man  (4)  in  (2)  ein  und  berücksichtigt  dabei  das  Glied  niaVi 
gemäss  (3),  dann  entsteht 

(2*)    a:  =  Wo  +  M;i  + w;wf  H f- m;^_iw?r~*;      wi=  (t;^,  t?,,  ••.), 

also  eine  Darstellung,  die  genau  den  Gharakter  von  (2)  und  dabei  die 
Eigenthümlichkeit  hat,  dass  der  Goefficient  von  w\  gleich  1  ist.  An 
die  Stelle  von 

vf '  =  F^     tritt  dabei     w;f '  =  O^ . 

Ist  dagegen  v^  eine  Einheitswurzel,  dann  kann  man  die  besprochene 
Umänderung  nicht  ausführen,  da  dies  gegen  die  Reductionsvorschriften 
des  vorigen  Paragraphen  Verstössen  würde. 

N«tto,  Algebra.  IL  20 
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Jede  der  Oleichnngen  (1)  läset  sich,  wenn  v^  dasjenige  letzte  vor 
Va^i  stehende  Kettenglied  bedeutet^  welches  in  JF"«— i  wirklich  yorkommt, 

fc' =%+ «1^^  +  ^2^J + •  •  •  +  %^^i^y''\ 

schreiben.  Dieser  Ausdruck  kann  nach  der  eben  besprochenen  Methode 
umgestaltet  werden,  wenn  v^  keine  Einheitswurzel  ist.  Dabei  bemerken 
wir,  dass  wenn  z.  B.  t;'^*  gleichfalls  v^  in  derselben  Weise  enthalt, 

mit  Hervorhebung  des  Rationali tatsbereiches: 

nicht  in  beiden  Ausdrücken  gleichzeitig  diese  Reduction  gemacht 
werden  kann. 

§  696.  Wir  f&hren  für  diese  Vorlesung  als  bleibende  Bezeichnung 
ein,  dass  o^  eine  primitive  jp^^  Einheitswurzel  sein  soll. 

Wenn  v^  keine  Einheitswurzel  ist,  dann  bilden  wir  das  Produet 

(5)  P(^)  =/7[^  —  K  +  m^v^(o^,  +  m^f^öj«  H )], 

a=0 

Da  dies  in  v^y  v^m^,  Vliol, '  - '  symmetrisch  ist,  so  enthält  es  t;^^  Über- 
haupt nicht  mehr,  und  alle  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  x^, 
2:Pi— ij . . .  gehören  zu  (vj,  i;,,  •  •  •). 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  P{x)  im  Gebiete  (vj,  t?j,  •  •  •)  irre- 
ductibel  ist.  Denn  P  ist  die  Norm  einer  linearen  und  also  irreductiblen 
Function  und  daher  nach  §  584  die  Potenz  einer  irreductiblen  Function. 
Der  zugehörige  Exponent  kann  nur  dann  grösser  als  1  werden,  wenn 
fQr  verschiedene  a  und  ß 

^0  +  WiVjOiJ  +  m^rjojj**  -f  .  ■  .  =  m^  +  w^Viof  +  »^vfoj/*  +  •  •  • 

und  sonach 

m^Vi  (©1  —  a>f)  +  m^vl(a)\^  —  wj/*)  +  ..-=«  0 

würde.  Berücksichtigt  man  aber  v^  ^>^  F^,  so  würde  daraus  nach  (A) 
folgen,  dass  entweder  t?i=  (t?g,  Vj,  •  •  -,  Oj)  wird,  was  durch  unsere 
Reductionsvorschriften  ausgeschlossen  ist,  oder  dass  alle  Goe£Gcienten 
der  letzten  Gleichung  verschwinden.  Da  nun  die  w^,  w^,  •  •  •  nicht 
sämmtlich  Null  sind,  so  müsste  a  =»  /3  sein.  Das  widerspiäche  der 
Annahme   a  =^  ß.     Folglich   ist   P{x)   im   Bereiche   (v,,  Vj,  •  •  •)   irre- 
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ductibel^    und   P(x)  =  0    ist   diejenige    irreductible   Gleichung   dieses 
Bereiches  (vg,  t;,,  •  •  ■),  welche 

(2)  a:  =  Wo  +  ^1^1  +  wtj«^  H h  ^p^^i^^""^ 

als  Wurzel  hat. 

Ist  dagegen  in  (2)  v^  gleich  einer  Einheitswurzel  (o^,  dann 
braucht  das  Produet  statt  p^  nur  (p^  —  1)  Factoren  zu  umfassen^ 
nämlich  für  a  =  1,  2,  •  •  •  p^  —  1 

(6)     YIl^  —  K  +  wi®?  +  »»8«?"  H )];    *»i  =  K;  ^»r •  •), 


•  •  • 


um  Yon  G)^  frei  zu  werden,  wie  man  daraus  erkennt,  dass  (d^,  cdJ, 
die  Wurzeln  der  irreductiblen  Gleichung  sind 

ßjA  —  l  -^  (oP^  —  i  +  •  •  •  +  ®  +  1  =  0. 

Dabei  ist  zugleich  in  diesem  Falle  das  entstandene  Produet  nicht 
nothwendig  in  (vj; " ')  ii^eductibel,  sondern  es  kann  eine  Potenz  werden. 
Denn  betrachten  wir  den  Exponenten  a  und  einen  anderen  beliebigen  ß^ 

den  wir  =:  —  schreiben  können,  da  ßx^a  (mod.  p^)  stets  lösbar  ist, 

so  wird  die  Gleichung  ^  ^ 

(7)  WiiDj  +  mgCD*''  -(-•••  =  w^aij    -|-  *Ws®i      4"  *  * ' 

oder  ^  j^ 

(mi  —  m,)  CD?  +  (?>f2  —  ntjjf) oi"  +  •  *  *  =  ^ 

stets  dann  befriedigt  sein,  wenn  die  Gleichungen  gelten 

Das  kann  nun,  falls  x  keine  primitive  Gongruenzwurzel  ffir  p^  ist, 
sehr  wohl  möglich  sein,  ohne  dass  alle  m  einander  gleich  werden. 
Dieser  letzte  Fall  ist  natürlich  auszunehmen,  da  sonst  schon  der  in 
(6)  eingehende  Factor 

X  —  (wq  -|-  m^c3j^  -f"  ^^i®f  +  •••)  =  a:  —  (w^  —  m^) 

von  m^  frei  sein  würde.  Man  erkennt  leicht,  dass  bei  einem  solchen 
Falle  der  Reductibilitat  in  dem  Ausdrucke  (6)  die  Einheitswurzeln 
(D^,  G>^',  •  •  •  zu  Ereistheilungsperioden  angeordnet  auftreten,  dass  also 
die  Form  entsteht  (vgl.  I,  §  314) 

JJ{x-  [m,  +  m'.  (v,  g')  +  m".  (t;,  g^)  +  -  •  .])• 
Als  Beispiel  mag  für  j^i »»  5  die  Function 

=  [{x  —  Wo)*  +  (wj  +  ^)  (^  —  »»o)  —  (wf  H-  «*|  —  3^1  iw,)]* 
gelten,  bei  der  in  der  That  die  Norm  nicht  irreductibel  ist 

26* 
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§  597,  Wir  fragen  jetzt,  ob  bei  der  Productbildung  (5),  alfio 
unter  der  Annahme,  dass  t^^^  keine  Einheitswurzel  sei,  noch  ein  anderes, 
früheres  Kettenglied  verschwinden  kann,  und  zwar  wollen  wir  zu- 
nächst untersuchen,  ob  neben  dem  Endradical  v^  noch  ein  anderes 
Endradical  wegfallen  kann.  Nach  §  593  können  wir,  falls  dies  bei 
einem  Endradieale  eintritt,  dasselbe  unmittelbar  als  v^  in  die  Kette 
über  v^  setzen.  Ordnet  man  x  nach  dem  einen  und  nach  dem  anderen 
Radicale  an,  so  entsteht  die  doppelte  Form 

Der  Voraussetzung  nach  wird  in  dem  Producte 

a 

neben  Vj^  auch  v^  verschwinden,  so  dass  die  Coefficienten  von  P(x)  zu 
(f?3,  t;^,  •••)  gehören.    Nun  war  P  im  Bereiche  (i?^,  V3,  •••)  irreductibel; 
die  Irreductibilität  gilt  also  um  so  mehr  im  Bereiche  (^s;  ^4;  -  -  -)- 
Ebenso  ist  das  Product 

Qi^)  ='ri(^  —  K  +  Wit;X  +  n^v^ol^  H ]); 

im  Bereiche  (vj,  Vj,  •••)  irreductibel,  faUs  wir  v^  als  von  einer  Einheits- 
wurzel verschieden  annehmen;  und  da  Q  rational  in  (^a;  t;^,  •  •  •)  ist, 
so  ist  es  auch  in  diesem  Bereiche  irreductibel. 

Die  beiden  in  (vg,  V4,  •••)  irreductiblen  Functionen  P(x)  und  Q(ai) 
haben  einen  und  denselben  Factor,  nämlich  den  zu  a  =  /}  ss  0  gehörigen 
gemeinsam.  Folglich  sind  sie  identisch;  d.  h.  alle  einzelnen  Factoren 
des  einen  Ausdruckes  stimmen  mit  denen  des  anderen  überein,  woraus 
dann  auch  j>^  =  p^  folgt. 

Wir  schreiben  jetzt,  um  anzudeuten,  das  die  m  ganze  Functionen 
von  t?j  sind,  für  den  ersten  Factor  von  P{x)  ausführlicher 

X  —  KCt;,)  +  Wi(t;,)  •  Vi  +  ni,(i;a)  .  rj  .^ ] ; 

die  Factoren  von  Q  werden  dann  durch  die  Formel 

X  —  [mo(t;ja)0  +  %  (^g «Og)  •  v^  +  m^  {v^ »2 )  *  ^?  H ] 

gegeben;  und  da  diese  Factoren  von  Q  mit  denen  von  P  überein- 
stimmen, so  muss  für  ein  passend  gewähltes  q  die  Differenz  zweier 
solcher  Ausdrücke  und  desw^en  auch 


Radicalzahlen.  405 

(8)  2^"'>.M')-"'M<^< 

X 

yerschwinden.  Verbindet  man  mit  (8)  die  Definitionsgleichung  vf '  =  F^ , 
so  giebt  (A)  folgende  Alternative:  Entweder  ist  t?i  =  (vg,  v^,  •  •  • ,  ©i,  coj) 
'^  (^27  ^Z7  ' ' ')  ^1)7    ^^   ausgeschlossen   werden   muss;    oder   es   ver- 
schwinden in  (8)  alle  einzelnen  Goefficienten^  was  also  eintritt. 
Wir  setzen  nun^  um  diesen  letzten  Fall  zu  untersuchen, 

dann  giebt  das  eben  erhaltene  Resultat,  da  o^  =  o^  wegen  p^  =  p^  ge- 
nommen werden  kann,  für  |3  =  1  und  fQr  ein  passendes  q  die  Gleichung 

q{*) ^1  _  ß,e*)  -f  g(«)  (o  —  o^*)  V  +  g(*)  (a>^  —  o^*)  v*  H =  0. 

Wegen  v^  =  (v^y  -  -  •)  und  der  Unmöglichkeit  von  t?^  =  (t?j,  •  •  •  ©1) 
liefert  (A)  das  Ergebniss,  dass  in  der  letzten  Gleichung  alle  Goeffi- 
cienten  verschwinden.  Da  aber  die  in  dieser  Gleichung  auftretenden 
Klanunem  i.  A.  nicht  verschwinden,  so  folgt,  dass  nur  g<*]  von  Null 
verschieden  sein  kann,  wobei  wie  gewöhnlich  der  untere  Index  auf 
seinen  kleinsten  nicht  negativen  Best  mod.  p^  zu  reduciren  wäre. 
Hiemach  erhalten  wir  den  einfachen  Ausdruck 

der  jetzt  unnöthige  obere  Index  des  q  ist  hier  fortgelassen.  Daraus 
folgt  durch  Substitution  dieses  Werthes  in  (2) 

Wenn  man  deshalb,  statt  nach  einander  v^  und  dann  t?^  einzuführen, 
die  Grösse  w^  ^^  v^v^  durch  die  Definitionsgleichung 

einfährt,  dann  kommt  man  zu  einer  vereinfachten  Kette  von 
Radicalgrössen,  welche  hinsichtlich  der  Darstellung  von  x  dasselbe 
leistet,  wie  (1).  Denkt  man  sich  diese  Vereinfachungen  von  vornherein 
durchgeführt,  was  natürlich  erst  geschehen  kann,  wenn  x  vorliegt, 
dann  ist  bei  der  Productbildung  (5)  das  Yerschwinden  zweier 
Endradieale,  unter  denen  keine  Einheitswurzel  sich  befindet, 
ausgeschlossen. 

Wir  fügen  daher  den  Bedingungen  aus  §  594  über  die  Beduction 
der  Kette  noch  hinzu,  dass  es  nicht  möglich  sein  soll,  ohne 
Verletzung  der  bisherigen  Festsetzungen  bei  der  ersten 
Productbildung    (5)     und     den     weiteren     Productbildungen 
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(§  585)    durch   andere   Wahl    der   Definitionsgleichungen   die 
Anzahl  der  Kettenglieder  zu  yermindern. 

Ist  hingegen  eine  der  Grössen  v^  und  v^,  oder  sind  sie  beide 
Einheitswurzeln ^  dann  ist  es  möglich;  dass  sie  gleichzeitig  bei  der 
Productbildung  (5)  fortfallen.  Man  erkennt  leicht,  dass  im  ersten 
Falle,  wenn  v^  =  o),  ist,  (jp^  —  1)  ein  Vielfaches  von  p^  werden  muss; 
und   dass   im   zweiten  Falle   v^^^  cd^,  v^=^  <o^  Ereistheilungsperioden 

von  ^*  ~  und  ^*7"  Gliedern  in  Gombination  auftreten.  Die  folgen- 
den Beispiele  geben  Belege  hierfdr. 

l>i  =  5;    «''i=ö>i;    v|  — «• 

4 

so  dass  bei  der  Productbildung  t;^  und  v^  wegfallen. 
Aehnlich  gestaltet  es  sich  bei 

Pi  =  ^]     Vj=a>i;     i)2  =  7;     172  =  0,. 

x  =  {(o^  +  (ol  +  (of)  (©1  +  a)J)  —  (05  +  0«  +  cjj)  (oj  +  ©J); 
4 

=  (^-^  +  9)*, 
WO  t;i  und  v^  als  Einheitswurzeln  angenommen  sind. 

§  598.  Wir  gehen  jetzt  zu  der  Untersuchung  über,  ob  bei  der 
Productbildung  (5)  mit  t;^  zugleich  das  unmittelbar  vorher- 
gehende Anfangs-  oder  Mittelradical  v^  wegfallen  kaon. 
Hierbei  kann  v^  selbstverständlich  keine  Einheitswurzel  sein,  denn  eine 
solche  wäre  ein  Anfangsradical  und  könnte  als  solches  nicht  von  v^ 
abhängen.    Ebenso  soll  v^  von  einer  Einheitswurzel  verschieden  sein. 

Wir  setzen 

und  gehen  nun  auf  die  Norm 

(5)  ^(«)  =  /J[a^  —  K+  ^iVifol  +  m,t?j(öje  H )], 

zurück;  diese  kann  nur  dadurch  von  v^  frei  werden,  dass  in  dem  aus- 
geführten Producte  auf  der  rechten  Seite  lediglich  die  Potenzen  t^, 
v^j  vY*,  •  •  •  auftreten,  für  welche  dann  ja  1,  F^y  F/,  •  •  •  eingetragen 
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werden  darf.    F{x)  ändert  sich  daher  nicht^  wenn  in  (»•ö'h^^i^iH ) 

überall  v^  durch  v^m^  mit  beliebigem  Exponenten  a  ersetzt  wird.  Wir 
wollen  die  Werthe,  welche  dadurch  an  die  Stelle  von  w«q,  Wj,  m^,  •  •  • ;  v^ 
treten,  mit 

ni^ay     fniaf     W2a,    *  '  '  *,     Via 

bezeichnen,  so  dass  man  auch  statt  (5)  hai 

Da  v^  keine  Einheitswurzel  ist,  so  können  wir  hier  den  Coefficienten  m^ 
und  also  mia  gleich  1  setzen  (§  595). 

Die  einzelnen  Wurzeln  in  (5)  stimmen  mit  denen  in  (9)  überein; 
demnach  gilt  für  passend  gewählte  p,  <y,  •  •  •  das  System  von  p^^  Gleichungen 

'^%a  +  ^la        +  ^''sa^L  H =  ^^^0  +  ^1  ^l  +  ^2^Wi^  H y 

(10)  m^^  +  «j^CD^  +  ^2a^la^\  H =  ^o  +  ^  ^1   +  ^A^l""  H ^ 

wobei  die  Exponenten  q,  ö,  -  -  -  der  rechten  Seiten  bis  auf  ihre  Folge 
den  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •  (pj  —  1)  gleich  sein  werden.  Aus  (10)  folgt 
durch  Gombination  der  Gleichungen  der  Werth  von  Via  in  der  Form 

(11)  Via  =noa  +  Wiat?i  +  fhavl  H ;  W^«  =  (Vg,  l?s,  •  •  •' ©i)  . 

Durch  Potenzirung  möge  sich  aus  (11)  ergeben 

<i  =  FiM>  ^s.  •  •  •)  =  K«  +  ^i«^i  +  ^«^1  +  •  •  T 

Mit  dieser  Gleichung  für  v^  verbinden  wir  die  Definitionsgleichung 
^i'i.-.jfr  und  schliessen  nach  (A),  dass  entweder  Vi=(t;j,  Vj,--- ©i,  ojj) 
ist,  oder  dass  die  Nia,  N^ay  *  *  *  sämmtlich  verschwinden.  Das  Erste 
ist  wegen  der  Vorschriften  über  die  Reduction  von  (1)  ausgeschlossen; 
folglich  ist  jedes  Nia  =  0  für  A  =  1,  2,  •  •  •,  und  demnach 

von  v^  unabhängig.  Eine  Umänderung  in  (11)  von  v^  in  v^cü^  kann, 
da  hierbei  t;^  ungeändert  bleibt,  dem  Via  höchstens  einen  Factor  cd^ 
anfügen,  d.  h.  man  hat 

(12)  Viaiol  =  Woo  +  niaViCDi  +  fhaVlcDl  H . 
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Durch  Combination  von  (11)  und  (12)  ei^ebt  sich 

%«(«»?— 1)  +  ^ia(<  —  öi)^i  +  W2„(a)J  — a)J)t?f  H =  0 

und  daraus  in  bekannter  Weise  nach  (A),  dass  aUe  nxa  mit  Ausnahme 
von  Hxa  verschwinden.  Man  darf  demnach  statt  (11)  die  vereinfachte 
Form  ansetzen 

Via  =  n^avt]         n^a  =  (v»,  Vj,  •  •  •  Vv;  öl). 


Diese  tragen  wir  in  die  erste  der  Gleichungen  (10)  ein  und  be- 
achten^ dass  X,  2xy  Sxf  • ' '  nach  dem  Modul  jp^  mit  1,  2,  3^  •  -  -  bis 
auf  die  Folge  übereinstimmen;  dann  ergiebt  wieder  der  Abel'sche 
Hülfssatz  (A)  das  Kesultat: 


nix  =  (v%y  •••  v^. 


(13)  «',.='«X"'r, 

(14)  <  =  mf  <'•  , 

Gleichzeitig   wird    ersichtlich^    dass,    weil  jeder    der   Exponenten 
1,  2,  •  •  •  jPi  —  1  von  v^  rechts  und  links  in  (10)  je  einmal  auftritt,  die 
einzelnen  Glieder,  welche  durch  Potenzirung  der  Summanden  in  (10) 
entstehen, 
(16)  < ,    {m^vf)'',    (m,«?)",  . .  . 

durch  die  Einführung  von  cd^v^  an  Stelle  von  v^  nur  in  einander 
übergehen.  Dabei  ist  es  nicht  möglich,  dass  zwei  verschiedene  Ex- 
ponenten a   und  ß  von   o^  die   gleiche  Umstellung   der  Glieder   von 

(15)  unter  einander  hervorbringen.  Denn  sonst  müssten  zwei  Aus- 
drücke aus  (15),  welche  die  Form  haben 

(16)  do+rfi^8Ö;  +  ^«^l«>|"  +  --    ^nd    do+rf^VjO^-f  rf,t;|cD|i^  +  ---, 

(«  +  ^) 

einander  gleich  sein.  '  Die  d^ ,  d^ ,  •  •  •  können  nicht  sammtlich  ver- 
schwinden, weil  sonst  v^  von  v^  unabhängig  wäre;  femer  kann  nicht 
v^  =  (v^^ ' ' ',  oD^j  G)^)  sein;  folglich  zeigt  (A),  dass  a  =  ß  wird,  ent- 
gegen der  Annahme  a=^  ß. 

Die  besprochene  Umwandlung  in  der  Folge  der  Glieder  von  (15) 
können  wir  folgendermassen  bequem  darstellen.  Geht  durch  Ein- 
führung von  GjJ  der  Term  vf*  in  (wxvj)''*  über,  so  wird  die  noch- 
malige Einführung  von  o^  das  v^^  abgesehen  vom  zugehörigen  m  in 
v»^Pi  umwandeln;  das  Gleiche  geschieht  also  bei  der  sofortigen  Ein- 
führung von  ^2^1"  ^^  ^3*  ^^  ^^^  Pi  ^^^^  Primzahl  ist,  so  können 
wir  eine  primitive  Congruenzwurzel  e  für  ^^  annehmen,  und  wollen 
für  den  Augenblick  unter  [a]  den  kleinsten  positiven  Rest  von  ^ 
mod.  (pi  —  1)  verstehen.     Wir  setzen  bei  diesen  Annahmen 
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und  schreiben  mit  unserer  neuen  Bezeichnung  statt  (2)  die  Form  f8r 

die  Grosse  x 

JL  i.  J_  i- 

(17)  a;  =  m,  +  B,"  +  Bf +  Bf +  ...  +  Jj;^_,. 

Führt  dann  die  Eintragung  von  v^o^  statt  v^  etwa  Bq  in  Jß«  über^ 
dann  wird  jedes  i2^  hierdurch  in  JS^^+x  umgewandelt.  Ebenso  liefert 
die  Eintragung  von  v^(o!^"  statt  v^  die  Umwandlung  von  i2^  in  Bß^^x 
für  jedes  {i  und  jedes  /3.  Dabei  sind  die  Indices  der  B  natürlich  nur 
mod.  (pi  —  1)  zu  betrachten,  so  dass 

Ba  =  Bß    bei     a  z-jzl  ß     (mod.  (pi  —  1)) 
zu  setzen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  unter  x  den  kleinsten  Index  der  von  B^  aus 
durch  Umwandlung  von  v^  in  Vj  ©2 ,  v^  (d|  ,  •  •  •  erreichbaren  B  ver- 
stehen; dann  werden  Ton  B^  aus  überhaupt  nur  die  p^  von  einander 
verschiedenen  Werthe 

(18)  jBo;  Bjg,  B^xy  •••   B(p^^i)x 
erreichbar  sein. 

Alle  in  (18)  auftretenden  Indices  sind  verschieden  und  kleiner  als 
(Pi  —  1) .     Denn  wäre  etwa 

ax<J>i —  1  <(a  +  l)x, 
dann  folgte  daraus  weiter 

x>(a  +  l)x-(i),  — 1)>0, 

so  dass  der  Best  von  (a  -f-  1)  x  mod.  (p^  —  1)  auf  einen  Index  führte, 
der  noch  unter  x  läge;  das  war  aber  ausgeschlossen.  Da  femer 
Bp^x  =  Bo  wird,  weil  a>^  =  1  ist,  so  ergiebt  sich 

(19)  Ä-«  =  l>i  — 1, 

d.  h.:  Verschwindet  bei  der  Productbildung  (5)  das  Mittel- 
radical  v^  zugleich  mit  dem  Endradical  t;^,  wobei  v^  und  v^ 
keine    Einheitswurzeln    sind,    dann    ist  p^    ein    Theiler    von 

Aus  (14)  kann  man  einen  weiteren  Schluss  ziehen.  Schreibt  man 
beide  Seiten  ausführlicher  in  der  Form 

und  bedenkt,  dass  die  a^,  a,,  *  *  *  nicht  sammtlich  verschwinden  können, 
weil  v^  der  Annahme  nach  in  v^  auftritt,  dann  giebt  (A)  entweder 
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v^  =^  (%f  * ' '  ®i7  ^i)}  ^^  auszuschliessen  ist^  oder^  was  also  wirklich 
eintritt, 

a^oj  =  d^ ,     o,©!*'  =  d^ ,  . . . ;         a^  und  dz  =  (t?,,  i?^,  •  •  •). 

Demnach  gehört  a^  selbst  dem  Rationalitatsbereiche  (vsy  ^47  ' '  0  ^^^ 
Wäre  nun 

wobei  also  t;^  das  niedrigste,  wirklich  in  co^  eintretende  Badical  ist, 
dann  liefert  (A)  wieder,  da  c^-aO,  6^  =  0,  •••  unmöglich  ist, 
v^  a»  (og,  t;^4-i,  *  -  ')•  I^as  ist  gleichfalls  nach  unseren  Reductions- 
Yorschriffcen  nicht  der  Fall,  wenn  nicht  v^ «» o,  wird.  Mit  dieser 
Annahme  ist  Pi=^2  stets  yertraglich,  weil  dafSr  bereits  (d,  «»  —  1 
innerhalb  (Sd)  =  (1)  vorhanden  ist.  — 

§  599«  Wir  wollen  nunmehr  auf  die  zu  Anfang  des  vorigen 
Paragraphen  zurückgestellte  Voraussetzung  v^  =  o^  eingehen.  Dann 
bleibt  also  (5)  ungeandert,  wenn  v^  durch  rf  ersetzt  wird  («=*!,  2, 
' ' '  Pi  —  !)•  ^^^  Aenderung,  welche  dadurch  mi  und  v^  erfahren, 
machen  wir  wieder  durch  die  Bezeichnung  nixay  ^la  kenntlich.  Die 
Schlussfolgerungen,  welche  an  (10),  (11),  (13)  geknüpft  sind,  bleiben 
ungeandert.  Insbesondere  gilt  auch  hier  (13)  und  (14).  Dagegen 
liefert  jetzt  (16)  ein  anderes  Resultat.     Hier  haben  wir 

(20)       do  +  ^o?  +  <^or  H =  ^0  +  d^<4  +  ^<^V  H — 

zu  betrachten,  und  wie  sich  schon  bei  (1)  gezeigt  hat,  ist  die  Er- 
füllung dieser  Gleichung  wohl  möglich,  ohne  dass  alle  ^/^^  *  -  *  ein- 
ander gleich  wetden.  -  Der  Grund  dieser  Verschiedenheit  liegt  darin, 
dass  (A)  nicht  verwendet  werden  kann. 

Die  Form  (17)  bleibt  wieder  bestehen;  die  dai*an  geknüpfte  Um- 
wandlung von  Rq  muss  aber  folgendermassen  abgeändert  werden.  Es 
sei  g  eine  primitive  Gongruenzwurzel  fElr  p^.  Wir  ersetzen  v^  =  o^ 
durch  (o^  und  erreichen  dadurch  die  Umwandlung  von  B^  etwa  in  IZ^; 
dieselbe  Aenderung  zum  zweiten  Male  ausgeführt  liefert  von  JR^  aus 
Bitc]  das  entspricht  also  der  Einführung  von  o^'^  ffir  o,  in  Rq.  So 
fahren  wir  fort  bis  zur  {p^  —  2)*®"  Potenz  von  g.  Die  (ft  —  1)*® 
Potenz  liefert  wieder  (o^,  also  bleibt  Rq  ungeandert.  Man  erhält  dem- 
nach an  Stelle  von  (18)  die  Reihe  der  von  Rq  aus  erreichbaren 
Glieder  in  der  Form 

(21)  -Ro,     Rxy     R^xy    '-'     -Rca  — l)x- 

Auch  hier  sind  alle  ludices  kleiner  als  (pi  —  1).  Folglich  tritt  an  die 
Stelle  von  (19)  hier 
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(22)  (p,_l);e-Ä-l; 

d.  h.  yerschwindet  mit  v^  gleichzeitig  bei  der  Productbildung 
(5)    das   Radical   t?j  =  c}2;    dann   ist   (p^  —  1)   ein   Theiler   von 

(Pi-i). 

Als  Beispiel  hierzu  möge  Folgendes  dienen.     Es  sei  definirt 
rj  =  1 ;    v^  =  l  ^  v^y     also    j),  =  |)j  =  3 , 
und  wir  nehmen 

Dann  wird  das  Product  (5)  hier 

=  a;»  —  3a;  —  1 , 
so  dass  also  mit  v^  gleichzeitig  v^  verschwunden  ist. 

§  600,  Wir  wollen  jetzt  einen  Schritt  weiter  gehen  und  an- 
nehmen, dass  bei  der  Productbildung  (5)  mit  v^  zugleich  die 
beiden  unmittelbar  vorhergehenden  Mittelradicale  v^  und  v^ 
verschwinden;  es  kann  übrigens  v^  dabei  auch  ein  Anfangs- 
radical  sein. 

Wir  setzen  für  F^  und  für  F,  ausföhrlicher 

«^r  =  *o  +  ^8  +  \'^\  H — ;     *i  =  K;  %j  •  •  •)  • 

Verwandelt  man  v^  in  t^gO^;  so  soll  die  linke  Seite  der  letzten  Glei- 
chung mit  v^  bezeichnet  werden.  Ebenso  wollen  wir  mit  aia  das 
durch  die  gleiche  Substitution  aus  ax  entstehende  Resultat  bezeichnen, 
so  dass  wir  schreiben 

«Aa  =  B{v^(ol,  v^y  •  •  •),    wenn    ax  =  R(v^^  v^,  •  •  •). 

Tragt  man  diese  Grössen  in  die  Definitionsgleichung  für  t;f'  ein  und 
fOgt  gleichzeitig  dem  v^a  noch  den  Factor  o^  hinzu,  so  entstehe  die 
neue  Form 

Falls  nun  in  dem  früher  betrachteten  Producte 

(5)  P(x)  =±J[^  —  (wo  +  m^v^fol  +  Wji^foJ^  H )] 

ntx  =  (t;,,  t;,,  •  •  •; 
mit  v^  zugleich  v^  und  Vg  wegfallen,  dann  ändert  sich  P  nicht,  wenn 
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man  auf  der  rechten  Seite  v^a^  statt  t?,  einf&hrt  und  dann  ausserdem 
noch  v^^  in  v^^o)^  umwandelt;  a  und  ß  sind  dabei  ganz  beliebig. 
Geht  hierdurch  mx  in 

über,  so  können  wir  auch 

(9')     P(x)=f[[x  -  (m,,^  +  m,,^t;,„^coJ  +  fn,^/,^^,^  +  .--)] 

setzen.  Da  v^  keine  Einheitswurzel  sein  kann,  so  lässt  sich  von  Yorn- 
herein  die  Voraussetzung  mi  =  mia^  =  l  verwirklichen.  Die  einzelnen 
Wurzeln  in  (5)  stimmen  mit  denen  in  (9^)  überein,  da  in  (5)  die  beiden 
Grossen  v^,  t;,  keinen  Einfluss  ausüben.  Demnach  wird  für  passend 
gewählte  p,  <y,  •  •  -  das  System  von  p^  Gleichungen  bestehen 


wobei  die  Exponenten  q,  6,  -  •  -  der  rechten  Seiten  bis  auf  ihre  An- 
ordnung mit  den  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •  (p^  —  1)  übereinstimmen.  Aus 
(10*)  folgt  zunächst  durch  Gombination  der  Gleichungen  der  Werth 
von  Vtafi  in  der  Form 

Durch  Potenzirung  möge  sich  dann  aus  (11*)  ergeben 

Wie  leicht  zu  sehen  ist,  können  wir  hieraus  noch  nicht  wie  an  der 
entsprechenden  Stelle  des  §  598  schliessen,  dass  Nia/s  =  0,  N^aß  »=  0,  •  •  • 
sei.  Hier  verfahren  wir  folgendermassen:  Die  letzte  Gleichung  setzt 
sich  auf  Grund  der  Definitionsgleichung  für  Via^  in 

um;  tragen  wir  hierin  /J  =  0,  1,  •  •  •  (ft  —  1)  ein,  so  erhalten  wir  ein 
System,  welches  dem  Systeme  (10*)  entsprechend  gebaut  ist  und  auch 
ähnliche  Folgerungen  zulässt,  die  zu  dem  Ergebnisse 

(23')       «^2«  =  «0«  +  «la^l  +  «2««^  H 5  22«  =  (^8,V8,---;a>i,  Oj^ 
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fähren.    Erhebt  man  dies  in  die  p^  Potenz ,  so  ergiebt  sich 

\  +  «^8  «>3  +  h^Z^l''  H =  Qoa+  QlaVi  -\ 

Jetzt  lassen  sich  die  Schlüsse  verwenden,  welche  an  (11)  des  §  598 
geknüpft  wurden.  Sie  zeigen,  dass  Qia  =  0,  Q^a  =  0,  •  •  •  werden,  dass 
folglich  v^^  =  Öoa  ^ön  V,  unabhängig,  und  also 

(23**)  «?j„cjj  =  q^^  +  q^^v^o^  +  q^^^^l  H 

ist;  und  es  folgt  endlich,  wenn  man  (23'^)  und  (23^)  vergleicht,  dass  auch 

So«K  — 1)  +  «i«K  — <»i)^i  +  ^jaC«»?  — <»i)^i  H —  =  0 

wird.  Weil  nun  in  (5)  v^  wegfallen  sollte,  so  ist  nach  dem  Haupt- 
ergebniss  des  vorigen  Paragraphen  p^  ein  Theiler  von  (p^  —  1);  und 
daher  ist  kein  a^^^  ca^^y  ausser  wenn  x  =  A  =  0  wird.  Nach  (A) 
schliesst  man  mithin  x  =r  A  =  0 ;  qia  =  0,  q^a  =  0,  •  •  • ,  und  weiter 
nach  den  bisher  benutzten  Principien  aus  (23*)  der  Reihe  nach 

^a  =  2o«  =  %a  +  ^la^2  +  ^2a^  H 5  ^Xa=  (^3,  ^4;  ' '  '  5  «>0  O)«)  ; 

-Rl«=(^8;«'47-;Ol,08); 

R     =0      B     =0     v^  =^  B    ' 

^8a®J  =  ^0«  +  ^a^2<Ö2  +  ^«a^l«»!  H 5 

»"oaK  —  1)  +  ^1«(«^  —  «'s)  «^2  +  ^aK  —  ®l)^l  H =  ^5 

Tragen  wir  dies  in  die  oben  hergeleitete  Gleichung 

ein,  dann  können  wir  jetzt  die  Schlüsse  ziehen,  welche  vorher  bei 
(11*)  noch  nicht  möglich  waren,  weil  v^a  kein  dem  v^  vorhergehendes 
Mittelradical  war.  Diese  Schwierigkeit  ist  jetzt  fortgefallen,  und  so 
findet  man  nach  (A) 

i^ia^  =  0,     JV2a^  =  0,   .    .; 

und  abo  unter  Benutzung  der  Gleichung  (11") 

%aß{^\  —  1)  +  ^laß{^l  —  «»l)  ^1  +  ^a/9«  — «D  H ^> 

(24)  ^laß  =  %aß^l' 
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Trägt  man  die  Resultate  (23)  und  (24)  in  (10*)  ein,  dann  stehen 
links  ausser  den  (o  auch  nur  Grössen  v^y  v^,  v^,  -  -  -^  und  nach  (A) 
wird  es  ersichtlich ,  dass  die  einzelnen  Glieder  links  den  einzelnen 
Gliedern  rechts  gleich  sind.    Insbesondere  ist  also  zu  setzen 

(25)  ^^„ß  = »».«'. 

Wir  gehen  jetzt  auf  die  Gleichung  (23)  zurück.  Diese  zeigt  uns, 
dass  bis  auf  einen  in  {v^j  ^4? ' '  *;  ^i?  <^s)  rationalen  Factor  rxa  durch 
die  Substitution  von  v^(o^  statt  v^  die  Grösse  v^  in  v\  übergeht.  Macht 
man  nun  in  der  Definitionsgleichung  von  v^^  dieselbe  Substitution^  so 
erhält  man  Vi^^ay  und  dies  ist  demnach  bis  auf  einen  solchen  in 
(^8;  ^4? '  *  *)  ^ly  ^i7  ^s)  i^tionalen  Factor  gleich  v^.  Ebenso  zeigt  sich 
allgemein,  dass  v^^aa  bis  auf  einen  in  {v^,  v^,  -  -  -]  fOj^,  (o^j  Cs)  nitio- 
nalen  Factor  mit  der  (A^)**^  Potenz  von  v^  übereinstimmt.  Nehmen 
wir  tf=i?8,  dann  muss  k^  :1  (mod,p^)  sein,  weil  t;2,|,^a=t'2  wird; 
d.  h.  der  Exponent  p^  ist  ein  Theiler  von  (p^  —  1). 

Natürlich  ist  hierbei  zu  beachten,  dass  v^  wirklich  eine  Function 
von  v^  sein  muss,  wie  das  ja  durch  die  Form  der  Definitionsgleichung 
auch  angedeutet  wurde;  das  Gleiche  gilt  für  (23). 

Sind  t?2  und  t;^  zwei  Mittelradicale,  von  denen  jedes  einzelne  un- 
mittelbar in  das  Kettenschema  vor  v^  gestellt  werden  kann,  dann  gelten 
von  ^3  die  im  §  598  für  v^  gefundenen  Resultate. 

§  601.  Da  jedes  Kettenglied,  welches  in  der  Reihe  der  Definitions- 
gleichungen als  Endradical  auftritt,  an  die  letzte  Stelle  gesetzt  werden 
kann,  so  gilt  bei  einer  nach  einem  solchen  Endradical  vorgenommenen 
Normbildung  Alles,  was  bisher  über  v^  abgeleitet  ist.  Bei  der  Her- 
stellung von  Normen  hingegen,  welche  nicht  an  Endradieale  anknüpfen, 
werden  die  bisherigen  Theoreme  ungültig. 

Wir  wollen  dies  an  dem  Beispiele  der  Gleichungen  vierten  Grades 
zeigen.  Dabei  benutzen  wir  die  in  §  290,  Bd.  I  gegebene  Lösungs- 
methode.  Wir  setzen,  indem  wir  in  der  allgemeinen  Gleichung  vierten 
Grades  das  Glied  mit  z^  getilgt  denken,  was  ja  durch  einfache  lineare 
Transformation  bewirkt  werden  kann, 

^  —  12a£r«  —  166;er  +  I2c  =  (js^  +  2v^z  +  q)(z^  —  2v^g  +  q^)  =  0, 
Um  diese  Zerlegung  hervorzubringen,  muss 

Qi  =  2i'i  —  ^-  —  6a,     q  =  2t;|  +  i^  _  6a; 
(27)  vi  —  6avt  +  (9a«  —  Sc)  t;|  —  46«  =  0 

sein.    Danach  ergiebt  sich  v^  durch  die  Kette 
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»«=.(_  o»  +  3ac  +  2  b*y  —  (a»  +  c)», 
»I  =  (_a»  +  3oc  +  26«)  +  «4, 

9        a       1  I     — a'  +  3oc+26'  —  p.     , 

t;|  =  2a +  t;,  + ^V+%^ ^'^»• 

Hieraus  erhält  man  die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung, 

wenn  man 

46 

'« 

setzt,  in  der  einfachen  Form 

Gehen  wir  yon  ihr  aus  und  bilden  wir  zunächst  die  Norm  nach 
v^y  so  folgt 

(£r  —  t?^  —  t;^)  (;ef  —  Vg  + 1;  j  =  0«  —  2  Vg  jsf  +  2 1?|  —  6  a  —  — . 


t?J  =  6a  ^ vi 

1  '      tV  2 


n 


t 


Hier  fällt  also  kein  weiteres  Radical  fort.  Bilden  wir  jedoch  weiter 
die  Norm  nach  t;, 

{z^  —  2v^0  +  2t?|  —  6a  —  ^)  (^  +  2v^e  +  2t;|  —  6a  +  i^) 
=  (^  +  2t;|  -  6a)*  -  (2t;,;.  +  i?)' 

=  ißT*  —  12a0«  —  166^  +  (4v\  —  24av|  +  36a«  —  ^^ , 

so  giebt  die  Benutzung  von  (27)  das  Resultat 
=  0^—  12az^  —  16ft0  +  12c; 

hier  verschwindet  also  mit  v^  zugleich  t;,  und  v^ ,  trotzdem  p^  =  2 
und  1)5  =  3,  j)^  =  2  war.  Bei  einem  Endradical  wäre  eine  solche 
Tilgung  nicht  möglich  gewesen. 


Zweiundsechzigste  Vorlesung. 
Die  Auflösbarkeit  algebraisclier  fileicbnngeii. 

§  602.  Eine  der  interessantesten  Fragen  der  Albgebra  ist  die, 
ob  jede  Gleichung  „auflösbar^'  ist.  Nachdem  es  gelungen  war,  die 
Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  aufzulösen,  d.  h.  die 
expliciten  Ausdrücke  für  ihre  Wurzeln  lediglich  mit  Hülfe  von  Wurzel- 
zeichen darzustellen,  richteten  sich  die  Bemühungen  der  Aigebraiker 
darauf,  das  gleiche  Problem  fUr  den  fünften  Grad  zu  erledigen.    Alle 
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hierauf  yerwendeten  Anstrengungen  waren  aber  yergebens^  und  so 
wandelte  sich  das  Problem  allmählich  in  das  andere  um,  zu  entscheiden, 
ob  die  Gleichungen  f&nften  Grades  überhaupt  in  dieser  Form  lösbar 
seien;  oder  noch  allgemeiner,  welche  Gleichungen  fünften  Grades  lös- 
bar seien.  P.  Ruffini  war  der  Erste,  welcher  die  Unmöglichkeit  der 
Auflösung  allgemeiner  Gleichungen  höherer  Grade  bestimmt  behauptete 
und  zu  beweisen  verauchte.  Seine  Verdienste  sind  von  H.  Burkhardt*) 
eingehend  gewürdigt  worden.  Gauss  scheint  einen  Beweis  für  die  Un- 
auflösbarkeit besessen  zu  haben ^;  Abel  publicirte  1826  einen  solchen 
und  beschäftigte  sich  auch  weiterhin  eingehend  mit  diesen  Fragen,  über 
die  eine  von  ihm  selbst  nicht  veröffentlichte  Abhandlung  vorhanden 
^gl;«*«^  An  seine  Untersuchungen  schliesst  sich  eine  vervollständigende 
und  abkürzende  Darstellung  L.  Eronecker's  anf),  die  wir  in  unserer 
Auseinandersetzung  theilweise  benutzen. 

§  603.  Die  allgemeine  Frage  lautet  in  unserer  jetzigen  Sprech- 
weise: Kann  eine  Wurzel  jer^  jeder  irreductiblen  algebraischen 
Gleichung  f(ji)  =  0  als  Radicalgrösse  dargestellt  werden? 

Gesetzt  es  wäre  eine  solche  Darstellung  etwa  für  die  Gleichung 
/*(ir)  =B  0  möglich,  dann  könnten  wir  unter  Beibehaltung  der  Bezeich- 
nungen unserer  vorigen  Vorlesung  hinsichtlich  der  Ketten 

(1)  ^1  =  »»0  +  «^1  +  ^^l  +  ^8^  H 

setzen.  Wenn  wir  von  vornherein  die  Einheitswurzeln,  soweit  sie  noth- 
wendig  sind,  zum  Rationalitätsbereiche  ziehen,  ist  es  erlaubt  (§  595) 
den  Coefficienten  von  v\  gleich  1  zu  setzen,  wie  dies  soeben  ge- 
schehen ist. 

Tragen  wir  (1)   in  f(j8)  =  0  ein,   so  entsteht,   da  alle  Potenzen 
von  z^  in  ähnliche  Form  gebracht  werden  können,  die  Identität 
f(0,)       M,  +  M,v,  +  ilf,t;2  +  . . .  +  M^^_X-'  =  0. 

Nach  dem  Abel'schen  Hülfssatze  (A)  in  §  594  folgt  daraus,  dass 
jjfo,  M^,  M^,'    •  einzeln  verschwinden;  setzt  man  also 

(2)  JS;^_^i  =  ^0  +  ^i^i  +  ^«^f G>?^  +  fihvlal^  H 

(>l  =  0,l,...i>,-l) 

*)  Die  Anfinge  der  Gruppentheorie  und  Paolo  Ruffini,  Abhandl.  z.  Ge- 
schichte d.  Mathematik  VI;  Supplement  zur  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phjs.  v.  Schlö- 
milch  (1892). 

*•)  Demonstr.  nova  etc.  Werke  m,  p.  17,  Nr.  9:   „Forsan  non  ita  difficile 
foret,  impossibilitatem  iam  pro  quinto  gradu  omni  rigore  demonstrare,  de  qua  re 
alio  loco  disquisitiones  meas  fusius  proponam." 
•^)  Werke,  ^dit.  Sylow  et  Lie,  II,  p.  217. 
t)  Berl.  Ber.  1879,  3.  März,  p.  205. 
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und  bedenkt^  daes  dann  entsprechend 

wird,  so  ergiebt  sich,  dass  ^j,  ^s,  •  •  •  ^j^,  gleichfalls  Wurzeln  von  f{z)  =  0 
sind.  Dass  diese  sämmtlich  von  einander  und  von  z^  verschieden  sind, 
zeigt  wieder  der  auf  die  Differenz  Ton  zweien  unter  ihnen  angewendete 
Satz  (A).     Demnach  ist  das  Product 

{e  —  5i)  (5  —  ^,) ...  (^  —  e^ 
oder  die  Norm 

N{e  —  z^,    im  Gebiete    (vj,  •  • .  t;,,;  9i) 

genonunen,  ein  Theiler  von  f{z).  Diese  Norm  ist  sicher  von  i;^  frei; 
möglicherweise  yerschwinden  in  ihr  noch  die  Radicale  v^,  v^,-"  Va—i, 
wahrend  Va  wirklich  auftritt.  Wir  setzen,  um  das  Auftreten  des  Va 
durch  die  Bezeichnung  kenntlich  zu  machen, 

(3)  N(Z  —  XTi)  =  (xr  —  iTj)  .  .  .  (^  —  ifj  =  /•«(^;   Vay  «a+i,  •  •  •)• 

Im  Gebiete  (v«,  Va^i,  ■  •  •  v^;  91)  ist  diese  Function  irreductibel. 
Als  Norm  von  z  —  z^  wird  sie  die  Potenz  einer  irreductiblen  Function 
in  (v^,- ' '  Vv]  9i);  da  alle  z^,  z^y  •  *  •  von  einander  verschieden  sind, 
muss  es  die  erste  Potenz  sein-,  und  die  Irreductibilität  gilt  natürlich 
um  so  mehr  f{ir  den  engeren  Bationalitatsbereich  (va,  •  •  •  t;,.;  91). 

Wir  bilden  wieder  die  Norm  von  (3),  also 

Nfa(z)    im  Gebiete     (va+i,    ••!?»;  91), 
nämlich  das  Product  aus  pa  Factoren 

f^{z',  vX,  v^_^^, . . .)         (A  =  0, 1,  2, . . .  (p,-  1)). 

Hierin  ist  sicher  Va  verschwunden;  möglicher  Weise  auch  t?a-fi,  •••• 
Es  sei  Vf,  das  erste  darin  wirklich  vorhandene  t;;  dann  setzen  wir, 
ähnlich  wie  oben,  die  Bezeichnung  an 

(4)  Nfa(z)  =  ft(Z]   Vö,  V6+1,  •  •  •). 

Wir  weisen  nun  zunächst  die  Irreductibilität  von  ff,  im  Bereiche 
(t;^,  •  -  •)  nacL  Ist  ^(z]  v»;  *  *  )  bei  einer  möglichen  Zerlegung  der- 
jenige Factor  von  ft,  welcher  fa{z]  Va,  -  •  *)  enthält,  dann  kann  man 

/gx  <P(^;  ^h  •  •  0  =  /a(^;  ^a,  Va+i,  "•)'  X(Z',  Va,  Va+i,  •  •  •) 

setzen.  Wegen  (A)  muss  ^i  =  0,  ^8  =  0,  •  • .  sein;  also  ist  auch  bei 
Aenderung  von  Va  die  Gleichung  gültig 

9(^5  V^,  •••)  =  &  +  Qi^a<  +  22^>a''  H 

=  fa(^l  ^a®^  Vi'  •  '  •)  •  ^(^5  ^a®*a'  ^«+1'  '  '  *)• 
Netto,  Algebra.  IL  27 


n 
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Es  ist  demgemäss  q>  durch  jedes  fa(0]  VaO^af  *  *  ■)  bei  fi  =  0^  1,  2,  •  •  • 
Pa  —  1  theilbar.  Da  alle  diese  fa  in  (va,  ^a+i,  •  •  ■)  irreductibel  sind, 
so  könnte  nur  dann  fp  nicht  durch  ihr  Gdsammtproduct  theilbar  sein, 
wenn  zwei  derselben  einander  gleich  wären: 

fa(ß]  VafOa,  «a+l;  '  '  ')  —  fa(^]  «^«®a,  t^a+l,.*  '0  =  0; 

d.  h.  wenn  man 

setzt,  dann  müsste  die  Gleichung  gelten 

Aus  (A)  erkennt  man,  dass  die  Goefficienten  aller  Potenzen  von  Va  ver- 
schwinden müssen;  weil  nun  nicht  alle  r  gleich  Null  sein  können,  so 

folgt  f*  =  V. 

Dies  zeigt  uns,  dass  der  irreductible  Factor  97  mit  ft  zusammen- 
fällt, dass  somit  fb  selbst  irreductibel  im  Gebiete  (vt,  -  •  *  t?,;  91)  ist. 

Wir  haben  femer  gesehen,  dass  f{z)  durch  fa  theilbar  ist;  man 
kann  demnach  setzen: 

f{js)  =  fa{e]  Va,  Va+1,  '  '  0  •  ^(^;  Va,  Va+1,  *  '  0 
=  So  +  SiVa  +  8%vl  H 

Wendet  man  hier  genau  dieselbe  Schlussweise  an,  wie  sie  bei  (5)  aus- 
einandergesetzt wurde,  so  folgt,  dass  f(j8)  durch  alle  conjugen  Werthe 
von  fa  theilbar  ist,  d.  h.  dass  f(z)  die  Function  ft(e)  als  Factor  ent- 
hält. Folglich  sind  auch  alle  im  Gebiete  (vt,  Vt^i,  -  -  -  v^]  91)  zu  jer^ 
conjugen  Werthe  Wurzeln  von  /*(^)  =  0. 

In  derselben  Weise  kann  man  von  ft(jB)  durch  Normbildung  weiter 
zu  einem  fc(jg]  Vc,  •  •  •)  gehen,  u.  s.  f.,  bis  etwa  auf  fk(e]  Vk,  •  •  •)  ein 
fiQs)  =  f(js)  folgt.  Dann  zeigt  es  sich,  dass  der  Grad  n  von  f{e) 
gleich  dem  Producte 

(6)  n  =:pipa  'Pf  •  -jp* 

wird,  und  dass  alle  zu  e^  im  Bereiche  (9%)  conjuge  Werthe 
Wurzeln  von  f{ss)  =  0  sind.  Man  kann  also  allen  Grössen  v,, 
Vy^i,  •  •  •  «2,  Vi  irgend  welche  mit  den  Definitionsgleichungen 
der  V  verträgliche  Werthe  geben,  der  Ausdruck  (1)  wird 
stets  eine  Wurzel  von  f(e)  =  0  darstellen,  aber  nur  pi'Pa'"Pk 
der  erhaltenen  Ausdrücke   sind   unter   einander  verschieden. 

§  604.  Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergiebt  sich  durch 
Combination 
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d.  h.  das  letzte  eingeführte  Radical  ist  eine  rationale^  ganze  Function 
von  Wurzeln  der  Gleichung  f{z)  =  0  und  von  ©i . 

In  (7)  setzen  wir  an  die  Stelle  von  ^i,  ^2> "  ' '  ^Pi  *^f  ^^^  rechten 
Seite  beliebige  Wurzeln,  etwa  Zi^y  Zi^y  j?,„  •  •  •  von  f{e)  =  0  und  bezeichnen 
den  so  erhaltenen  Werth  der  rechten  Seite  mit  Vi^i.  Nimmt  man  dann 
das  Product 

JT(y-<.)=^(y) 

(0 

erstreckt  über  alle  Wurzelpermutationen  unter  ^erj,  ifg,  •••  j?«,  so  ist  g(tf) 
eine  symmetrische  Function  der  g  und  ihre  Goefficienten  finden  sich 
also  unter  (o^]  91). 

Es  sei  g^(y)  =  0  diejenige  irreductible  Gleichung  in  (©i;  9fi),  bei 
der  g^  ein  Theiler  von  g  ist,  imd  welche  von  dem  Ausdrucke 

(8)        Vi = <* = ^0 + ^'2 + «2^n — h  **.  _i^r~' 


befriedigt  wird,  dann  gilt  von  der  Wurzel  (8)  von  g^(ff)  =  0  genau 
das  Gleiche  wie  von  der  Wurael  iSj^  von  f(z)  =  0,  und  daraus  folgt, 
dass  auch  v^  eine  rationale,  ganze  Function  der  Wurzeln  von  ^i(y)  =  0, 
also  auch  derjenigen  von  f(z)  =  0  und  von  cd^  und  o,  wird. 

Gehen  wir  so  fort  und  beachten,  dass  wir  jedes  v  in  derselben 
Weise  erlangen  können,  dann  erhalten  wir  das  Resultat:  Jede  der 
Radicalgrössen  t;^,  i;^— i,  -  *  -  t;^,  v^,  welche  zur  Darstellung  der 
Wurzel  einer  auflösbaren  irreductiblen  Gleichung  nöthig 
sind,  ist  eine  ganze  rationale  Function  von  Wurzeln  der 
Gleichung  selbst  und  von  Einheitswurzeln. 

Schon  in  §  282  (Bd.  I)  haben  wir  diese  Eigenschaft  für  die 
Gleichungen  zweiten  Grades 

js^  —  2a^£  -}-  Og  =  0, 
mit  den  Wurzeln 


2        —        2 

und  in  §  288  (Bd.  I)  für  die  Gleichungen  dritten  Grades  hervorgehoben. 
Bei  diesen  wird,  wenn  man 

£f*  —  pz^  -\-  qz  —  r  =  0 
ansetzt,  die  Lösung  gegeben  durch 

27* 


420  Zweiondseclizigste  Yorlesuiig  §  604^605. 

'^,--Up  +  '^lW^+<o/'~l^\,       «  =  P* -(!>»- 32)». 
\  W»    J 

Wir  haben  dort  gezeigt,  dass  die  beiden  Radicale  die  Form  annehmen 

VQ  =-  3l/=r3 (g, - e,) (e, - e,)  (e,  - g,) , 

Die  Lagrange'sche  Methode  der  Lösung  der  Gleichungen  vierten 

Grades  führt  zu  den  entsprechenden  Resultaten  (§  291;  Bd.  I).     Wir 

haben  für 

Ä*  —  4«^^*  —  8<^ir  —  4<^  =  0 

wobei  <i,  — <i;  4;  — ^5  h^  — ^  ^^  sechs  Wurzeln  von 

^«  —  4* .  2ci^*  +  4*  .  (c|  +  cj^«  _  4«c|  =  0 

sind.  Nach  dem  Ergebnisse  über  die  Gleichungen  dritten  Grades  sind 
alle  bei  der  Darstellung  von  tly  t^,  t^  auftretenden  Radicalgrossen 
rational  in  den  sechs  Grossen  tay  und  diese  selbst  wegen 

k=^i  +  ^i—^  —  ^Af     ^4  =  —  ^1  =  —  -01  —  -0,  +  ^8  +  ^4; 

<8  =  ^1  —  ^2  +  ^S  —  ^4?       ^  =  —  ^  =  —  ^1  +  ^2  —  ^8  +  ^47 
^  =  ^1  —  ^2  —  ^S  +  ^47       ^6 ^  =  —  ^1  +  ^2  +  ^8  —  ^4 

in  den  Wurzeln  ea-  Also  sind  es  alle  in  die  Wurzeldarstellung  ein- 
tretenden Radicale. 

Das  zuerst  einzuführende  Badical  besitzt  den  Werth 


syirs  (/.  _  <|)  (t^  -  ti)  m  -  if) 

=  2«3}/=^(xri—0  («»  —  ««)  •  («1  — <'8)(«»  — «4)  •  («1— ««)(«8  — «4) 
und  steht  also  in  engster  Verbindung  mit  der  Discriminante  der  Gleichung*). 


*)  Jacobi  (Werke  3,  p.  269)  hat  diese  Dantellungen  fOr  die  Gleichungen 
2'^",  S**»,  4'«"  Orades  augführlich  hergeleitet. 
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§  605.  Ist  v^  in  der  Kette  der  Radicale  das  oberste,  d.  h.  das 
zuerst  eingeführte  Glied,  dann  kann  v^  nicht  selbst  bekannt  sein,  weil 
es  sonst  eben  keiner  neuen  Einführung  bedurft  hätte,  nachdem  die 
Einheitswurzeln  dem  Rationalitätsbereiche  zugeordnet  waren;  dagegen 
ist  v^^  bekannt.    Demnach  gehört  die  Grösse 

nicht  zur  Gruppe  G  der  Gleichung  f(ig)  =  0,  während  9^''  zu  G  gehört. 
Es  ist  also  q>t  eine  Function  der  g,  welche  py-msl  mehr  Werthe  be- 
sitzt, als  ihre  p^^  Potenz.  Die  Frage  nach  der  Existenz  solcher  Func- 
tionen haben  wir  in  §  544  und  §  545  erledigt  und  haben  gefunden, 
dass  ein  solches  ffy  nur  besteht,  wenn  G  einen  autojugen  Theiler  der 

Ordnung  —  besitzt;  Vy  gehört  dann  zu  ihm. 

Ist  durch  die  Einführung  von  (fy  die  Gruppe  G  auf  den  autojugen 
Theiler  G^  mit  dem  Compositionsfactor  py  reducirt,  so  wird  t;*^^ 
aus  gleichen  Gründen,  wie  sie  soeben  für  v^^  galten,  noch  zu  G^  ge- 
hören, dagegen  v,._i  nicht  mehr.  Es  muss  also,  wenn  ein  Vy^i  vor- 
handen ist,  einen  weiteren  autojugen  Theiler  G^  von  G^  geben,  und 
zu  ihm  muss  der  Compositionsfactor  py—i  gehören.  In  derselben  Art 
geht  es  weiter. 

Umgekehrt  haben  wir  im  §  545  gleichfalls  nachgewiesen,  dass 
die  Existenz  solcher  autojugen  Theiler  das  Mittel  zur  Gonstruction 
passender  Vy,  t;,_i,  •  •  •  in  der  Form 

an  die  Hand  giebt. 

Wir  haben  demnach  das  Resultat:  Es  ist  für  eine  auflösbare 
Gleichung  charakteristisch,  dass  die  Factoren  py,  Pv— 1,  •*• 
ihrer   Gompositionsreihe 

(9)  G,     Gl,     Gg,    •••     Gy  —  ly    (?y  =   1 

sämmtlich  Primzahlen  sind.  Die  Ordnung  der  Gruppe  G  ist 
(l>ii>2  •  •   .pO;  ^1^  Ordnung  von  G^  ist  gleich  {p^p^-- -py^y), 

Gruppen,  deren  Gompositionsfactoren  ausschliesslich 
Primzahlen  sind,  heissen  metacyklische  oder  auch  auflös- 
bare Gruppen. 

Nach  den  in  §  555  und  §  556  jedesmal  am  Schlüsse  durchgeführten 
Untersuchungen  können  wir  die  soeben  abgeleitete  Bedingung  auch 
in  die  Form  bringen:  Es  ist  für  eine  auflösbare  Gleichung 
charakteristisch,  dass  die  Substitutionen  jeder  Gruppe  Ga 
ihrer  Gompositionsreihe  bis  auf  Substitutionen  der  folgen- 
den Gruppe  (ra+i  mit  einander  vertauschbar  sind. 


422  Zweiundsecbzigste  Vorlesung  §  606 — 607. 

Es  ist  für  eine  auflösbare  Gleichung  charakteristisch, 
dass  die  Substitutionen  jeder  Gruppe  ihrer  Hauptreihe  bis 
auf  Substitutionen  der  folgenden  Gruppe  mit  einander  ver- 
tauschbar sind. 

Natürlich  ist  in  diesen  Sätzen  keine  Lösung  des  Problems  ent- 
halten^ sondern  nur  eine  Umgestaltung,  eine  üebertragung  auf  die 
Gruppen-  oder  die  Substitutionentheorie.  Gleichwohl  aber  sind  diese 
Theoreme  von  ausserordentlich  grosser  Bedeutung.  Denn  ganz  abge- 
sehen von  dem  wichtigen  Resultate,  welches  wir  im  folgenden  Para- 
graphen daraus  ziehen  werden,  zeigen  sie  uns,  dass  die  Gruppe  der 
Gleichung  von  höchster  Bedeutung  für  die  algebraische  Auflösung 
einer  Gleichung  ist,  derart  dass  die  Gradzahl  dagegen  zurücktritt,  weil 
eben  die  Constitution  der  Gruppe  enger  mit  der  Natur  der  Gleichung 
verknüpft  ist.  Es  können  zwei  Gleichungen  verschiedener  Grade  die- 
selbe, oder  genauer  gesprochen,  einstufig  isomorphe  Gruppen  besitzen 
—  wie  wir  noch  in  dieser  Vorlesung  an  einem  wichtigen  Beispiele 
sehen  werden  — ,  dann  wird  ihre  Auflösung  in  beiden  Fällen  durch 
dieselben  Hülfsmittel  zu  erreichen  sein. 

§  606.  In  dem  Falle,  dass  wir  es  mit  einer  allgemeinen  Gleichung 
f{z)  =  0,  d.  h.  mit  einer  solchen  zu  thun  haben,  deren  Gruppe  die 
symmetrische  ist,  ergeben  sich  auf  Grund  unserer  früheren  Resultate 
noch  weitere  Folgerungen  aus  unseren  Lehrsätzen  des  vorigen  Para- 
graphen. 

Wir  wissen  (§  544),  dass  die  altemirende  Gruppe  der  einzige 
autojuge  Theiler  der  symmetrischen  Gruppe  ist,  und  dass  die 
Quadratwurzel  aus  der  Discriminante,  abgesehen  von  symmetrischen 
Factoren,  die  einzige  rationale  Function  der  Gleichungs wurzeln  ist^ 
von  der  eine  Potenz,  nämlich  die  zweite,  symmetrisch  wird.  Es  ist 
folglich  py  =  2,  und,  wenn  D  die  Discriminante  bedeutet,  am  ein- 
fachsten und  dabei  völlig  ausreichend 

zu  setzen. 

Es  müsste  jetzt,  um  in  der  Kette  weiter  gehen  zu  können,  eine 
weitere  Function  v^^i  =  q)v—i(zi,  -  -  •  0n)  bestimmt  werden,  die  selbst 
nicht  zweiwerthig  ist,  von  der  aber  eine  Primzahlpotenz  es  wird. 
Nach  §  543,  §  544,  §  546  giebt  es,  falls  n>4  ist,  eine  solche 
Function  q)v—i  nicht  mehr,  weil  die  altemirende  Gruppe  Ä  von  mehr 
als  vier  Elementen  einfach  ist.     Da  die  Ordnung  von  A  femer  eine 

zusammengesetzte  Zahl,  nämlich  -^  n !  ist,  so  entspricht  der  Uebergang 

von  ^  zu  1  auch  nicht  den  Forderungen,  und  deshalb  ist  die  Bedingung 
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des  vorigen  Paragraphen  nicht  erfüllt;  d.h.:  Die  allgemeinen  Glei- 
chungen von  höherem  als  dem  vierten  Grade  haben  keine 
Badicalzahlen  als  Wurzeln  und  sind  daher  nicht  algebraisch 
auflösbar. 

§  607.  Wir  kehren  zu  dem  allgemeinen  Falle  einer  auflösbaren 
Gleichung  /'(jgr)  =  0  zurück,  deren  Gruppe  G  sein  mag.  Die  Compo- 
sitionsreihe  dieser  Gruppe  werde  durch  die  aufeinanderfolgenden  Gruppen 

(9)  Gy  G^y  G^,  •  *  *  Gy^i ^  Gr=  1 

gegeben,  derart  dass  der  Rationalitätsbereich  (!R)  der  Reihe  nach  durch 
die  Adjungirung  der  zu  G^y  G^a?  *  *  *  gehörigen  Functionen 

(9»)  Vyy  t;^-.!,     •'  V^y  Vi 

vergrössert  wird.  Es  gehört  also  r«  zu  der  Gruppe  G^^i^a  för  jeden 
Index  a. 

Gehen  wir  nun  von  {is  —  je^^)  durch  Normbildung  der  Reihe  nach 
wie  im  §  603  zu  /"«(^r;  Va,  t?a+i,  •  •  -),  fb{0'^  '^t,  v^+i,  •••);•'•>  ^^  kommen 
wir  zu  einem  /i(^;  Vky  Vjt+i,  •••);  welches  bei  nochmaliger  Normbildung 
alle  Vky  VkJ{-\y  •••  Vy  verschwindcu  lässt,  so  dass  fi{z)  =  nfk(ßf]  Vky  •••) 
zu  f{z)  selbst  wird.  Bei  dieser  Normbildung  zeigt  sich  die  Bedeutung 
des  Umstandes,  dass  mehr  als  ein  v  gleichzeitig  verschwinden  kann. 

In  6rv  =  1  ist  der  Factor  {z  —  is^  rational  bekannt.  Das  ist  er 
aber  in  Gy—i  nicht  mehr;  hier  wird  erst  die  Function 

rational  darstellbar  werden,  d.  h.  die  Substitutionen  von  Gy—i  ändern 
zwar  z^ y  aber  nicht  (9^).  Hier  wird  Zy^  mit  e^,  -  -  -  ^p^  in  transitive 
Verbindung  gesetzt.  Weil  nun  aber  auch  v^,  Vj,  •  •  •  Va—i  in  Wegfall 
gekommen  sind,  so  werden  auch  die  Substitutionen  von  Gy—^y  Gys, 
•  •  •  Gy^a-\-i  nur  die  z^y  z^y  •  -  -  Zp^  transitiv  unter  einander  vertauschen, 
denn  /ä  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  in  dem  Bereiche  (v«,  Va+i,-'"  ^^5  ^) 
irreductibel.  • 

Wenn  man  dann  weiter  zu  Gy^a  übergeht,  dann  treten  ent- 
sprechende Verhältnisse  auf.  Da  erst  /!>  in  dem  neuen  Bereiche 
rational  bekannt  und  zugleich  irreductibel  ist,  so  wird  in 

die  Reihe  ^i ,  ^2 ,  •  •  •  Zp^p^  transitiv  mit  einander  verbunden  werden. 
Jede  der  Gruppen  (?»_«,  6ry-_a-i,  •  •  •  Gy^t+i  verbindet  diese  transitiv 
unter  einander.  Man  erkennt  aber  den  Unterschied  der  Bereiche,  die 
durch  Gy^a,  Gy^a-\-iy  ■••  bestimmt  sind,  darin,  dass  fb^^O  andere 
und  andere  Affecte  aufweist. 


424  Zweiundsechzigste  Vorlesung  §  607—608. 

Oehen  wir  nun  den  umgekehrten  Weg;  dann  zeigt  sich  Folgendes: 
Zunächst  ist  /'«s/'^ssO  g^eben  und  die  zugehörige  Gruppe  ist  G, 
Durch  Vy,  Vy—i^  ' '  *  Vk^i  hindurch  ftlhrt  die  Adjunction,  ohne  dass 
f=0  reductibel  würde.  Die  Gruppen  6?^,  •  •  •  ö^-.*  bleiben  in  sammt- 
liehen  Wurzeln  ^i,  ^8,  •  •  •  ^n  transitiv.  Bei  der  Adjunction  Ton  Vt  findet 
eine  Zerfällung  von  /*»=  0  statt;  demnach  verbindet  Oy^k-^-i  nur  einen 

Theil  der  Wurzeln,  nämlich  —  transitiv  mit  einander.     Alle  diese  so 

verbundenen  Wurzeln  z  werden  dann  auch  weiter  in  den  Gruppen 
Gy_jb+i,  •  •  •  Gr^^i  transitiv  mit  einander  verbunden  bleiben.  Ebenso- 
wenig findet  eine  weitere  Zerfällung  von  /i  statt.  Dagegen  wird  bei 
Gp—i^i  eine  neue  Zerlegung  in  engere  Systeme  der  Intransivitat  ein- 
treten, u.  s.  f.  bis  zum  letzten  Male  beim  Uebergange  von  Gr_i  zu 
6ry  =  1  eine  Zerfällung  und  zwar  in  lineare  Factoren  eintritt. 

§  608.  In  der  Folge  (9^)  haben  wir  von  jedem  Gliede  den 
Uebergang  zum  folgenden  so  gemacht,  dass  wir  die  Norm  hinsichtlich 
des  ersten  eintretenden  v  mit  kleinstem  Index  vornahmen.  Wir  wollen 
jetzt  nach  der  Norm  eines  Gliedes  in  dem  durch  die  ursprüngliche 
Gruppe  G  bestimmten  Gebiete  fragen. 

Es  möge 

vorliegen.  Derjenige  höchste  Theiler  von  G^  welcher  nur  ^i,  z^y  -  •  -  ^d 
transitiv  unter  einander  verbindet,  sei  D  mit  der  Ordnung  ^.  Da  nun 
die  Ordnimg  von  G  r  =^ PiP^  •  -  -Pr  ist,  so  hat  für  die  Substitutionen 
von  G  die  Function  fd  genau  r :  &  Werthe 

die  einander  im  Gebiete  G  conjug  sind. 

Jede  der  conjugen  Functionen  besitzt  d  Factoren  {0  —  0a)]  in  der 

Norm  treten  also  insgesammt  -^  solche  auf.    Femer  ist  die  Norm  eine 

vollständige  Potenz,  und  da  G  transitiv  in  0^,  0%^-  -  -  0n  ist,  so  kommt 
jede  der  Wurzeldifferenzen  {0  —  0o^  gleich  oft  vor.  Also  ist  für  das 
Gebiet  G 

Nf,{0)=f(0)k 

ht  in  der  Reihe  der  Gruppen  (9)  G»_|_i__d  die  letzte,  welche  fd 
ungeändert  lässt,  dann  ist  D  ein  Vielfaches  von  6^,4.1-.^,  und  ihre 
Ordnung  wird 


» 
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wobei  q  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.     Femer  hat  man 

^  =1>1Ä  •  •  •!>»;       *  =PlPa  •  •  -Pc]       n  =PlPa  •  •  'PcPd  '  '  'Pky 

m 

und  folglich  wird  der  Exponent  der  Norm 

rd       PdPd^i '"  Pp 

■  —     SSS55     »^     - —^^■^—  —       »    ■  »!■■    • 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall;  dass  dieser  Exponent  den 
Werth  1  annimmt.  Dazu  ist  es  nothig^  dass  D  ein  autojuger  Theiler 
von  G  wird. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  D  sei  eine  solche  Gruppe,  und  fa  gehe 
unter  dem  Einflüsse  einer  Substitution  6  von  G  in 

über;  dann  gehört  diese  Function  zu  6~^D6  =  D,  und  wenn  also 
ein  0a^  gleich  z^  sein  sollte,  dann  fallen  alle  z^^^  mit  den  z^y  e^,  --  -  zs 
zusammen;  dus  widerspräche  dem  Umstände,  dass  f^^^  conjug  zu  fd  ist. 
Folglich  enthält  /"j*^  nur  andere  Wurzeln.  So  erkennt  man,  dass  Nfd 
gleich  f(z)  selbst  ist.  Zugleich  erkennt  man,  dass  G  eine  imprimitive 
Gruppe  ist,  und  dass  die  in  einem  fa  vereinigten  z  je  ein  Imprimitivitats- 
sjstem  bilden. 

Wenn  umgekehrt  in  der  Norm  der  Factor  (z  —  z^)  nur  ein  ein- 
ziges Mal  vorkommt,  dann  ist  D  autojug  in  G,  und  G  ist  imprimitiv. 
Die  letzte  Eigenschaft  zeigt  sich  sofort,  falls  man  bedenkt,  dass  jede 
Substitution  6,  welche  auf  z^  eine  Wurzel  sf^,  z^^  -  -  -  Z6  folgen  lässt, 
nur  diese  unter  einander  vertauscht;  und  dass  jedes  6,  welches  auf  z^ 
ein  z^^\  z^l\  •  •  •  z^^^  folgen  lässt,  alle  Wurzeln  ^i,  ^i,  •  •  •  ^d  in  diese 
neuen  überfährt.  Da  nun  D  von  1  verschieden  sein  soll,  so  folgt 
daraus  auch,  dass  G  zusammengesetzt  und  D  in  G  autojug  ist  nach 
§575. 

Tritt  der  besprochene  Fall  ein,  dann  gelten  also  die  über  imprimi- 
tive Gleichungen  früher  abgeleiteten  Theoreme; 

sind  die  Wurzeln  einer  Gleichung 


-J-i 


9  (u)  - .:  u^  —  e^u^      H 4-  ©„  =  0, 

6 

deren  Goefficienten  rational  bekannt  sind,  und  z^,  z^^  -  -  -  ze  sind  die 
Wurzln  von 

fa(z)  :-  (z  —  Zi)  •  •  •  (0  — jEf<r)  =  0. 
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Wir  wollen  nun  zeigen  ^  dass  dies  stets  dann  eintritt,  wenn  die 
Gradzahl  n  der  zu  Grunde  gelegten  auflösbaren  Gleichung  f{0)  ^^  0 
durch  mehrere  von  einander  verschiedene  Primzahlen  iheilbar  ist,  wenn 
also  die  Compositionsfactoren  nicht  sämmtlich  gleich  sind. 

Wir  verfolgen  die  Compositionsreihe  von  G 

(9*)  G,  Gl,  ...  ö._*_i,  (?.-*,... 

bis  zum  ersten  Gliede  Gy-^t,  welchem  ein  Factor  von  geringerem  als 
dem  n**"  Grade 

fk{0]  Vk,  v^^i, . . .)  =  (ss  —  z,) . . .  (a  —  Bn)        {^=P^Pt'"Pd 

entspricht,  bei  dem  also  zum  ersten  Male  eine  Zerfallung  von  f{z) 
eintritt;  es  entstehen  bei  dieser  pk  Factoren,  da  ja  n  »»  x  .pj^  ist. 

Betrachten  wir  die  Compositionsfactoren  p^y  Pv—i,  Pv—%y  •  •  -,  so 
ist  Pk  der  erste  dieser  Reihe,  der  in  n  =piPaPb  •  •  •  auftritt.  Nach  der 
Annahme  kommt  unter  pi,  p«,  pt,"  Pi  noch  ein  von  p*  verschiedener 
Compositionsfactor  vor.  Nach  §  556  lässt  sich  demnach  die  Composi- 
tionsreihe in  den  auf  G^—k  folgenden  Gliedern  so  einrichten,  dass  eine 
Gruppe  Ga  in  ihr  auftritt,  welche  der  Hauptreihe  angehört,  d.  h.  welche 
autojug  in  G  selbst  wird. 

Femer  ist  Ga  eine  Subgruppe  von  Gt,-^k\  und  da  Gy-.k  nur  z^^ 
st^y' ' '  Zx  mit  einander  transitiv  verbindet,  aber  keine  weiteren  Zy  da 
also  Gy—k  intransitiv  ist,  so  gilt  dasselbe  von  Ga* 

Ga  ist  mithin  ein  intransitiver  autojuger  Theiler  von  G,  und 
daher  wird  G  eine  imprimitive  Gruppe  (§  575). 

Wir  sind  daher  zu  dem  folgenden  wichtigen,  zuerst  von  Abel*) 
ohne  Beweis  ausgesprochenen  Satze  gelangt:  Ist  der  Grad  n  einer 
auflösbaren  Gleichung  f{z)  =  0  durch  zwei  von  einander 
verschiedene  Primzahlen  theilbar,  dann  ist  die  Gleichung 
imprimitiv,  d.  h.  ihre  Lösung  kann  durch  diejenige  einer 
auflösbaren  Gleichung 


4-1 


u^  —  ®^'U^       H +  6>„  =  0 

'6 

mit  rationalen  Coefficienten,  und  die  einer  anderen  auflös- 
baren Gleichung 

mit  in  u  rationalen  Coefficienten  bewirkt  werden. 
•)  fidit.  Sylow  et  Lie  2,  p.  262. 
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Durch  dieses  Theorem  ist  die  Frage  nach  den  allgemeinen  auflös- 
baren Gleichungen  auf  diejenige  nach  solchen  auflösbaren  Gleichungen 
reducirty  deren  Grad  die  Potenz  einer  Primzahl  ist.     Denn  wäre  einer 

der  Exponenten  d  oder  -j  gleichfalls  noch  durch  zwei  von   einander 

verschiedene  Primzahlen  theilbar,  dann  braucht  man  den  Aberschen 
Satz  nur  nochmals  anzuwenden  n.  s.  w. 

Unsere  ferneren  Untersuchungen  können  sich  also  auf  die  auflös- 
baren Gleichungen  mit  Primzahlpotenzgrad  beschranken. 

§  609.  Im  §  605  machten  wir  darauf  aufmerksam,  dass  Glei- 
chungen mit  einstufig  isomorphen  Gruppen  hinsichtlich  ihrer  Auflös- 
barkeit gleichen  Charakter  haben.  Dies  wollen  wir  an  dem  Verhalten 
der  Gleichung  verfolgen,  welcher  die  Galois'sche  Resolvente  genügt. 

Wir  setzen,  wie  in  §  560,  mit  unbestimmten  Parametern  « 

wenden  hierauf  alle  Substitutionen  Si  der  Elemente  z  an,  erlangen  dadurch 

©.  =  UiZf^  +  <^^/a  H h  '^n^U 

und  bilden  die  Function 

y(m)  =  (cor  —  ®i)  {m  —  oj^)-"(w  —  ST„,). 

Im  Rationalitätsbereiche  von  f{z)  =  0  sei 

g{jS5)  =  (üJ  —  Sil) (sr  —  ©",)  •  •  •  (ay  —  0^) 

ein  irreductibler  Factor  von  y(E)»).     Dann  ist 

die  zu  f{z)  ==  0  gehörige  Galois^sche  Resolventengleichung,  deren  Gruppe 
nach  §  577  gefunden  werden  kann.    Wir  bilden  dem  Si  entsprechend 


«.—  f« « ■■■) 


fQr  alle  r  Substitutionen  der  zu  f(z)  =  0  gehörigen  Gruppe  (?.  Die 
6^,6^,"6r  bilden  dann  eine  zu  G  einstufig  isomorphe,  der  Gleichung 
g(G5)  =  0  zugehörige  Gruppe  F.  Die  Compositionsfactoren  für  G  und 
für  r  sind  die  gleichen;  der  Reihe  und  der  Hauptreihe  der  Compo- 
sition  von  G  entsprechen  die  Reihe  und  die  Hauptreihe  der  Gompo- 
sition  von  F. 

Hat  G  nur  Primzahlen  als  Compositionsfactoren,  d.  h.  ist  f{z)  =  0 
auflösbar,  dann  gilt  dasselbe  von  ^(st)  =  0.     Der  Grad  von  g^jSS)  ist 

der  Grad  von  f{z)  ist 
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Macht  man  den  Uebergang  von  G  zu  G-^ ,  dann  möge  sich  F  auf 
Fl  reduciren.  F^  aber  ist  in  SJ^i,  •  •  •  cr^  intransitiv,  auch  wenn  f(e) 
bei  G^  noch  iiTeductibel  bleibt.  Denn  F^  entsteht,  wenn  man  die 
Substitutionen  von  G^  auf  W^,  sr^,  •  -  •  V!fr  anwendet  und  deren  da- 
durch   bewirkte    Umstellungen    unter    einander    als    Substitutionen  6 

deutet.     Hierbei  wird   aber  ©,   durch   6?,   nur  in  —  Werthe  von  a», 

übergefQhrt  werden  können.    Also  muss  F^  die  Elemente  in  p^  Systeme 

von  —  Wurzeln  der  Imprimitivitat  zerlegen. 

So  erkennt  man  allgemein,  dass  der  Uebergang  von  F  zu  F^,  Fj, 
Ta,  ...  jedesmal  mit  einer  neuen  engeren  Zerfallung  von  g(m)  ver- 
knüpft ist,  bis  beim  letzten  Schritte  die  einzelnen  Factoren  ST  —  sr^, 
V5  —  STg ,  •  •  •  selbst  als  rational  heraustreten. 

§  610.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieser  Vorlesung  die  Voraus- 
setzung fallen  lassen,  dass  f(g)  =  0  auflösbar  sei,  und  wollen  die 
Methode,  die  bisher  auseinandergesetzt  wurde,  dazu  verwenden,  um  die 
Lösung  von  f{0)  =  0  auf  ihre  einfachsten  Elemente  zurückzufahren. 

Die  Gruppe  von  f(ji)  =  0  sei  6r;  ferner  sei  G^  ein  autojuger 
Maximaltheiler  von  G.  Unter  9(^1,  •  •  •  ^n)  =  9>i  verstehen  wir  eine 
zu  G^  gehörige  rationale  Function  von  ^1^  ^2;  -  *  *  ^n;  wendet  man  auf 
9^  die  Substitutionen  von  G  an,  so  entstehe 

(10)  9i,  9,,  9a  j  •  •  •  9*; 

es  setzt  dies  voraus,  dass  die  Ordnung  der  Gruppe  G  Ä;-mal  so  gross 
ist,  als  die  von  G-^,  Da  Gy^  autojug  in  G  ist,  so  gehören  9^,  92;  **  91 
sämmtlich  zu  G^,  und  jede  dieser  Functionen  ist  rational  durch  jede 
andere  darstellbar. 

Wir  betrachten  die  Gleichung 

(11)  0{u)  =  (w  —  9 J (w  —  (pg) . .  ..(«*~9,)  =  0, 

welche  die  Werthe  (10)  zu  Wurzeln  hat.  Die  Gruppe  F  von  <P(m) 
wird  nach  §  577  erhalten,  wenn  man  auf  (10)  die  Substitutionen  von 
G  anwendet  und  die  Umstellungen  als  Substitutionen  unter  den  9  deutet, 


Diese  Gruppe  F  ist  transitiv,  und  folglich  ist  (11)  irreductibeL  Weil 
femer  G^  autojug  in  G  ist,  so  wird  nach  §  569  die  Gruppe  F  Factor- 
gruppe  von  G  und  (?!,  d.  h. 

r^G/G^. 

Endlich  ist  (11)   eine  einfache  Gleichung,   weil  nach  §  559  F  nicht 


Die  Auflösbarkeit  algebr.  GleichungeD.  Auf lösb.  Gleichungen  v.  Primzablgrad.    429 

mehr  zusammengesetzt  sein  kann^  da  G^  Maximalsubgruppe  von  G  war, 
nnd  nach  §  575  muss  (11)  dann  auch  eine  primitive  Gleichung  sein. 

Durch  die  Auflösung  von  (11)  und  die  Adjungirung  aller  oder 
auch  nur  einer  ihrer  Wurzeln  wird  somit  f(0)  =  0  auf  eine  Gleichung 
mit  der  Gruppe  G^  reducirt.  Ist  auch  G^  noch  zusammengesetzt,  dann 
können  wir  in  gleicher  Weise  vorgehen  und  so  die  Auflösung  auf  die- 
jenige einer  Reihe  von  primitiven  Gleichungen  reduciren,  deren  Wurzeln 
in  dem  jedesmaligen  Bationali tatsbereiche  Galois'sche  Resolventen  sind. 
Die  Grade  der  einzelnen  Gleichungen  sind  als  Compositionsfactoren  in- 
variant, d.  h.  dieselben,  auf  welchem  Wege  man  auch  die  Auflösung 
Uefem  mag. 


Dreiundsechzigste  Vorlesung. 
Auflösbare  Cfleichnngeii  von  Primzablgrad. 

§  611.    Ist  eine  Gleichung  f(j8)  =  0  des  Primzahlgrades  p  auf- 
lösbar, so  sind  ihre  Wurzeln  in  der  Form 


(1)       ^i  =  ^o  +  ^i^p    +^2^1«»,   H \-^p-X    ^ 


darstellbar,  wobei  (Op  eine  primitive  jp*®  Einheitswurzel  bedeutet,  und 


(2) 


zu  setzen  ist.  Gleich  bei  der  ersten  Normbildung,  die  aa  (0  —  z^) 
anknüpft, 

(3)  m=YI(j>-za)    («=1,2,. ..p) 

fallen  sammtliche  Kettenglieder  v^y  v^y- '  -  Va—\  weg.  Jede  Aenderung 
der  Bedeutung  der  t;,  die  mit  den  Definitionsgleichungen  (2)  vertrag- 
lich ist,  wandelt  daher  v^  in  ein  m^v\(o\^  um  [§  598,  (13)  und  §  600,  (25)1, 
und  damit  das  System  (1)  in  sich  selbst.     Jede  mit  der  Constitution 
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der  Gleichung  verträgliche  UmstelluDg  der  Wurzeln  unter  einander 
d.  h.  jede  durch  Substitutionen  ihrer  Gruppe  hervorgerufene  wird 
durch  eine  Aenderung  in  der  Bedeutung  der  v  bedingt.  Daher  werden 
die  Substitutionen  der  zur  Gleichung  gehörigen  Gruppe  unter  denen 
zu  finden  sein^  die  auf  diesem  Wege  hergeleitet  werden  können. 

Man  erkennt  dies  auch  auf  folgende  Weise.  Es  sei  g  in  der  Gleichung 

(4)  i/K,  ^2,---^p)  =  * 

jede  zur  Gruppe  G  der  Gleichung  gehörige  und  daher  rational  bekannte 
Function  =^k.  Dann  gehört  jede  Aenderung  unter  den  az,  welche 
diese  Gleichheit  (4)  nicht  stört,  zu  den  Substitutionen  der  Gruppe  G, 
Nun  kann  man  (4)  in  die  Form  bringen 

(5)  M,  +  M,v,  +  Jf.rJ  +  . .  .  +  M^_X-'  =  k 

und  erkennt  daraus,  dass  v^  auch  in  v^od"  umgewandelt  werden  darf, 
dass  also  (4)  die  Substitution  zulässt,  die  durch  diese  Aenderung  her- 
vorgerufen werden  kann  (§  603). 

Dieser  Schluss  gründet  sich  auf  (A);  zugleich  wird  dabei  gezeigt, 
dass  Jtfi,  Jfg,  •  •  •  Mp—i  =  0  sind,  und  Mq  ==  k  wird.  Diese  Glei- 
chungen Ma  =  const.  nehmen  eine  ähnliche  Form  wie  (5)  an,  nur  dass 
v^  an  die  Stelle  von  v^  tritt;  und  mithin  folgt  in  gleicher  Weise,  dass 
auch  die  Bedeutung  von  v^  beliebig  geändert  werden  kann,  so  weit 
das  mit  (2)  verträglich  ist.  So  geht  es  weiter  und  daraus  ist  der  aus- 
gesprochene Satz  ersichtlich. 

§  612,  Wählen  wir  (4)  wie  oben  so,  dass  g  zur  Gruppe  gehört, 
nicht  aber  unter  ihr  steht,  dann  haben  wir  durch  die  letzte  Beweis- 
führung schon  Substitutionen  erlangt,  die  zu  G  gehören.  Denn  die 
Umwandlung  von  v^  in  Vicjp  führt  jg^^  in  0^,  dieses  gemäss  (1)  weiter 
in  ^s;  -  *  ■  und  endlich  gp  wieder  in  0^  über.     Es  ist  also 

(6)  S  =  (^1   ifj   ^8  .  .  .   0p) 

eine  cyklische,  zur  Gruppe  G  von  f=0  gehörige  Substitu- 
tion.    Mit  ihr  gehören  natürlich  auch  alle  Potenzen 

zur  Gruppe  G,  Hieraus  ist  schon  ersichtlich,  dass  G  transitiv  ist,  wie 
dies  ja  wegen  der  Irreductibilität  von  f  sein  musste. 

Um  weitere  Substitutionen  von  G  zu  erhalten,  betrachten  wir  die 
Umwandlung  von  v^  in  ein  intvla}^^  genauer.  Gesetzt,  es  könnten  bei 
irgend  einer  solchen  Umwandlung  zwei  der  Wurzeln,  etwa  Za  ^^^  ^fl 
ungeändert   bleiben,   so   müsste  0a  in   der  Darstellung  (1)   das  Glied 
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(fi^t?I©5*)a>p^^  =  Wtt?!©^^"""^^  enthalten^  d,  h.  es  wäre  nothwendiger 
Weise 

(ft  ^(t  —  1)  (a  —  1)     (mod. p). 

Ebenso  würde  sich  wegen  der  Unveranderlichkeit  von  j?^  ergeben^ 
dass  man  zu  gleicher  Zeit  auch  hätte 

PT=(t— 1)(/J-1)     (mod.j9); 

und  da  a  von  ß  yerschieden  ist^  so  würde  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  r  =  1 ,  q  =  0  folgen,  d.  h.  zwei  Wurzeln  Za  und  Zfi 
können  nur  dann  ungeändert  bleiben,  wenn  f;^  in  sich  selbst  über- 
geführt wird.  Dann  bleiben  aber  alle  Wurzeln  0x  an  ihrer  Stelle. 
G  hat  ausser  der  identischen  Substitution  1  keine  andere, 
die  zwei  der  Wurzeln   ungeändert  lässt.     (Vgl.  §  572.) 

Wenn  nun  eine  Substitution  von  G  nur  eine  Wurzel  Za  unge- 
ändert lässt,  JSa+i  dagegen  in  ufa-^-fi  umwandelt,  dann  gilt  der  ersten 
Annahme  halber  (7);  und  femer  muss  wegen  der  zweiten  Annahme 

(>tr  ^  r  (a  +  /J  —  1)  —  a     (mod.  p) 
und  folglich  nach  (7) 

(t— l)(a— l)  =  fr(a  +  /5  — 1)  — a     (mod.j)) 

T  =  j     (mod-p) 
p^_(«_l)(^_l)     (jno±p) 

sein.  Es  geht  aber  bei  dieser  Umänderung  ein  jedes  Zy  in  dasjenige  z 
über,  welches  in  der  Darstellung  (1)  den  Summanden 

(wrt?iCD|*)a>J"~^    besitzt,  der  aus    Vi(Op~^ 

hervorgegangen  ist.   Setzt  man  den  erhaltenen  Werth  von  q  ein,  so  wird 

ff^^y-l  =  r[-(cc-l)iß-l)  +  ß(y-l)]-Zr[a-l-\-ß{y-a)]; 

folglich  besitzt  dasjenige  jer,  in  welches  Zy  übergeht,  den  Summanden 

MtViiDp  , 

d.  h.  es  ist  jefa(i -/?)+/*/.  Diejenige  Substitution,  welche  Za  nicht 
ändert  und  Za^i  in  Za^fi  umwandelt,  hat  die  Form 

(8)  ^0  =  I  ^y     ^aii--{i)-^{iY\         (ß^F  !)• 

Wenn  endlich  eine  Substitution  keins  der  z  ungeändert  lässt,  dann 
darf  bei  festem  p  und  r  in  mtvlrnl^  kein   a   bestehen,    welches   (7) 
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befriedigt;  denn  sonst  bliebe  ja  eben  z^  unberührt.  Dazu  ist  erforder- 
lich und  hinreichend^  dass  t  ^  1  (mod.  p)  und  q  nicht  durch  p  theil- 
bar  ist.  Hierdurch  geht  dann  v^  in  VioJ,  also  ViiOp  in  v^a^y^y  •  •  • 
über,  d.  h.  z^  in  z^^i^  femer  z^  in  z^  u.  s.  f  Es  giebt  demnach 
nur  die  Substitutionen 

(6)  5  =  (^1    ^8    •  •  •    ^P-I   ^p)  =  I  ^a       ^a  +  1  I 

nebst  deren  Potenzen,  welche  sämmtliche  Za  umstellen; 
(vgl.  §  572). 

Ausser  der  Einheit  kann  also  G  nur  Substitutionen  der  Form  (6) 
und  (8)  umfassen.  G  ist  demnach  mit  der  linearen  Gruppe  (§  533) 
identisch,  oder  eine  Subgruppe  derselben.  In  unserem  Falle  von  p  Ele- 
menten haben  wir  es  mit  dem  besonderen  Falle  der  metacyklischen 
Gruppe  zu  thun  (§  534). 

Die  Form  (8)  lässt  sich  noch  vereinfachen.     Es  ist  nämlich 

und  umgekehrt  lasst  sich  durch  diese  Substitution  in  Verbindung  mit 
(6)  wieder  (8)  herstellen.     Wir  können  deswegen  statt  (8)  nehmen 

(8«)  t^\ey    Zfly^        (y  =  0,l,2,...p-l). 

Bedeutet  nun  e  eine  primitive  Congruenzwurzel  für  den  Modul  |), 
so  können  wir  ß  =^  ef*  setzen  und  statt  (8*)  unter  Weglassung  des  z 

(8")  <=|y    c«y| 

schreiben.  Gesetzt  es  wäre  in  allen  vorkommenden  Substitutionen  von 
der  Form  (8»»)  die  hingeschriebene  diejenige,  bei  welcher  der  Exponent  a 
von  e  den  geringsten  Werth  annimmt,  dann  kommen  unter  den  Sub- 
stitutionen (8^)  nur  solche 

^*  ==  I  y       e«ay  j 

vor,  bei  denen  der  Exponent  ein  Vielfaches  von  a  wird.    Denn  käme  ein 

T  =  |y     e*y  I  (<Ja<ft<((J +  !)<*) 

vor,  so  folgte  gegen  die  Annahme 

xt-o^]^y    g6-aa.y|         (0<6  — <ja<a). 

Es  sind  somit  alle  Substitutionen  von  der  Form  (8^)  Potenzen 
einer  unter  ihnen.  Diese  Substitutionen  sind  die  einzigen  der  Gruppe, 
welche  Zq  ungeändert  lassen.  Wir  wollen  das  a  in  (8^)  als  den  kleinst- 
möglichen  Exponenten  auffassen.  Somit  erkennen  wir:  Die  Gruppe  G 
einer  auflösbaren  Gleichung  f{z)  =  0  des  Primzahlgrades  p 
kann  aus  den  beiden   Substitutionen  unter  den  Zu 
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gebildet  werden.  Dabei  bedeutet  e  eine  primitive  Gongruenz- 
Wurzel  für  p,  Ist  h  die  niedrigste  Zahl;  für  welche  ah  durch 
(P — 1)  theilbar  wird,  so  ist  die  Ordnung  der  Gruppe  G 
gleich  P'Jcj  also  stets  ein  Theiler  von  p{p  —  1).  Für  Ä^=p  —  1 
geht  die  Gruppe  in  die  metacyklische  über. 

Ist  r  ein  Theiler  von  (p  —  1),  so  liefern  die  Substitutionen 


einen  autojugen  Theiler  von  (9). 

Der  letzte  Satz  folgt  daraus,  dass  V  durch  s  und  t  transformirt 
bis  auf  Potenzen  von  s  in  sich  übergeht.     Man  hat  nämlich 

s-H's  =  I  w  +  1     w  I  •  I  w    ef^'-u  \'\u    w+1|  =  |m+1     ef^'u  +  1  | 

=  I  u    ef^'u  +  1  —  e«'- 1 ; 
t-^t'i=\efu   u\'\u    e^'-tt    •  I  M    e-w  I  =  I  e«tt    6«''+«m  I  =  I  w    c«'"wl. 


Wir  können  auch  umgekehrt  sagen,  dass  jede  durch  (9)  ge- 
bildete Gruppe  G  die  Gruppe  einer  auflösbaren  Gleichung 
des  Primzahlgrades  p  ist.  Den  Beweis  stützen  wir  darauf,  dass 
alle  Compositionsfactoren  für  G  Primzahlen  werden.  Ist  nämlich  k 
in  seine  Primfactoren  zerlegt  =  9i  ^2  ^s ' ' '  ?  ^^^  betrachten  wir  zuergt 
die  Gruppe  G^ 

(10*)  ^-r     I, 


so  ist  diese  autojug  in  G  mit  dem  Compositionsfactor  g^.  Ferner 
betrachten  wir  die  Gruppe  G^ 

(10-)  '  =  !"  "  +  ^l' 

von  welcher  Aehnliches  hinsichtlich  G^  gilt^  u.  s.  f.  So  kommt  man  zu 
der  Gompositionsreihe  6r,  G^j  G^y  G^,  -  -  -,  welche  mit  der  aus  den  s" 
gebildeten  Gruppe  K  schliesst.  Hierdurch  ist  die  Behauptung  erwiesen, 
da  auch  diese  Gruppe  K  in  der  vorbeigehenden  autojug  wegen 

t^^st  =  I  e^^u    u    '  \u    w  +  1  I  •  I  w    c**u  I  =  I  e**'u    c*«(!i  +  1)  | 
wird,  und  da  alle  Compositionsfactoren  Primzahlen  sind. 

Netto,  Algebra.  U.  28 
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§  613.  Wir  bilden  eine  zur  arithmetischen  Gruppe  K=  [5^,  s,  s^,  •  •  •] 
gehörige^  d.  h.  bei  der  Substitution  \u  m  + 1 1  unveränderliche  Function 

9(^17  ^2>  *' '))  ^^^  ^^^  ^  ^^^  natürliche  Folge  der  Indices  cyklisch. 
Die  Anzahl  der  Werthe,  welche  tp  unter  dem  Einflüsse  von  G  annimmt, 
ist  gleich  Tc.  Die  durch  G  unter  diesen  Werthen  hervorgerufenen  Um- 
stellungen bilden  nach  §  577  eine  zu  G  isomorphe  Gruppe  JT;  und  zwar 
ist  r  die  Gruppe  derjenigen  Gleichung,  von  welcher  die  k  Werthe  9^, 
^^,' ' '  fpk  2Ü&  Wurzeln  abhängen. 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass  F  eine  cyklische  Gruppe  wird, 
so  dass  also  die  9i  >  92 ;  '  * '  7^  selbst  Wurzeln  einer  cyklischen 
Gleichung  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  ordnen  wir  die  Substitutionen  von  G  in  das 

Schema 

1 ,   s   ,  s^   ,  •  •  •  s^-^ 

t,   st ,   s^t  ,  •  •  •   sP-^t 


ein;  zu  den  einzelnen  Zeilen  gehören  die  Functionalwerthe 
Es  fragt  sich,  was 

(11)  9^tfi9    9/aa^,    9>t^^tfi>    '"    9>,*-l/r^ 

Worden  wird.     Nun  ist,  wenn  wir  y  =  ac^/*  setzen, 

und  demnach 

ts^t^  =  t^-h^sy,     f^t^^  ifi+^sr,  .  • . . 

Folglich  ist  (11)  identisch  mit 

und  damit  ist  gezeigt,  dass  JT  eine  cyklische  Gruppe  ist. 

Lost  man  zuerst  diese  auf,  dann  reducirt  sich  G  auf  K.  Darans 
erkennt  man:  Die  Auflösung  jeder  auflösbaren  Gleichung  von 
Primzahlgrad  p  wird  durch  die  successive  Lösung  zweier 
cyklischen  Gleichungen  bewirkt,  von  denen  die  eine  als 
Grad  einen  Theiler  von  (p — 1)  oder  (p  —  1)  selbst  und  die 
andere  als  Grad  die  Primzahl  p  hat. 

Wir  werden  uns  bald  mit  solchen  Functionen  (p{^i,  ^2y  " '  ^p) 
genauer  beschäftigen. 
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§  614.  AdjuDgiren  wir  einer  auflösbaren  irreductiblen  Gleichung 
f{e)  =  0  des  Primzahlgrades  p  zwei  beliebige  ihrer  Wurzeln,  etwa 
Za  und  0ßj  dann  wird  durch  diese  Adjunction  die  Gruppe  der  Gleichung 
auf  den  Complex  derjenigen  unter  ihren  Substitutionen  reducirt,  welche 
Za  und  Zfi  nicht  andern,  d.  h.  auf  1. 

Demnach  ist  nach  dieser  Adjunction  jede  beliebige  Function 
rational  bekannt;  insbesondere  gehört  jedes  Zy  dem  Bereiche  (9%;  Za^  si^) 
an,  d.  h.:  Man  kann  jede  Wurzel  Zy  als  ganze  rationale  Func- 
tion von  Za  und  z^  darstellen,  mit  Coefficienten,  die  dem 
gegebenen  Rationalitätsbereiche  (91)  angehören 

(12)  Zk  =  9h(ZayZß)        (*  =  1,2,  ...;>). 

Wir  wollen  als  ümkehrung  zeigen:  Wenn  für  alle  Wurzeln  z^, 
hj'''^p  öiiier  irreductiblen  Gleichung  von  Primzahlgrad  die 
Beziehungen  (12)  für  beliebige  a,  ß  herrschen,  dann  ist  sie 
auflösbar.  Gehen  wir  von  der  Voraussetzung  dieses  Satzes  zu  den 
für  die  Gruppe  G  der  Gleichung  daraus  folgenden  Eigenschaften  über, 
so  sehen  wir  erstens,  dass  G  transitiv  ist  (§  567);  und  zweitens,  dass 
G  ausser  der  Einheit  keine  Substitution  besitzt,  die  Za  und  z^  nicht 
umstellt;  dabei  sind  a,  ß  beliebige  Elemente.  Es  besitzt  also  G  ausser 
der  Einheit  keine  Substitution,  welche  zwei  Elemente  nicht  umstellt. 
Nach  §  572  giebt  es  also  nur  {p  —  1)  Substitutionen  in  G,  die  alle 
Elemente  umsetzen,  und  diese  Substitutionen  werden  cyklisch  sein,  da 
sonst  passend  gewählte  Potenzen  einige  Elemente  nicht  ändern  würden. 
Die  Substitutionen,  welche  alle  Elemente  vertauschen,  sind  demnach 
Potenzen  einer  einzigen 

^  =  (^1    ^2   •  •  "    ^J»-l    ^p)  =  I  W       W  -[-  1 


Ausser  diesen  Potenzen  giebt  es  nur  noch  Substitutionen  von 
(p  —  1)  Elementen.  Es  sei  t  eine  solche,  welche  Zp  nicht  umsetzt. 
Dann  muss  t--^st  =  sf^  werden,  also  muss  t  die  Umstellung 

\^a    Ha    ha    "  '    V 

hervorrufen;  d.  h.  man  hat 

.       i  =  {Zi    Za    Za^  ''')•"''=  \U       ttU\. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gruppe  der  Gleichung  die  metacyklische 
ist  oder  unter  der  metacjklischen  steht.  Folglich  ist  die  behauptete 
Umkehrung  bewiesen:  Wenn  alle  Wurzeln  einer  irreductiblen 
Gleichung  von  Primzahlgrad  p  sich  durch  zwei  beliebige 
Zu,  z.i  rational  darstellen  lassen,  ist  sie  auflösbar. 

28* 
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Aus  dem  zu  Beginn  des  Paragraphen  aufgestellten  Satze  folgt 
noch  eine  weitere  Eigenschaft  auflösbarer  Gleichungen  eines  Primzahl- 
grades^).  Enthält  nämlich  der  Bationalitätsbereich  (9%)  nur  reelle 
Grossen,  und  sind  zwei  der  Wurzeln  von  f{g)  =  0,  etwa  Za  und  z^ 
reell,  dann  zeigt  (12),  dass  alle  Wurzeln  reell  sind.  Eine  auflös- 
bare irreductible  Gleichung  des  Primzahlgrades  p  hat  ent- 
weder eine  oder  p  reelle  Wurzeln,  wenn  der  Rationalitäts- 
bereich nur  reelle  Grössen  umfasst.  Wir  finden  dies  bei  den 
Gleichungen  dritten  Grades  bestätigt.  Von  den  Gleichungen  fünften 
Grades  können  also  solche  irreductiblen,  welche  nur  zwei  complexe 
Wurzeln  haben,  nicht  auflösbar  sein. 

§  616.  Wir  gehen  nun  auf  die  Form  (17)  §  598  der  Wurzehi 
einer  auflösbaren  Gleichung  f(js)  »=  0  eines  Primzahlgrades  p  zurück 


1               1                           1 

z,  =  m^  +  Bl      +B[       +...  +  b;_^ 

11                                                  1 

(13) 

0,  =  m,  +  B>  +  B>'    +  •  •  •  +  R^-^cy'"-' 

11                                                       1 

e^  =  mo  +  E^o)^  -f.  B/'ß,«*  -| (.  Äj_ga)>*''"' 

wobei 

1                   1                                 1 

(14) 

B^-v„    Rl  -  m,{Bo)  •  v[,    B;  -  m^,iR,)  ■  vi' , 

gesetzt 

war.    Aus  (13)  folgt 

1 

1 

(15)  ^1  =j\ßo  +  «i"~'  +  et<o-*'  -\ ], 


Wenden  wir  auf  i^,  -^7  *  *  *  ^^  cyklische  Substitution  \u  u-f-l  | 
an,  so  bleiben  diese  Grössen  ungeändert.     Sie  sind  somit  cyklisch  f&r 

die  Folge  g^,  e„  0„  ■•  ^P-i- 


*)  L.  Kronecker,  Berl.  Ber.  1856,  14.  April,  p.  204. 
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Wenden  wir  dagegen  auf  die  Grössen  (15)  die  Substitution 


(16)  \u    e-^u 


an,  so  geht  dabei  jedes  Ei  in 

über.     In  der  Summe  können  wir  k  durch  he  ersetzen,  weil  k  und  he 
gleichzeitig  alle  Beste  mod.  p  durchlaufen;   dann  zeigt   es   sich^   dass 

umgewandelt    wird.      Es    ruft    also    (16)    eine     cyklische    Ver- 
schiebung von 

A       _L  JL 

in  der  angegebenen  Reihenfolge  hervor. 

Wir  betrachten  nun,   indem  wir  einfach  m  statt  m«  setzen,    die 
Beziehung 


und  bemerken  dabei,  dass  R^  gemäss  §  595  von  Null  verschieden  ist. 
Die  Substitution  (16)  liefert  daraus 

JL  JL 

1  ^ 

(17)  R]=m(IQ-R;        , 


und   aus    ihrer   Oombination   entsteht,    wie   leicht    zu   sehen   ist,    die 
Gleichung 

(17»)  R^    P      =m'''-\R^)^m'''-'\R,)'''m(Rp-,), 

Wir  wählen  jetzt  eine  solche  primitive  Congruenzwurzel  «,  dass 
(eP-i  —  1),  welches  stets  durch  p  theilbar  ist,  keine  höhere  Potenz 
von  p   als  Factor  enthält.     Das   ist   stets   möglich;   denn   wenn  jene 
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Differenz  durch  jp*  getheilt  werden  kann^  wird  (p  -^  ey~^  —  1  sicher 
nicht  p^  enthalten^  weil  ja 

{p+ey-^ —  ß^~^  ^^P{p  —  1)  •  ^''"^     (mod.p^) 

wird.     Wir  setzen  dann,  indem  wir  den  Factor  p  heraustreten  lassen, 

e^-^  —  1  =pq 
und  wählen  t  so,  dass 

g'^  +  1  ~  0     (mod.  jp) 

=  p  .  r 

wird.     Das  ist  erlaubt,  weil  q  theilerfremd  zu  p  ist.     Danach  wird 

.  1  —  e^^^  pqt       . 

t =  —  ^^-^  =  1  —  pr : 

p  p  -^    ' 

und  setzen  wir  der  Abkürzung  halber 

(18)  c^  =  ^,    e^t  =  t^,    ...     eP-H  =  tp-.2, 

so  entsteht  aus  (17*)  durch  Ausziehung  der  p**°  Wurzel,  falls  ©'  eine 
JP**  Einheitswurzel  ist, 

(17")  bJ=  cX  •  w~^(JJo)  •  m~^(R,)  ■  ■  ■  m'iBp-.i) . 

Wir  wollen  zunächst  nachweisen,  dass  die  Grössen 

(19)  w'(JJo),  m'(i?i),  •••  m'(üp_,) 

alle  unter  einander  verschieden  sind.  Gesetzt,  es  wäre  fn*{Ba) 
=  m^(Eb),  so  zeigt  (16),  dass  auch  m*(Ra-\-i)  =  m*(Rt^i)  ist,  u.  s.  f. 
Man  schliesst  nach  bekannter  Weise,  dass  es  einen  kleinsten  Index  a 
giebt,  für  welchen  fnf{Ba)  ==  w'(Üq)  wird,  dass  femer  a  ein  Theiler 
von  {p  —  1)  ist,  und  dass  endlich 

m'(J?,)  =  m'(iia+i)  =  m'(E2„+0=  ' ' ' 


wird,   wobei  die  Werthe  in  den  verschiedenen  Zeilen   unter  einander 
verschieden  sind.    Benutzt  man  dies  für  (17^),  so  tritt  auf  der  rechten 


Seite  zu  ^^(iip—a)  der  Exponent 


k<+4  +  <8a  +  --]  =  [i  +  e«  +  e««+--]  =  ^V— r  =  ^o-p; 

*"  e    —  1 


ebenso  zu  mP^Bp^i)  der  Exponent 
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u.  s.  w.     Dabei   sind  1^0?  ^o  ^2?  *  *  *   ganze  Zahlen   (Gauss,  Disquisit. 
arithm.  §  79). 

Folglieh  entsteht  an  Stelle  von  (17^)  die  Relation 

Ebenso  erschliessen  wir  durch  Anwendung  von  (16) 

R^  =  (d'JB;.  m*»(Uo)  •  m^{Ba-.x)  •  •  •  m—Hß,), 


Nach  (13)  und  (14)  wären  also  alle  Wurzeln  e^  schon  im  Bereiche 
(^29  ^'39'  'S  ^)  i^tional  darstellbar,  was  nach  unseren  Voraussetzungen 
über  die  Reductionen  der  Kette  unmöglich  ist  (§  594).  Damit  ist  be- 
wiesen, dass  die  Grössen  (19)  unter  einander  verschieden  sind.  — 

.Wir  setzen  nun 

(19»)       m'(Bo)  =  ao,     w'(i?J  =  ai,    ...     m'(B^_,)  =  «^-2, 

dann  sind  dies  Wurzeln  einer  cyklischen  Gleichung  des 
Grades  (p  — .  1). 

Denn  Bq,  11^  -  -  iZp-2  sind  es,  weil  ihre  cyklischen  Functionen 
für  die  aus 

\u    M  -}"  1  I     ^^^     I  ^     ^^1 

entstehende  Gruppe  von  f{z)^=Q  unverändert  bleiben  und  also  be- 
kannt sind  (§  527).  Mit  Hülfe  des  Theorems  aus  §  528  geht  man 
dann  zu  (19*)  über. 

Da   die   Grössen   (19*)    von  einander   verschieden    sind,    so   kann 

man  auch  jRj  rational  durch  a^,  ebenso  B[  rational  durch  a^,  u.  s.  w. 
in  ^der  Gestalt 

JA,'' =  a> (ao) ,  K=9{a,),   ■■■ 

ausdrücken,  wie  das  aus 

(«-«„)(«-<) . . .  [-A_  +  ^-^t-  + . . .]  =  ^(«) 

in  vielfach  benutzter  Schlussweise  folgt.     Zu  dem  O  woUen  wir  den 
Factor  ©'  aus  (17**)  ziehen. 
Man  hat  somit 

1  /  gP— ^      f^zf         1.  L    \ 

B^=0{aQ)\a^^    .  a^  "    -    -  a^^^  -  a^^J , 

(20)  ±  /  eP-^       gP-8  €_  1\ 

B^  =  a>(ai)  '\a^^    '  a^^    ...  a/'-«  •  </    , 
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wobei   ttQy  a^,  a^f '  ' '  ap^2  die  Wurzeln   einer   cyklischen  Glei- 
chung des  Grades  (p  —  1)   bedeuten. 

Dieser  üebei^rang  von  den  R  zu  den  a  ist  deswegen  von  Wichtig- 
keit, weil  zwischen  jenen  gewisse  Relationen  (17)  bestanden,  während 
die  a  willkürlich  sind.  Denn  wir  werden  nachweisen:  Bedeuten  um- 
gekehrt die  €io,ciit'-  die  Wurzeln  einer  beliebigen  cyklischen 
Gleichung  (p  —  1)**°  Grades,  wobei  die  Ordnung  a^,  »i,  •  •  •  mit 
derjenigen  der  charakteristischen  Substitution  (a^ai  •  •  *  ap.g) 
der  Gruppe  der  Gleichung  übereinstimmt,  und  bildet  man 
^20)  und  (13),  so  sind  diese  letzten  Ausdrücke  die  Wurzeln 
einer  auflösbaren  Gleichung  p^^  Grades  mit  rationalen 
Coefficienten. 

Aus  (20)  ergiebt  sich  nämlich  sofort  die  Richtigkeit  der  Relationen 


woraus  folgt,  dass  wenn  JB^  vermöge  anderer  Deutung  der  p*^^  Wurzeln 

j_ 

in  der  ersten  Formel  aus  (20)  den  Factor  (o"  annimmt,  dann  JSf  den 

j_ 

Factor  ©•*  erhält,  R^  den  Factor  ci*'*  u.  s.  w.,  so  dass  nur  eine  cyk- 
lische  Vertauschung  der  Werthe  (13)  vor  sich  geht. 

Femer   sind  die   einzigen   unter   den  ax  erlaubten  Substitutionen 

die  cyklische   5  =  (aQOi- •  •  ap— »)   und  deren  Potenzen.     Wendet  man 

i-      JL  i. 

(a^^Oj  •  •  •  Op—s)   an,    dann    verschieben    sich    auch    B^,  R^,  •  •  •  1^-$ 

cyklisch,  und  dabei  geht  jedes  0^  in  z^^—i  über,  d.  h.  man  hat  zwischen 

den  0  die  Substitution 

(16)  \u    e^^ul. 

Denmach  giebt  es  für  die  Grössen  (13)  nur  die  aus 

u    M  -(-  1  I     und     I  tt    eu\ 


bestehende  Gruppe.    Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Die   in   (20)   abgeleitete  Form  gab  für   die  Gleichungen   fünften 
Grades  ohne  Beweis  Abel;  die  allgemeine  Form  hat,  gleichfalls  ohne 
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Beweis,  Kronecker  graben.     Der  erste  vollständige  Beweis  stammt 
von  H.  Weber*).    Diesem  sind  wir  gefolgt. 


Vierundsechzigste  Vorlesung. 
AnflSsbare  primitive  ftleicliaiigen  von  Primzahlpotenzgrad. 

§  616.  Wir  haben  in  §  608  gezeigt,  dass  es  ausreicht  statt  all- 
gemeiner auflösbarer  Gleichungen  solche  zu  behandeln,  deren  Orad 
eine  Primzahlpotenz  p*  ist;  aus  denselben  Ueberlegungen  folgt,  dass 
die  Gleichung  als  primitiv  vorausgesetzt  werden  kann,  da  anderenfalls 
eine  weitere,  früher  gleichfalls  behandelte  Reduction  des  Problems  vor- 
genommen werden  kann. 

Wir  nehmen  also  an,  f{z)'^0  wäre  eine  irreductible,  primitive, 
auflösbare  Gleichung  des  Grades  p^y  wo  p  eine  Primzahl  bedeutet  Die 
Gruppe  von  f(jf)=ssO  sei  G;  G  ist  primitiv;  und  wir  bezeichnen  mit 

(1)  G,  H,  J,  ...  K,   1 

die  Hauptcompositionsreihe  von  &,  so  dass  jede  der  Gruppen  der 
höchste  Theiler  der  vorhergehenden  wird,  der  zugleich  autojuger 
Theiler  von  G  ist. 

Keine  der  Gruppen  von  (1)  ist  intransitiv;  denn  nach  §  575  ist 
eine  zusammengesetzte  Gruppe  mit  autojugem  intransitiven  Theiler 
selbst  imprimitiv.  Die  Zerfallung  von  f(e)  in  Factoren  wird  daher 
erst  auf  dem  üebergange  von  K  zur  Einheitsgruppe  vor  sich  gehen. 
Zwischen  K  und  1  können  sich  Glieder  der  Compositionsreihe  von  G 
einschieben 

(!•)  . . .  ü:,  k^^),  k^^\  . . .  is:^^),  1 ; 

alle  diese  gehören  zu  gleichen  Gompositionsfactoren,  welche,  da  f(z)  =»  0 
auflösbar  ist,  gleich  der  Primzahl  p  werden.  Nach  §  556  bildet  die 
Gesammtheit  der  Substitutionen  von  K  einen  vertauschbaren  Complex; 
d.  h.:  K  ist  eine  Abersche  Gruppe,  deren  p^  Substitutionen 
durch 

(2)  s-<tf^<.--<         (a,^,y,...£  =  l,2,...p) 

dargestellt  werden  können. 


♦)  Abel,  Brief  an  Grelle;  Werke,  6d.  Sylow  et  Lie  2,  p.  266.    Kronecker, 
Berl.  Ber.  1863,  10.  Juni.    Weber,  Marburger  Der.  1892,  p.  3;  Algebra  I,  p.  638. 
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Wir  bezeichnen  nun  eine  der  Wurzeln  z  mit  ;?o,o,  o,  wobei  X  In- 
dices  auftreten  sollen^  und  diejenige  Wurzel,  in  welche  ^o,o,-o  durch 

(2)  übergefahrt  wird,  mit  0«/*    «.     Gehört  ferner 

^1  —  <^1  ^2  ^S    •      •  ^X 

ZU  IT,  so  wird  diese  Substitution  ;eroo.  o  ii^  Za^^iy*^  umwandeln  und 
(ss^  ruft 

hervor.     Daraus  erkennt  man,  dass  wir  in  analytischer  Darstellung 

(3)  s  ^:  !  Wi,  Ug,  •  •  •  w^     ^1  +  «;  W2  +  /3,  •  •  •  w^  +  fi  I     (mod.i>) 

setzen  können.     Zugleich  folgt,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln 

^a/*....  (a,/J,  •••£  =  1,2,  ..-i?) 

gleich  ^  wird,  d.  h.  dass  j>*  der  Grad  der  vorgelegten  Gleichung,  und 
also  ^  =  X  sein  muss.  Femer  erkennt  man,  dass  bei  dem  Uebergange 
in  (1*)  von  jeder  der  Gruppen  K  zur  folgenden  eine  Zerfällung  von 
f{z)  eintritt. 

Aus  (8)  ersieht  man,  dass  K  gleich  der  arithmetischen  Gruppe 
oder  gleich  einem  ihrer  Theiler  ist.  Bei  einem  Theiler  aber  würde 
einer  der  Indices  nicht  geändert  werden,  da  ein  Theiler  nur  dadurch 
entstehen  kann,  dass  einer  oder  mehrere  der  Exponenten  in  (2)  nicht 
von  Null  verschieden  werden.  Es  fällt  also  K  mit  der  arith- 
metischen Gruppe   der  Ordnung  p^  zusammen. 

§  617.  Nun  wissen  wir  aus  §  553,  dass  die  linearen  Substitutionen 
die  einzigen  sind,  welche  die  arithmetische  Gruppe  in  sich  selbst  trans- 
formiren.  Solche  Substitutionen  sind  demnach  gleichzeitig  die  einzigen, 
welche  in  G  vorkommen  können,  da  G~^KG  =  K  sein  muss.  Das 
zeigt  uns:  Jede  auflösbare  primitive  Gleichung  des  Grades  p^ 
hat  eine  Gruppe,  welche  in  der  linearen  Gruppe 

(4)  I  u^    agiUi  -|-  a^iUi  -| 1-  a^^u^  +  d^\         (p  =  1,  2,  •  •  •  A) 

des  Grades  p''  enthalten  ist. 

Will  man  nun  alle  zu  auflösbaren,  primitiven,  irreductiblen  Glei- 
chungen des  Grades  p  gehörigen  Gruppen  construiren,  so  kann  der 
weitere  Gang  der  Untersuchung  der  folgende  sein.  Bestimmt  man  die 
Grössen  d^,  d^f ' ' '  **  durch  die  Congruenzen  (mod. jp) 

(5)  a^idi  +  a^2*2  H h  »?x*x  ^d^        (p  =  1,  2,  •  •  •  «), 

so  kann  man  (4)  als  Product 

(6)  I  u^    a^iui  -\ 1-  a^xWx  \'\ug    u^  +  *^  I         (?  =  1;  2,  •  •  •  x) 
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darstellen;  und  diese  Bestimmung  ist  stets  möglich,  weil  für  eine  wirk- 
liehe  Substitution  (4)  die  Determinante  der  linken  Seiten  von  (5)  nicht 
durch  p  theilbar  ist.  Aus  (6)  ersieht  man  dann,  dass  man  die  Er- 
vreiterung  der  arithmetischen  Gruppe  nur  durch  homogene  lineare  Sub- 
stitutionen zu  bewirken  braucht. 

Es  muss  also  zunächst  zu  K  eine  homogene  lineare  Substitution 
hinzugenommen  werden,  von  der  eine  Primzahlpotenz  =  1  wird.  Da- 
durch entsteht  in  der  Compositionsreihe,  die  wir  von  rechts  her  zu 
construiren  haben,  die  vorletzte  Gruppe.  Damit  muss  wiederum  eine 
Substitution  verbunden  werden,  von  der  eine  Primzahlpotenz  in  der 
eben  erhaltenen  vorletzten  Gruppe  vorkommt,  u.  s.  w.  so  lange  diese 
Operation  fortgesetzt  werden  kann. 

Das  so  fixirte  Problem  lässt  sich  aber  sofort  dadurch  verein- 
fachen, dass  wir  die  Betrachtungen  auf  die  homogene  lineare  Gruppe 
beschränken. 

Die  Gruppe  K  der  Substitutionen  (3)  ist  nämlich  autojug  in  G; 
wir  können  daher  eine  Pactorgruppe  G/K  nach  den  Vorschriften  des 
§  559  construiren.  Wenn  wir  daselbst  in  der  Formel  (13)  för  die 
dortigen  Substitutionen  1,  ä»,  Ss,  •  •  •  unsere  (3)  nehmen,  dann  folgt, 
dass  die  dortigen  Sg,  s^  durch  die  hier  auftretenden  homogenen  Sub- 
stitutionen von  G  ersetzt  werden  können,  and  dass  die  Composition 
der  Elemente  von  G/K  direct  durch  die  Multiplication  dieser  homo- 
genen Substitutionen  ersetzt  werden  darf. 

G/K  kann  demnach  direct  als  Gruppe  der  in  G  enthaltenen 
homogenen  Substitutionen  aufgefasst  werden.  Somit  hat  diese  Gruppe 
auch  nur  Primzahlen  als  Gompositionsfactoren  und  ist  also  auflösbar. 

Statt  also  G  zu  construiren,  construiren  wir  die  allgemeinste 
primitive,  auflösbare,  homogene  Gruppe  G/K  und  verbinden  sie  mit 
den  Substitutionen  (3)  von  K. 

Wir  wollen  die  dabei  einzuhaltende  Methode  an  dem  Beispiele 
X  =  2  darlegen,  oder  mit  anderen  Worten,  wir  wollen  die  allgemeinen 
Typen  aller  primitiven,  auflösbaren  Gleichungen  der  Ordnung  jp*  fest- 
stellen, wo  p  eine  Primzahl  bedeutet*). 

§  61 8,  Wir  betrachten  in  der  auflösbaren  allgemeinen  Gruppe  G  der 

t  hj  k     (\h  +  \ky  a^h  +  \k  \     (mod.  j)) 

die  letzte  Gruppe  N  der  Hauptcompositionsreihe,  welche  nur  unter 
einander  vertauschbare  Substitutionen  enthält.  Eine  solche  ist  sicher 
vorhanden  und  von  der  Einheit  verschieden  (§  556,  Schluss).    Sie  ent- 


•)  C.  Jordan,  Journ.  de  math.  (2)  IS  (1868),  p.  111. 
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hält,  falls  G  allgemein,  d.  h.  in  keiner  anderen  von  gleicher  Eigen- 
schaft enthalten  ist,  alle  Substitutionen 

(7)  Sa=\h,k    ah,aJc\        (a  =  0, 1,  •••!)  — 1). 

Denn  gehörte  ein  Sa  nicht  zu  G,  so  könnte  man,  da  die  Sa  mit 
jeder  Substitution  vertauschbar  sind,  eine  solche  Potenz  sl  von  Sa 
bestimmen,  dass  eine  Primzahlpotenz  derselben  zu  G  gehörte.  Dann 
wäre  auch  [G,  sl]  auflösbar  und  allgemeiner  als  G,  was  den  Annahmen 
widerspricht. 

In  N  kommen  demnach  alle  Substitutionen  (7)  vor.  Wir  be- 
trachten zunächst  den  Fall,  dass  N  ausser  den  Sa  noch 
weitere  Substitutionen  enthält. 

Es  sei  t  eine  weitere  zu  N  gehörige  Substitution.  Wir  können 
sie  ohne  Bedenken  in  der  Normalform  (§  537)  zu  Grunde  legen;  denn 
durch  die  Transformation,  welche  eine  beliebige  Substitution  in  ihre 
Normalform  überführt,  werden  die  Sa  immer  nur  wieder  in  sich  selbst 
transformirt  werden. 

Je  nach  der  Normalform  haben  wir  verschiedene  Fälle  zu  betrachten. 

I)  Es  sei  t=\h,Jc    ah^bk-^-akl,  wo  &=|=0  sein  soll. 

Ist  nun  eine  willkürliche  Substitution  von  N 

t  =\h,  k    fiÄ  -(-  vkf  fi^h  +  Vj^k 
und  also 

so  wird 


Dies  muss  aber,  weil  t  mit  t  vertauschbar  ist,  wie  dies  aus  der 
Annahme  über  N  folgt,  wieder  =»  t  werden.  Vergleicht  man  beide 
Formen,  so  ergiebt  sich  v  =  0,  und  alle  Substitutionen  von  N  haben 
die  Form 

Es  sei  femer 

6  =    hj  k    mh  +  nk,  m^h  +  n^k  \ 

irgend  eine  Substitution  der  auflösbaren  Gruppe  G]  dann  muss  ö-'^tö 
von  der  Form  r  werden,  da  G'~^NG  =  N  ist.  Vergleicht  man  in 
ähnlicher  Weise  wie  soeben  die  beiden  Formen,  dann  entsteht  n  =  0, 
und  alle  Substitutionen  von  G  haben  die  Form 

6  =  \h,  k    mh,  m^h  -[-  mk  |. 

Diese  Gruppe,  mit  den  Substitutionen 

k,k    Ä  -f  a,  i  +  /S  I 
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verbunden^  giebt  aber  keine  primitive  Gruppe.  Denn  yereinigt  man  alle 
Wurzeln  Zk^k  in  ein  System^  welche  das  gleiche  h  haben,  so  erkennt 
man  sofort,  dass  jede  Substitution  aUe  z  mit  gleichem  h  in  andere  e 
mit  gleichem  h  umwandelt.  Daher  fdhrt  die  Annahme  eines  solchen  t 
auf  keine  brauchbaren  Gruppen. 

II)  Es  sei  t=\hyh  ahy  h'k\y  wobei  a  und  h  reelle  Zahlen 
sind;  a=f=  6. 

Ist  nun  eine  willkürliche  Substitution  von  N 

so  wird  x—^tt  =  t.  Vergleicht  man  beide  Seiten,  so  ergiebt  sich 
V  =  0,  ^j  =  0;  jede  Substitution  von  N  wird 

T  =  I  Ä,  Ä     fAÄ,  vjc  I'; 

und  da  h  und  Tc  reelle  Indices  sind,  so  werden  auch  ft  und  v^  reelle 
Zahlen. 

Es  sei  femer 

tf  =  I  A,  Ä;    mh  +  wi,  mj^  +  n^lc  \ 

irgend  eine  Substitution  der  allgemeinen  Gruppe  Gy  dann  muss  6~^t6 
von  der  Form  %  werden,  da  G~^NG  =  N  ist.  Daraus  entnimmt  man 
ebenso,  dass  entweder 

w  =  0 ,    Wi  =  0    oder    w  =  0 ,    w^  =  0 , 

d.  h.  dass  bei  reellen  Goefficienten  m^,  m;  9»^,  n  unser  tf  entweder 

(8)  I  Ä,  i    wÄ,  WiÄ  I     oder     \h,  h    nk^  m^h  \ 

ist.  Hier  können  w,  n^]  n,  »ii  alle  Zahlen  1,  2,  •  •  •  jp  —  1  durchlaufen. 
Infolge  dessen  kann  man  die  zweite  Substitution  durch 

(9)  |Ä,  Ä    nJc/m^h\    h,  h    -^h,  ^Jc    =\h,k    k,h\ 

ersetzen. 

Dies  giebt  auch  wirklich  eine  auflösbare  Gruppe.  Denn  die 
I  A,  h  mh,  n^k  \  sind  unter  einander  vertauschbar;  und  \h,  k  ky  h\ 
ist  mit  der  durch  jene  gebildeten  Gruppe  vertauschbar: 

\h,k    k,  h  |~^  I  h,  k    mh,  n^k  \  \hy  k    kyh\  =  \hyk    njiy  mk  |. 
Wir  haben  also  einen  ersten,  aus 
\hy  k    Ä  +  a,  fc  -[-  /*  I ;     \hy  k    mh,  n^k  | ,     |  A,  Ä    ky  h\ 

bestehenden  Typus  für  G  erlangt;  a, /5  sind  =0,  1,-«|)  —  1, 
und  I»,  Wj  =  1,  2,  •  • '  p  —  1;  die  Ordnung  von  G  beträgt  somit 
2(p  —  lyjf'  (Die  Combinationen,  bei  denen  m  oder  n^  Null  werdenj 
mussten  bei  Seite  bleiben,  da  ja  die  Determinante  der  Substitution 
nicht  verschwinden  durfte.) 
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III)  Es  sei  endlich  ^==  |  ä,  fc  ah,  bJc  |,  wobei  a  und  b  con- 
jugirt  complexe  Zahlen 

a  =  r  +  sj,       b  =  r  —  sj'^ 
und  {f  =  N) 

h  =  hi  +  kj,     h  =  \  —  kj 

bedeuten,  und  wobei  N  ein  quadratischer  Nichtrest  für  p 
ist  (§  537). 

Es  gelten  alle  unter  II)  durchgeführten  Schlüsse^  denen  gemäss 
die  Gruppe  G/K  aus  allen 

I  Ä,  k     ah,  ak\,     \h,k     (r  +  sj)h,  (r  —  sj)k  \,     \h,  k    k,  h\ 

besteht.  Bringen  wir  diese  Substitutionen  auf  die  reelle  Form,  so 
ergiebt  sich 

1*1, *i    «*i;«^*il;     l*i;^'i    rh^  + sNk^,  sh^-jr rk^\ ,     W,k^    K,—K\j 

wobei  r,  s  beliebig  gewählt  werden  können,  falls  nur  die  Determinante 

(10)  r*  — s^JVeeO     (mod.2)) 

ist.  In  dieser  Form  ist  die  erste  Substitution  gleichfalls  enthalten,  da 
5  1:^0  gewählt  werden  kann-,  und  (10)  gestattet  im  Gknzen  (p^  —  1) 
Lösungen. 

Wir   haben    also    eineu    zweiten,   aus   den  Substitutionen 

\h,k    h  +  a,k  +  ß\,     \hyk    rh  +  sNk,  sh  +  rk\,     \h,k    h,—l' 

bestehenden  Typus  für  G  erlangt-,  a,  ß  sind  ==0,  1,-jp  —  I, 
und  r,  s  =  0,  l,---p  —  1,  falls  nur  die  Gombination  r  =  0, 
^  =  0  ausgeschlossen  wird.  Dabei  bedeutet  i^  einen  Nicht- 
rest für  den  Modul  p. 

Die  Ordnung  von   G  beträgt  daher   2{p^  —  l)jP*- 
Hiermit  ist  der  Fall  erledigt,  dass  die  höchste,  aus  unter  einander 
vertauschbaren  Substitutionen  bestehende  Gruppe  der  Hauptreihe  von 
G  eine  höhere  Ordnung  besitzt  als  (p  —  l)p^. 

§  619,   Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  dass  die  Gruppe  N 

ausser  den 

Sa=^\h,  k    ah,  ak 

keine  weiteren  Substitutionen  enthält. 

Der  Gruppe  N  möge  in  der  Compositionsreihe  als  Gruppe  höherer 
Ordnung  die  Gruppe  M  vorhergehen.  Es  sei  t  eine  zu  M  gehörige 
Substitution.  Wir  können  sie  ohne  Weiteres  in  der  Normalform  zu 
Grunde  legen  und  unterscheiden  nur  je  nach  der  Gestalt  derselben 
wieder  mehrere  Fälle. 
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.1)  Es  sei  t=\hjk  ah^bh-^akl,  wo  &  =4=  ^  ^^^^  ^^^l-  ^^^ 
Oruppe  M  entsteht  aus  der  Verbindung  Ton  t  mit  den  Sa-  Alle 
Substitutionen  von  M  haben  die  Form  t,   wenn  man  6  =  0   zulässt. 

Bedeutet  also 

6  =  \hy  k    mh 4- i^ky  m^h  +  f^k  | 

irgend  eine  Substitution  der  gesuchten  allgemeinen  Oruppe  G^  dann 
musSy  weil  ö'^^tö  entweder  zu  M  selbst^  oder  doch  zu  einer  dem  M 
ähnlichen^  in  der  vorhergehenden  Gruppe  der  Hauptreihe  enthaltenen 
M^  gehört^  diese  Transformirte  6~^t6  von  derselben  Form  wie  t  sein. 
Daraus  folgt,  wie  in  §  618  unter  I)^  dass  w  ^  0  und 

6  =  \hy  k    mhy  mji  +  n^k  \ 

wird.  Dieselben  Schlüsse  wie  dort  zeigen  uns  dann,  dass  G  imprimitiv 
ist.     Diese  erste  Annahme  ist  also  zu  verwerfen. 

II)  Es  sei  t=\h,k  ah,})k\,  wo  entweder  a  und  h  reelle 
Zahlen  sind,  a«|=&;  oder  wo  a  und  6  zwei  conjugirt  complexe 
Zahlen  a^=r-\-sjy  b  =  r  —  5;  bezeichnen. 

Die  Substitution  t  kann  nicht  für  jede  Substitution 

ij  =  ]^hy  k    mh  +  nkj  m^h  +  f^k  \ 

aus  G  der  Gleichung  <y— i<(j  =  ^*  genügen;  denn  sonst  würde  t  noch 
zu  N  gehören.     Es  giebt  also  ein  von  den  f^  verschiedenes 

welches  mit  den  s  vereinigt  die  Gruppe  M^  bilden  möge,  wobei  M=^M^ 
ist,  und  M  und  M^  der  in  der  Hauptreihe  von  G  nächsthöheren  Gruppe  L 
angehören.  Aus  diesem  letzten  Umstände  folgt,  dass  t^  und  t  bis  auf 
eine  Substitution  S/  von  i^  vertauschbar  mit  einander  sind;  d.  h.  man 
hat  ti^  =  t^tSf,  oder  ausführlicher  geschrieben 

\hyk    a ijLh  +  vÄ),  h {^h  +  v^^k)  \ 
=  \hy  k    afifh  +  bvfky  afi^fh  +  hv^fk  |. 

Demgemäss  müssen  die  vier  Gleichungen  erfällt  sein 

a(i  =  ayifj    av  =  ivf]     hfi^  =  aftj/*,     bv^  =  bv^f, 

Ist  nicht  gleichzeitig  ft  =  0,  1/^  =  0,  dann  folgt  hieraus  /*=  1, 
fti  =  0,  1;  =  0;  d.  h. 

ti=^\h,k    ftÄ,  v^k  I ;     ti^=  t^t. 

Das  kann  aber  nicht  für  alle  aus  t  transformirten  Substitutionen  möglich 
sein,  weil  sonst  die  den  Jf,  Jfi,  •  •  •  vorhergehende  Gruppe  L  der  Haupt- 
reihe aus  lauter  vertauschbaren  Substitutionen  bestehen  würde  und  dem- 
nach mit  N  zusammenfiele. 
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Es  ist  also  gleichzeitig  ft  »=  0,  v^^^^O,  und  also  (iiV  =^0.    Dies 
ergiebt 

Da  ferner^  wie  soeben  gezeigt  worden  ist,  nicht  bestandig  /*=  1  sein 

kann,  so  wird 

/•=_l5     6  =  — a. 

Es  muss  folglich  sein 

t  =\hy  k    ah,  —  öÄ  I ;      t^s=:  \h,  k    vk,  fi^h  |. 

Führt  man  hierin  statt  des  Index  h  den  durch 

TL 

ij  =B  —    mit    VT* :  ^.  f*!     (mod«  p) 

« 

bestimmten   Index   17   ein,   so   nehmen   für    vx  =  q    die   beiden   Sub- 
stitutionen einfachere  Formen  an.     Wir  können  danach  setzen 


(11) 


i=\hjk    ah,  —  ai  | ,     t^=^    h,  k    pi,  Qh  |. 


Hieraus  erhellt,  dass  t^  wie  tf  zu  .ST  gehören.  Folglich  ist  der 
Compositionsfactor  beim  Uebergange  von  Jlf  zu  ^  gleich 
Zwei;   ^*  =  s^,  <f  =  5^,. 

Die  Substitutionen  (11),  mit  den  s  von  N  vereinigt,  er- 
geben die  Gruppe  L  der  Hauptreihe,  welche  unmittelbar  vor 
N  steht.  Denn  jede  Substitution  von  L  muss  t  in  ein  tSa  und  ^  in 
ein  tis^j  transformiren.  Stellt  man  die  Bedingungen  hierfür  dar,  dann 
zeigt  sich,  dass  jede  mögliche  Substitution  von  L  durch  Multiplication 
einer  Substitution  (11)  mit  einem  s  aus  N  entsteht. 

Demnach  muss  jede  Substitution  der  allgemeinen  Gruppe  G  die 
Substitutionen  t,  ^  wieder  in  Substitutionen  von  L  transformiren.  Das 
giebt  zunächst  folgende  neun  Möglichkeiten.  Eine  beliebige  Substitu- 
tion V  von  6r,  die  nicht  zu  L  gehört,  wandelt  um 

1.        2.        3.         4.         5.         6.         7.       8.        9. 


^J 


in 


tSa 


tSa 


tSa 


ttiSa 


thSa    '    ttiSa 


tiSa 
tSfi 


tiSa' 


Von  diesen  Möglichkeiten  fallt  die  dritte  fort;  denn  bei  ihr  zeigt 
die  wiederholt  angewendete  Methode  der  Formvergleichung,  dass  die 
transformirende  Substitution  zu  L  gehört. 

Femer  fallen  die  1^,  5^,  9^  Möglichkeit  fort,  denn  bei  diesen 
würde  t  - 1^  ein  5  als  Transformirte  ergeben,  während  doch  ein  Sft  nur 
in  ein  Sf,  transformirt  werden  kann. 
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Ruft  ferner  die  Transformation  mit  einem  v^  aus  G  die  Um- 
formung 4  hervor,  so  wird  v\  die  Umformung  8  bewirken;  und  wenn 
ein  Vq  umgekehrt  8  hervorbringt,  so  liefert  vi  wieder  4.  Man  kann 
sich  also  auf  v^  beschranken,  und  Vq  kann  bei  Seite  gelassen  werden. 

Ruft  endUch  die  Transformation  mit  einem  v^  aus  G  die  Um- 
formung 7  hervor,  so  wird  v^^v^  und  vlv^  bezw.  6  und  2  bewirken. 

Wir  brauchen  also  nur  v^  und  v^  gemäss  den  Bestimmungen 

v-Hv^  =  ttiSay      v-H^v^  =  tS^', 

in  allgemeinster  Weise  zu  bestimmen,  um  G  zu  erhalten. 

Setzt  man 

Vj  =Ä  I  A,  fc    mh  +  nh,  m^h  +  n^^k  \ , 

dann  folgen  aus  (12)  für  die  nt,  n;  m^,  n^  die  acht  Bedingungen 

(lo) 

Qm^==^aßm     ,    pni=  —  a/5»;    Qm^=aßni^,    pw  =  —  aßn^  . 

Zunächst  zeigen  diese  Gleichungen,  dass  m,  ti]  m^,  n^  sämmtlich 

von   Null   verschieden   sind.     Die   erste  Zeile   von   (13)   zeigt   weiter, 

dass,  wenn 

j^  cz:  —  1     (mod.  p) 

gesetzt  wird,  wobei  wir  nunmehr  p  ^1  (mod.  4)  annehmen,  um 
ein  reelles  j  zu  erhalten, 

sein  muss.     Aus  der  zweiten  Zeile  entnimmt  man 

Wi=  +  ^;    H,  =  +  n. 

Durcli  Combination  mit  Sm  kann  man  daher  v^  auf  eine  Form  bringen, 
in  welcher  m  durcli  1  ersetzt  wird;  und  femer  darf  man  wegen  der 
Doppeldeutigkeit  von  j  setzen  n  =  —  j  und  also 

Vj=  I  Ä,  h    h—jk,  +(h+jk)  |. 
Weiter  liefert  (13)  die  Beziehungen 

und  da  man  statt  q  in  (11)  setzen  kann  —  aQ  und  statt  a  ebenda- 
HP  aa/S,  so  folgt  an  Stelle  von  (11),  wenn  man  noch  a  =  —  1, 
j3  s»  1  setzt, 

(11*)  <  =  !  Ä,  A;    jh,  —jk  I ,     t^=\h^k    jk,  jh  I ; 

^  i'i  =    A,  Ä     h  — jky  h  +  JA*  |. 

Netto,  Algebn.  U.  29 
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Dabei  ist 

vi  =  \h,k    (l-j)(h-\-k),il+j)(h-k)\, 

«»=|A,*    2(l-j)Ä,2(l-j)*|, 

SO  dass  1^  zu  JV  gehört. 

Verfährt  man  genau  so  mit  den  Bedingungen  der  zweiten  Zeile 
von  (12),  so  findet  man 

(14)  v^  =  \h,k    h  +  k,h  —  Jc\, 

so  dass  vi  zu  N  gehört. 

G  setzt  sich  also,  wenn  pE^l  (mod.  4)  ist,  aus  den  Sub- 
stitutionen 

h,k    h  +  a,k  +  ß\,        {a,ß^O,l,--p-l)', 
h,k    aJi,ak\,  (a==l,2,---p  —  1); 

Ä,  k    jh,  —jk  1 ,  1     /      j     ^ 

Ä,  *    h  +  k,h  —  k\ 

zusammen  und  besitzt  daher  die  Ordnung  24  (p  —  l)l>^  Dies 
ist  der  dritte  Typus. 

Dass  diese  Gruppe  wirklich  den  Bedingungen  der  Auflösbarkeit 
entspricht,  ist  leicht  zu  sehen. 

Im  Falle  p^3  (mod.  4)  müssen  wir,  um  eine  reelle  Form  zu 
erhalten,  anders  verfahren.  In  diesem  Falle  ist  — 1  ein  Nichtrest  mod.p, 
und  aus  §  537,  S.  292,  Z.  10  folgt  leicht,  dass  man 

t=\h,k    ah  —  ßk,ßh  +  ak\ 

als  Normalform  nehmen  kann.     Femer  sei 

^  =  I  Ä,  Ä;    fAÄ  +  vkf  fijÄ  +  v^k 


und  wir  suchen,  unter  welchen  Bedingungen,  wie  oben,  tti  =  tits/  wird. 
Man  findet 

a^  —  /Jfti  =  aiif  +  ßvf  ,      av  —  ßv^  =  avf  —  ßi^f  , 
«fh  +  /Jf*  =  «fti/'+  ß'^ify     ««'i  +  /*v  =  avj—  ßflj. 

Bildet  man  die  Determinante  dieser  vier  in  fi,  i/;  fi^,  t;^  linearen  Glei- 
chungen, so  folgt  aus  deren  Verschwinden  bei  reellen  Grössen  f==ly 
oder  /*=  —  1,  «  =  0.  Das  Erste  kann  ebenso  wenig  stets  vorkommen 
wie  oben.  Es  muss  also  einmal  der  zweite  Fall  eintreten.  Hier  kann 
dann  weiter  durch  Gombination  mit  einem  s^ 

^  ==  I  Ä,  ÄJ    —  k,  h\ 
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angenommen  werden;  und  daraus  ergiebt  sich  als  nothwendige  Form 

Nun  ist  ^*  =  I  Ä,  A  — A,  — Ä  I  zu  JV"  gehörig;  also  muss  das 
Gleiche  mit  tf  stattfinden;  dies  ist  auch  in  der  That  der  Fall. 

Die  weiteren  Entwickelungen  verlaufen  den  oben  gegebenen  ganz 
analog;  es  reicht  für  die  Gonstruction  von  G  aus^  zwei  Substitutionen 
t7|  und  t;^  zu  finden^  welche  den  Bedingungen 

v-^tv^  =  htSa ,     V^^Vi  =  ts.i ; 
bezw. 

genügen.     Setzt  man^   um  zunächst   die   zweite   dieser  Substitutionen 
zu  bestimmen, 

so  zeigt   sich,   dass  die  vier   nöthigen  Relationen,   welche  der  ersten 
Forderung  entsprechen, 

—  m^=  (wft  +  wv)a,      —  71^=  (mv  —  nv)a; 
m  =  (mi|x  + Wji/)«,  n  =  (w^v  —  ^if^)^ 

nur  zu  befriedigen  sind,  wenn 

«*  (^*  +  ^0  =^  —  1     (mod.  p) 
wird.     Das  lasst  sich  für  jp  r=  3  (mod.  4)  stets  erfüllen.     Sind  fi^,  Vq 
Losungen  von 

^0  +  ^  =  — 1     (mod.!?), 

so  kann  man  direct  fi'^^o;  ^=^^o;  ^  =  1  setzen.     So  kommt  man 
auf  das  Resultat 

^2  =  |Ä;  *     ^*  +  (vo+l)*;  K  — 1)Ä  — ^0*1- 
Auf  ahnliche  Weise  gelangt  man  zu 

Es  setzt  sich  also,  wenn  pEr^  —  1  (mod.  4)  ist,  G  aus  den 
Substitutionen 

iÄ,Ä  h  +  a,k  +  ß\,         (a,^  =  0,l,...i>-l); 

I  Ä,  Ä;  aÄ,  aÄ;|,  (a=l,2, ---jp  —  1); 

1  A,  Ä;  — Ä;,  h  |, 

|A,  *  f*o*  +  «'o*^>^o*  — f*o*l;         (f*J  +  ^  =  --l     mod.jp); 

,h,h  — (l  +  ftoVo)*  +  (/*o  — *^)*;  («'o  +  f*o)*  +  (f*oVo— f*o  +  n)*|; 

|A,  k  f*o*  +  K+l)*;  K— 1)*  — f*o*l 
zusammen  und  besitzt  daher  die  Ordnung  24t(p  —  l)i>^ 

29* 
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Es  bliebe  noch  übrig,  nachzuweisen,  dass  die  abgeleiteten  Typen 
nur  primitive  Gruppen  ergeben,  und  Untersuchungen  über  ihre  All- 
gemeinheit und  Unabhängigkeit  von  einander  anzustellen.  Das  wollen 
wir  aber  übergehen  und  verweisen  nur  auf  die  1.  c.  von  C.  Jordan  in 
diesen  Beziehungen  aufgestellten  Forschungen. 

Erwähnt  sei  nur,  dass  für  jp  =  3  der  letzte  Typus  der  einzige 
allgemeine  ist. 

§  630.  Zum  Schlüsse  dieser  Vorlesung  wollen  wir  noch  kurz  auf 
die  transitiven  Gruppen  von  der  Ordnung  jp*,  wobei  p  eine 
Primzahl  bedeutet,  eingehen.     G  sei  eine  solche  Gruppe.  — 

Wir  können  den  Begriff  conjuger  Substitutionen  einer  will- 
kürlichen Gruppe  M  dem  bisherigen  Gebrauche  dieses  Ausdruckes  ent- 
sprechend einfuhren.  Ist  6^  eine  Substitution  von  Jf ,  so  transformiren 
wir  6^  durch  alle  Substitutionen  von  M  und  nennen  die  dabei  als 
verschieden  auftretenden  €^^  ff^j  -  -  •  <5y  „zu  €^  für  die  Gruppe  M 
conjug".  Eine  Substitution  ist  „autojug",  wenn  bei  diesen  Trans- 
formationen stets  das  gleiche  Resultat  herauskommt,  also  v  =^1  wird. 

Die  Einheit  <To  =  1  ist  in  jeder  Gruppe  eine  autojuge  Substitution. 

Alle  autojugen  Substitutionen  in  M  bilden  einen  Theiler  von  M. 

Die  Anzahl  v  aller  zu  6y^  conjugen  Substitutionen  ist  ein  Theiler 
der  Ordnung  von  M,  Denn  die  ft  Substitutionen  von  Gy  welche  6^ 
in  sich  selbst  transformiren,  bilden  einen  Theiler  H  von  Jf.  Wenn 
dann  t^^fS^^  =  6^  für  die  Substitution  t^  von  M  ergiebt,  dann  ist  auch 

die  Substitutionen  von  Ht^  sind  die  einzigen  dieser  Eigenschaft,  und 
sie  sind  unter  einander  verschieden;  ihre  Anzahl  beträgt  also  auch  (i. 
So  geht  man  weiter  und  erkennt,  dass  fiv  gleich  der  Ordnung  von 
M  wird.     Folglich  ist  v  ein  Theiler  der  Ordnung  von  M,  — 

Wir  wollen  nun  diese  Begriffe  für  die  Untersuchung  unserer 
Gruppe  G  der  Ordnung  jp*  verwenden.  Wir  fassen  alle  Substitutionen 
in  Klassen  zusammen,  deren  jede  alle  und  nur  die  zu  einer  unter  ihnen 
conjugen  enthält.  Die  Anzahl  der  in  jede  Klasse  eingehenden  Sub- 
stitutionen ist  ein  Theiler  von  p'  und  also  eine  Potenz  von  p.  Die 
Klassen  seien  durch  Sq  =  1^  Siy  s^,  -  -  -  charakterisirt,  und  die  Zahlen 
der  entsprechenden  conjugen  Substitutionen  durch  jo««>,  jp"»,  jp««,  •••  be- 
zeichnet. Da  Sq=  1  autojug  ist,  so  wird  p^^  =  1.  Fasst  man  nun 
alle  Substitutionen  zusammen,  dann  entsteht 

Daraus  ersehen  wir,  dass  mindestens  noch  (p — 1)  autojuge  Substitutionen 
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in  6r  vorhanden  sind.  Alle  diese  bilden  einen  Theiler  von  G]  folglich 
ist  ihre  Anzahl  eine  Potenz  von  |>,  etwa  i?**  (^i  >  0) . 

.  Wir  bezeichnen  mit  H^  die  Gruppe  dieser  |)*»  autojugen  Substitu- 
tionen von  G]  H  ist  selbst  autojug  in  G. 

Die  Pactorgruppe 

A  =  G/H, 

hat  die  Ordnung  |)*— *».  Für  F^  gelten  die  eben  angegebenen  Schlüsse; 
JTi  hat  einen  autojugen  Theiler  H^  der  Ordnung  jp*>,  in  dem  nur  und 
alle  autojugen  Substitutionen  von  F^  vorkommen.  Dieser  Gruppe  W^ 
ist  in  G  eine  Gruppe  H^  der  Ordnung  ^»4-*,  isomorph,  deren  Sub- 
stitutionen,  der  Eigenschaft  von  H^  entsprechend,  unter  einander  bis 
auf  Substitutionen  von  H^  vertauschbar  sind.     Die  Pactorgruppe 

r,  =  G/H, 

hat  dann  die  Ordnung  ^— *!—*>.  und  alle  früheren  Schlüsse  lassen  sich 
auf  sie  wieder  in  Anwendung  bringen. 

So  steigt  man  durch  die  Reihe  von  lauter  zu  G  autojugen  Gruppen 

bis  G  selbst  auf.  Jede  von  ihnen  enthält  nur  Substitutionen,  die  mit 
einander  bis  auf  diejenigen  der  vorhergehenden  Gruppe  vertauschbar 
sind.  Daraus  folgt,  dass  jede  Gruppe  einer  Ordnung  p*  eine 
auflösbare  Gruppe  ist;  denn  nach  §  556,  S.  337  kann  man  eine 
Compositionsreihe  finden,  die  den  Bedingungen  aus  §  605  entspricht. 

Es  möge  noch  angemerkt  werden,  dass  der  Grad  einer  irreductiblen 
Gleichung  mit  derartigen  Gruppe  gleichfalls  eine  Potenz  von  p  ist. 

Ist  p  =  2y  dann  liefern  die  betrachteten  Gruppen  alle  diejenigen 
irreductiblen  Gleichungen  und  nur  diejenigen,  deren  Wurzeln  geo- 
metrisch mit  Hülfe  von  Zirkel  und  Lineal  construirt  werden  können. 


Fünfundsechzigste  Vorlesung. 

Der  Casus  irredaeibilis.  —  Lösbarkeit  im  reellen 

Rationalitätsbereiehe. 

§  621.  Wir  haben  bei  der  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen 
darauf  hingewiesen  (§  287;  Bd.  I),  dass  wenn  bei  der  Gleichung 
dritten  Grades  mit  reellen  Coefficienten 

(1)  z^  +  ^c^z  —  2c8  =  0 
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die  Discriminante  D  =  —  108  (c|  +  4)  Positiv  ist,  und  also  in  dem 
Ausdrucke 


die  innere  Quadratwurzel  imaginär  wird,  dass  dann  die  drei  Wurzeln 
^0)  ^i;  ^2  gleichwohl  reell  werden;  man  hat  also  zur  Erlangung  dieser 
reellen  Grössen  scheinbar  einen  unnöthigen  Weg  durch  das  Complexe 
zu  nehmen.  Dieser  Fall  der  Gleichungen  dritten  Grades  heisst  der 
„Casus  irreducibilis'^  Noch  nicht  entschieden  ist  aber  bisher,  ob  dieser 
Weg  nicht  durch  einen  anderen,  rein  algebraischen  ersetzt  werden  kann, 
der  ganz  im  Gebiete  reeller  Rationalitätsbereiche  verläuft  und  also  die 
Verwendung  jeder  complexen  Grösse  vermeidet.  Unter  Benutzung  gonio- 
metrischer  Functionen  gelingt  dies  ja. 

Herr  0.  Holder*)  war  einer  der  Ersten,  die  diese  Frage  erledigt 
und  den  Beweis  dafür  gegeben  haben,  dass  ein  solcher  Weg  nicht  vor- 
handen ist.     Wir  wollen  zunächst  seinen  Beweis  reproduciren. 

In  §  587  ist  Folgendes  bewiesen  worden:  Es  seien  g^  und  y^  die 
Wurzeln  von  zwei  algebraischen  Gleichungen 

(2)  f{^)  =  0    bezw.    g(y)  =  0, 

deren  Grade  n  und  w  sind;  es  werde  ferner  nach  Adjunction  von  z^  zu 
^  =  0  die  Grösse  y^  zur  Wurzel  einer  irreductiblen  Gleichung  des 
Grades  r,  und  nach  Adjunction  von  y^  zu  /"=  0  die  Grösse  jg^  zur 
Wurzel  einer  irreductiblen  Gleichung  des  Grades  s.  Dann  gilt  die 
Proportion 

(3)  n:fn  =  s:r         (r<w;  s<n). 

Holder  setzt  nun  weiter  voraus,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
f=0  sämmtlich  durch  eine  unter  ihnen,  etwa  ;?i,  rational  ausdrückbar 
seien;  dann  haben  wir  mit  jer^  zugleich  sämmtliche  anderen  Wurzeln 
^i)  ^$y ' ' '  ^n  von  /'=  0  der  Gleichung  g  =  0  adjungirt.  Es  gilt  dem- 
nach der  Satz  aus  §  579,  dass  g(y)  nach  dieser  Adjungirung  in  irre- 
ductible  Factoren  gleichen  Grades  zerfällt  wird.  Folglich  ist  jetzt  r 
ein  Theiler  von  m. 

Setzen  wir  ferner  voraus,  dass  m  eine  Primzahl  ist,  so  muss  r  =  1 
werden;  aUe  Factoren  sind  linear;  jede  der  Wurzeln  yy  von  g(y)  =  0 
ist  rational  im  Bereiche  (SR,  is^),  wenn  Sl  den  ursprünglichen  Ratio- 
nalitätsbereich bedeutet.  Sind  demnach  alle  Elemente,  die  in  91  ein- 
gehen,  reell,   und   ist  z^   selbst  reell,   dann   sind   auch   alle   Wurzehi 

•)  Math.  Ann.  38  (1891),  p.  307. 
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von  ^(y)  =  0  reell.  Aus  (3)  folgt  weiter  auch,  dass  n  ein  Vielfaches 
Yon  m  ist. 

§  632,  Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  von  der  cubischen 
Gleichung 

(1)  f(0)i.^z'  +  Sc,is  —  2c,  =  O 

aus  und  nehmen  an,  der  vorgegebene  Rationalitätsbereich  91  sei  reell. 
Es  sei  femer  D  =  —  108  (cj  +  c|)  positiv,  so  dass  die  drei  Wurzeln 
^i;  ^2;  ^8  ^^^  f=0  reell  werden.     Adjungiren  wir  nun  ]/5,  so  wird 

_       yp       _   ype^ 

und  es  lassen  sich  deshalb  alle  Wurzeln  Za  durch  js^  ausdrücken.  Wir 
adjungiren  nun,  falls  dies  nothig  sein  sollte,  weitere  Badicalgrössen, 
bis  Alles  zur  Zerfällung  von  f  vorbereitet  ist;  diese  Radicalgrossen 
setzen  wir  gleichfalls  als  reell  voraus.  Die  Zerfällung  selbst  möge 
endlich  durch  Adjunction  einer  reellen  Wurzel  der  reinen  Gleichung 

?(y)     ■  y*«  —  a  =  0 

vor  sich  gehen,  wobei  m  eine  Primzahl  ist,  und  a  dem  reellen  Batio- 
nalitätsbereiche  angehört.  g(y)  ist  irreductibel  (§  594);  folglich  stehen 
wir  jetzt  unter  dem  oben  abgeleiteten  allgemeinen  Satze,  und  alle 
Wurzeln  unseres  ^  =  0  sind  reell.  Das  geht  nur,  wenn  w  =  2  ist. 
Da  aber  gleichzeitig  n  ein  Vielfaches  von  2  sein  müsste,  während  es 
hier  gleich  3  war,  so  folgt  die  Unmöglichkeit  der  Auflösung  des  Casus 
irreducibilis  im  reellen  Rationalitätsbereiche. 

§  623,  Holder  verwendet  die  allgemeinen  Resultate  aus  §  621 
auch  zur  Ableitung  weiteigehender  Sätze.  Wir  nehmen  an,  es  soU 
f(jg^  =  0  eine  irreductible  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  sein, 
deren  Wurzeln  z^  ^27  '  "  sämmtUch  als  reeU  angenommen  werden. 
Die  Wurzel  is^  sei  durch  reelle  Radicale  darstellbar. 

Um  auch  hier  eine  Gleichung  zu  gewinnen,  deren  Wurzeln  sämmt- 
lieh  durch  eine  unter  ihnen  ausdrückbar  sind,  gehen  wir  von  f(0)  zur 
Galois'schen  Resolventengleichung  F{i)  =  0  über,  wobei  gj  =  u^z^ 
+  ^2^2  +  ■  •  •  ^^*-  Auch  F=0  ist  irreductibel,  hat  reelle  Coeffi- 
cienten und  Wurzeln,  und  alle  Wurzeln  von  JP=0  sind  durch  eine 
beliebige  unter  ihnen  rational  ausdrückbar. 

Wenn  nun  durch  Adjunction  einer  reellen  Wurzel  y^  einer  Gleichung 
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des  Primzahlgrades  m  zum  ersten  Male  f(z)  in  Factoren  zerspalten  wird, 
dann  zerfällt  dadurch  auch  F(j^)  =  0  in  Factoren.  Auf  F{t)  =  0  und 
g(if^  =  0  lässt  sich  dann  der  Satz  von  §  621  anwenden,  und  man  er- 
kennt, dass  m  =  2  sein  muss;  ausserdem  wird  r  =  1,  und  $  =  — n. 

Die  Galois'sche  Gruppe  von  f  reducirt  sich  also  auf  eine  andere  halb 
so  hoher  Ordnung,  und  zwar  auf  einen  ihrer  autojugen  Theiler,  da 
beide  Wurzeln  +  V^  von  g(y)  =  0  gleichzeitig  adjungirt  worden  sind. 

In  dem  neuen  Bereiche  (91,  Y^)  gelten  nochmals  dieselben  Voraus- 
setzungen, und  wir  können  dieselben  Schlüsse  ziehen.  Dies  kann  so 
fortgesetzt  werden,  bis  wir  zu  m^  selbst  gelangt  sind.  Diese  Wurzel 
ist  auf  reellem  Wege  also  nur  zu  erreichen,  wenn  sie  durch  eine  Kette 
von  Radicalgliedem  des  Grades  2  dargestellt  werden  kann.  Nach  §  620 
ist  also  f(/)  selbst  von  einem  Grade  2^*.  Nur  dann  kann  eine 
Wurzel  einer  Gleichung  /*(jer)  =  0  im  Gebiete  der  reellen 
Grossen  durch  Radicale  dargestellt  werden,  wenn  die  Glei- 
chung als  Grad  eine  Potenz  von  2  hat  und  durch  Quadrat- 
wurzeln lösbar  ist. 

§  624.  Auch  der  Eneser'sche  Beweis*)  geht  von  dem  Satze  (3) 
in  §  621  aus.  Dann  aber  benutzt  er  den  Umstand,  dass  bei  n  =  3  jede 
Zerfällung  jedenfalls  einen  linearen  Factor  (js  —  z^)  und  daher  $  =  1, 
fn  =  Sr  liefert.  Ist  nun  w,  wie  angenommen  wird,  eine  Primzahl  >  1, 
so  folgt  w  =  3,  r  =  1,  d.  h.  y^  ist  in  (SR,  jer^)  rational. 

Wir  nehmen  nun  an,  (1)  sei  im  Gebiete  der  reellen  Grössen  durch 
Adjunctionen  bis  auf  (SR')  so  weit  vorbereitet,  dass  die  weitere  Ad- 
junction  einer  reellen  Wurzel  von 

g(y)  ~y^'  —  A  =  0 

f(js)  zum  Zerfallen  bringt.  Dann  gelten  die  eben  hergeleiteten  Sätze, 
und  es  wird  m  =  3  und 

wo  9  eine  rationale  Function  in  (SR')  bedeutet.  Aus  dieser  Gleichung 
folgt  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung 

Da  aber  z^  die  Wurzel  der  irreductiblen  Gleichung  f{z)  =  0  ist,  so 
müssen  auch  die  beiden  Relationen 

bestehen.     Die  drei  Grössen  ^{z^-^  SR'),  9(^2;  SR');  ^>{h\  ^')  ^*°^  ^^^ 

♦)  Math.  Ann.  41  (1893),  p.  344. 
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einander  verschieden.  Nach  §  581  sind  diese  drei  Werthe  nämlich 
sammtlich  einander  gleich  oder  sämmtlich  Ton  einander  verschieden^ 
lind  im  ersten  Falle  wäre  schon 

ohne  Adjunction  von  z^,  als  symmetrische  Function  der  Wurzeln  von 
/■  =  0,  rational  bekannt. 

Die  Gleichung  (1)  möge  jetzt  drei  reelle  Wurzeln  besitzen.  Ferner 
sei  W  reell.     Dann  sind  auch 

(4)  9'(^i;9t'),  9'('^,;9i'),  vC^.;»!') 

reell.  Es  hätte  also  die  Gleichung  u^  =  A  die  drei  reellen  Grössen  (4) 
zu  Wurzeln.  Da  dies  nicht  möglich  ist,  so  war  die  Annahme,  (1) 
könne  im  reellen  Gebiete  bis  zur  ZerTällung  geführt  werden,  nicht 
statthaft.     Damit  ist  wieder  der  behauptete  Satz  bewiesen. 

§  626,  Eine  andere  Beweisführung  stützt  sich  auf  die  Form  der 
Wurzeln.  Hier  ist  zunächst  der  Beweis  von  V.  Mollame  anzuführen, 
der  erste,  der  von  dem  behandelten  Theoreme  gegeben  worden  ist*). 
Er  zeigt,  dass  die  Gardani'sche  Wurzelform  nicht  zu  vermeiden  ist; 
und  aus  dieser  Form  folgt  ja,  wie  wir  früher  gesehen  haben  (§  285, 
Bd.  I)  die  Richtigkeit  des  Satzes. 

Einfacher  baut  sich  auf  denselben  Principien  ein  Beweis  von 
L.  Gegenbauer  auf**).  Dieser  geht  davon  aus,  dass  die  Darstellung 
der  Wurzeln  einer  auflösbaren  Gleichung  durch  Radicale  so  beschaffen 
ist,  dass  der  Exponent  jedes  Endradicals  als  Theiler  des  Grades  der 
Gleichung  auftreten  muss. 

Denmach  hat  die  Wurzel  is^  jeder  cubischen  Gleichung  die  Form 

wobei  V  die  Wurzel  einer  im  Rationalitätsbereiche  (Jft')  irreductiblen 
reinen  Gleichung  ist,  und  m^,  m^  nicht  gleichzeitig  verschwinden 
können.     Wie  früher  (§  611)  findet  man  für  die  anderen  Wurzeln  z 

^2  =  Wo  +  m^(ov  +  fw^co^t;*, 
ü^  =  niQ  +  %©*«?  +  WgCöt?*. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt  durch  Combination 


*)  Bend.  d.  R.  Acc.  d.  Napoli  (1890),  7.  giugno.     Daselbst  finden  sich  auch 
einige  historische  Bemerknngen. 

•^  Monatshefte  f.  Math.  4  (1898),  p.  166. 
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3^0  =  ^1  +  ^8  +  ^3, 

3m^v  =  ^1  +  (o^JSi  +  ©^8  =  (^1  —  ^2)  +  o(iPj  — jß?,), 
Smjt;*  =  ^1  +  (ö^eTj,  +  cö*;erg=  (ifi  — ^r^)  +  a}(^g— jer,). 

Wenn  nun  m^,  m^^y  m^^  v  und  die  drei  Wurzeln  0  dem  reellen 
Gebiete  angehorten,  dann  müsste  in  den  beiden  letzten  Gleichungen 
der  Goefficient  von  o  gleich  Null  sein,  d.  h.  g^^=0^.  Das  wider- 
spräche aber  der  Voraussetzung  der  Irreductibilitat  unserer  cubischen 
Gleichung. 

Mit  noch  geringeren  Voraussetzungen  kommt  Gegenbauer  bei 
dem  zweiten  an  gleicher  Stelle  gegebenen  Beweise  aus,  den  wir  hier 
noch  vereinfacht  reproduciren. 

Ist  p  ein  bei  der  Darstellung  einer  Wurzel  der  irreductiblen 
Gleichung  f{g)  =  0  auftretender  Exponent  eines  Endradicals,  und 
zwar,  wie  gewöhnlich,  eine  Primzahl,  so  werden  p  Wurzeln  der 
Gleichung  durch  Ausdrücke  von  der  Form 

^k-{-i  =  ^*o  +  ^*i«>  +  ^2^1'^^  +  w,cDj*t;8  -j (Ä;  =  0,  1,  2, . . .) 

gegeben,  wobei  w^,  w^,  Wj,  •••  nicht  gleichzeitig  verschwinden  können. 
Falls  die  Auflösung  für  0j^  im  Gebiete  der  reellen  Grössen  vor  sich 
geht,  sind  m^,  m^,  Wj,  ••■  und  v  reelle  Grössen.  Wenn  weiter  f(g)  =  Q 
nur  reelle  Wurzeln  hat,  dann  wird  auch  jede  der  Differenzen 

2kn  .  .     4ck7( 

—  •  V  +  m»  sm  — 

reell  sein,  und  falls  p  von  2  verschieden  ist,  Zk+i  =  JSn-^k+i'  Das 
widerspricht  der  Irreductibilitätsvoraussetzung.  Ist  in  einem  reellen 
Rationalitätsbereiche  eine  irreductible  Gleichung  f{^)  =  0 
mit  lauter  reellen  Wurzeln  durch  reelle  Radicale  lösbar, 
so  sind  alle  in  dem  Ausdrucke  einer  Wurzel  auftretenden 
Wurzelexponenten  der  Endradieale  gleich  2.  Eine  derartige 
Gleichung  ungeraden  Grades  existirt  also  nicht. 

§  636.  In  einer  späteren  Notiz  leitet  L.  Gegenbauer*)  all- 
gemeinere Sätze  mit  Hülfe  desjenigen  einfachen  Princips  ab,  welches 
beim  Eneser 'sehen  Beweise  die  entscheidende  Rolle  spielt  (§  624). 

Es  sei  f(z)  =  0  eine  Gleichung  in  dem  reellen  Rationalitäts- 
bereiche (9i);  f(jz')  =  0  soll  keine  in  (9i)  rationale  Wurzel  besitzen. 
Weiter  sei  g(y)  =  0  eine  andere,  irreductible  Gleichung  desselben 
Bereiches  von    einem  Primzahlgrade   mit   den  Wurzeln  yi,  y»,  •  •  *  y«- 


..    „  ,  .  i  I^Wi  sm  —  •  V  +  m,  sm  —  •  v*  H J 


*)  Monatshefte  f.  Math.  6  (1895),  p.  12. 
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Endlich  soll  es  möglich  sein,  eine  Wurzel  z^  rational  in  (91)  durch 
eine  Wurzel  y^  darzustellen  in  der  Form 

Dann  folgt,  wie  immer,  dass  jeder  Functionswerth  von  (p 

^^  =  9^  (yr,  9i)        (A  =  1,  2,  •  •  •  m) 

eine  Wurzel  von  f(z)  =  0  ist.  Gesetzt,  es  wären  zwei  dieser  Func- 
tionen 9>  einander  gleich,  etwa 

dann  ergiebt  sich  nach  vielfach  angewendeter  Schlussweise,  dass  alle 
Werthe  q>(yi]  SW)  einander  gleich  werden,  weil  m  eine  Primzahl  be- 
deutet    Dadurch  wird  aber 

^t  =  9'(yi;  9t)  =  :^[<)p(yi;  9t)  +  »-(y.;  81)  +  •  •  •  +  ^(y^;  9i)] 

als  symmetrische  Function  der  Vi,  y^,'  -  -  Vm  schon  ohne  Adjungirung 
von  y^  rational  in  (SR),  und  daher  müsste  gegen  die  Annahme  f{z)  =  0 
eine  rationale  Wurzel  haben.  Sonach  sind  alle  p  Werthe  q>{yx'i  SR) 
von  einander  verschieden  und  liefern  deshalb  auch  p  verschiedene 
Wurzeln  von  f{z)  =  0.  — 

Bis  hierher  haben  wir  die  Schlüsse  schon  im  Kneser 'sehen  Be- 
weise verfolgt.  Gegenbauer  schliesst  nun  weiter:  Hat  g{y)  =  0  also 
X  reelle  Wurzeln,  so  sind  alle  entsprechenden  x  Werthe  9>(y;  SR)  auch 
reelle  Wurzeln  von  /*=0;  d.  h.  die  Gleichung  f(z)  =  0  besitzt 
mindestens  so  viele  reelle  Wurzeln  wie  ^(y)  =  0;  oder  mit 
anderen  Worten:  In  einem  reellen  Bationalitätsbereiche  ist 
die  rationale  Darstellung  einer  an  sich  nicht  rationalen 
Wurzel  je?!  durch  eine  Wurzel  y^  nur  dann  möglich,  wenn 
/'(jgf)  =  0  mindestens  so  viele  reelle  Wurzeln  besitzt,  wie  die 
irreductible  Gleichung  g{y)  =  0  des  Primzahlgrades  m. 

Ein  ähnlicher  Satz  gilt  von  den  complexen  Wurzeln.  Ist  nämlich 
ya  complex  und  ya  die  zu  ya  conjugirte  Wurzel,  so  kann  nicht 
^a  =  9>(ya;  SR)  reell  werden.     Denn  sonst  wäre 

9(ya]  9i)  =  9(ya;  SR), 

und  so  kämen  wir  wieder  auf  den  oben  als  unstatthaft  erkannten  Fall. 
Es  entsprechen  demnach  allen  complexen  Wurzeln  von  g(if)  =  0  auch 
complexe,  von  einander  verschiedene  Wurzeln  von  f(^)  =  0;  d.  h.  die 
Gleichung  f(0)  =  0  besitzt  mindestens  so  viele  complexe 
Wurzeln  wie  g{y)  =  0.  Verbindet  man  diesen  Satz  mit  dem  ersten, 
soeben  abgeleiteten,  dann  ergiebt  sich  das  folgende  Theorem:  Ist  /'(^)«=0 
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eine  Grleichung  im  reellen  Gebiete  (91),  von  der  eine  Wurzel  s^ 
rational  darstellbar  ist  durch  die  Wurzel  y^  der  in  demselben 
Gebiete  irreductiblen  Gleichung  g(y)  =  0  eines  Primzahl- 
grades, dann  ist  weder  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  von 
<7(y)  =  0  noch  diejenige  der  complexen  Wurzeln  grosser  als 
die  entsprechende  Anzahl  für  f(jg)  =  0. 

Nehmen  wir  nun  f(j3)  =  0  als  irreductibel  an,  dann  ergiebt  sich 
weiter,  weil  ja  f{z)  durch  die  in  (91)  rationale  Function 


n 


(<-»(!«;«))        (J- 1,2,  ■■■».) 

theilbar  und  also  ihr  gleich  ist,  dass  erstens  n  =  m  sein  wird, 
zweitens  dass  jede  Wurzel  Zx  von  f(z)  =  0  durch  eine  Wurzel  yz  von 
g{y)  =  0  rational  darstellbar  ist,  und  drittens  dass  0i  und  yz  gleich- 
zeitig reell  und  auch  gleichzeitig  complex  sind.  Wenn  also  ins- 
besondere m  ungerade,  und 

^(y)  =  r  — ^ 

ist,  dann  muss  f(js)  =  0  vom  Grade  m  sein  und  darf  mir  eine  einzige 
reelle  Wurzel  besitzen.  Es  ist  nur  dann  möglich,  eine  reelle 
Wurzel  z^  einer  irreductiblen  Gleichung  eines  ungeraden 
Primzahlgrades  im  reellen  Gebiete  zu  bestimmen,  wenn 
diese  Wurzel   die   einzige   reelle   der   Gleichung   ist. 


Sechsuadsechzigste  Vorlesung. 

Die  Wendepunkte  der  Cnrven  dritter  Ordnung. 

Tripelgleiebungen. 

§  627.  Auf  interessante  auflösbare  Gleichungen  fClhrt  die  Frage 
nach  den  Wendepunkten  der  Curven  dritter  Ordnung  in  der  Ebene. 
Wir  wollen  hier  alle  nothwendigen  Ableitungen  zusammenstellen,  auch 
die  auf  geometrische  Verhältnisse  sich  beziehenden. 

Dabei  legen  wir  Dreieckscoordinaten  Xy  y,  z  zu  Grunde.  Bezeichnen 
wir  zwei  Punkte  P^  und  Pg  durch  ihre  Coordinaten  {x^,  y^,  e^  und 
(ajj,  yj,  z^y  so  wird  die  Gerade  L^^,  welche  diese  beiden  verbindet 
durch  den  Inbegriff  aller  Punkte 

(1)  (kx^  +  iLX^ ,  ky^  +  iiy^ ,  kz,  +  ^z^) 

gegeben,  wenn  das  Verhältnis  k :  ^  alle  Werthe  von  —  cx)  bis  -|-  ^ 
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stetig  und  reell  darchlauft.  Jeder  Werth  von  X :  fi  bestimmt  einen 
Punkt  auf  L^^]  insbesondere  werden  die  Schnittpunkte  von  L^^  mit 
einer  Curve,  die  der  Gleichung 

(2)  fix,  y,  ir)  =  0 

genügt,  durch  die  Wurzeln  von 

oder,  entwickelt  nach  Potenzen  von  k  und  n,  wenn  n  die  Dimension 
der  homogenen  Fimction  f  bedeutet, 

+  ••• 
bestimmt.    In  diesem  letzten  Ausdrucke  verstehen  wir  die  Symbole 

(K\  ...  (m   i^L\  ... 

\dx)^>  \dxVi'    \dxdy)^' 

so,  dass  nach  der  Ausführung  der  angegebenen  Differentiationen  die 
Variablen  x,  y,  e  durch  Xj^,  y^,  0^  zu  ersetzen  sind. 

Wir  bezeichnen  den  in  (3)  eingehenden  Coefficienten  von 1— 

mit 

^'"(^.;/i)        (a  =  0,l,2,.-.«). 

Dann  ist  die  charakteristische  Bedingung  dafür,  dass  P^  auf  der 
Curve  f==0  liegt ,  durch  ^^^  (x^  5  f^)  -  -  f(xi ,  ^i ;  ^1)  =  0  gegeben; 
femer  die  Bedingung  dafür,  dass  i^j  die  Curve  f=0  in  zwei  zu- 
sammenfsdlenden  Punkten  schneidet,  durch 

Hier  tritt  nun  ein  Unterschied  ein  zwischen  den  beiden  Fällen,  dass 
entweder  die  drei  Grössen 


/df\      (df\      (df\ 
\dxh^    \dy)t'    \dzh 


sämmtlich  verschwinden  oder  nicht.  Im  zweiten  Falle  liefert  ^^^^(x^*f^) 
=  0  als  lineare,  nicht  identisch  erfüllte  Gleichung  für  x^,  y^,  z^  auf- 
gefasst,  die  Tangente  an  P^]  dagegen  ist  im  ersten  Falle  ^^^^(iCg;/i)  =  0 
för  jedes  (x^,  y,,  0^)  befriedigt,  d.  h.  jede  L^j,  die  durch  (a:^,  y^,  0^) 
geht,  schneidet  /*  =  0  in  P^  zweifach.  Es  ist  daher  P^  ein  Doppel- 
punkt für  f=0. 
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Die  charakteristische  Bedingung  dafür ^  dass  L^^  in  P^  die  Gurre 
f=szO  dreifach  schneidet^  wird  dadurch  gegeben^  dass  (3)  den  Werth 
^  =  0  als  dreifache  Wurzel  hat,  d.  h.  durch  die  ErfiiUung  von 

Ist  nun  P^  ein  Doppelpunkt  von  /*,  so  sind  die  beiden  ersten 
Bedingungen  bereits  für  jedes  x^y  y^,  z^  erfüllt,  und  die  Bedingung 
für  das  dreifache  Schneiden  reducirt  sich  darauf,  dass  x^^  y^,  jer^  die 
Function  ^^^^  {x^ ;  /i)  zu  Null  macht. 

Ist  Pj  kein  Doppelpunkt,  dann  müssen  die  durch  ^^^  (x^ ;  /i)  =  0 
bestimmten  Punkte  der  Tangente  L^^  sammtlich  z/(*J  {x^  5  /i)  =  0  be- 
friedigen. Nach  §  346,  IX  ist  dies  nur  möglich,  wenn  ^^^^  ein  Theiler 
von  ^^^^  wird. 

Wir  wollen  diese  Verhältnisse  eingehender  untersuchen. 

§  628.    Wir  setzen  dazu  der  Abkürzung  halber 


\dydzJi  ' 


Qr». 


6, 


(  B*f\_„ 


(4) 


dann  liefert  uns  der  Euler 'sehe  Satz  über  homogene  Functionen  die 
Beziehuniren  ,  ,     ,  ^ 

<^^i  +  9yi+  ez^=(n  —  l)r, 
9^1+  6yi  +  rf^i  =  (n  — l)s, 
ex^  +  dVi  +  cjeTj  =  (n  —  1)  ^ . 
Setzen  wir  weiter  die  sogenannte  Hesse 'sehe  Determinante  an, 

a   g    e  ' 

e    d    c 


(4-) 


H  = 


Zi 


i\öxVi(?yVi(a«Vi' 


so  folgt  durch  Zeilen-  und  Spaltencombination  eine  Beihe  von  sechs 
Gleichungen 


Jg-g.' 

(n  -  !)• 


(5) 


(n-l)' 


a 

9    »• 

9 

h   s 

r 

«    /in      1 

a 

r             e 

9 

s            d 

r 

r.~,  > 
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Hieraus  entnimmt  man^  dass^  wenn,  wie  bei  Doppelpunkten ,  r  =  0, 
s  =  0,  ^  =  0;  /i  =  0  ist,  dann  nach  §  341  der  Ausdruck 
j{2)  =  ^^2  ^  2gxy  +  2ex0  +  by^  +  2dyz  +  cis^ 

in  zwei  lineare  Functionen  zerfällt.  Sind  aber  nicht  aUe  Coefficienten 
gleich  Null,  so  giebt  es,  diesen  linearen  Functionen  entsprechend, 
zwei  durch  P^  gehende  Gerade,  deren  jede  in  P^  die  Curve  f=0 
dreifach  schneidet.  Es  sind  dies  die  Tangenten  der  beiden  im  Doppel- 
punkte sich  schneidenden  Gurvenzweige. 

Wir  wollen  weiter  den  Fall  betrachten,  dass  /^js«  0,  H=0  sind, 
dass  aber  nicht  alle  drei  Grössen  r,  s,  t  zugleich  verschwinden.  Dann 
folgt  aus  (5)  zunächst 

(6)  6.  -  d«  =  -  (^y  =  -  (?^y , 

8  /er  —  et\^  /at  —  er\^ 

df^  —  ers  —  grt  +  ast  ==  0, 

(7)  es^  —  gst  —  dsr  +  6r  ^  =  0 , 

gf  —  dir  —  ets  +  crs  =  0 . 

Wir  erhalten,  falls  a=^0  und  ah — ^^=4=0  angenommen  wird, 
für  ^(*)(a;;  Q  =  ^<«)  die  Darstellung 

^(i\         1  /         I  I        \a         1  /c^s  —  gr\^/  (ad  —  g€)r*  \2 

1  r        ,  I    j  T     r         I     2flrr — as       .    aes  —  2qer  +  aar  "l 

=--[rx  +  sy  +  tz-]^[ax+--'-^-y  + ^^^-^i ^J, 

d.  h.  ^W  zerfäUt,  und 

^(1)  =z  rx  -{-  sy  -i-  tz 

ist  ein  Factor  von  d^^K 

Ist  a=^0  und  ab  —  ^*  =  0,  so  folgt  zunächst  aus  der  Identität 

aH=  {ac  —  ef(ah — g^)  —  (ad — gey, 

dass  auch  ad  —  ge  =  0  ist^  und  femer  ersieht  man  aus 

r^(ab—g^  =  —  {as—grf, 

dass  s  =  —  wird.  Macht  man  von  beiden  Resultaten  Gebrauch,  so 
findet  man  hier  als  Darstellung  von  ^^^^  die  Form 

^»)  =  t[^^  +  ffy  +  ^^+    7^^^]  [^^  +  ffy  +  ^^—    7"^^^] 
=  7^^  +  «y  +  ^^]  [a^  +  fl'y  +  ^^^^-y^e]y 

woraus  wiederum  folgt,  dass  ^^^^  ein  Factor  von  ^^^>  ist. 
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Gleiches  ergiebt  sich,  wenn  b  oder  c  von  Null  verschieden  sind,  — 
Wären  endlich  a,  b,  c  =  0,  so  dürften  nicht  zugleich  dy  e,  g  =  0 
sein,  weil  sonst  z/^^^  identisch  verschwindet;  dann  zeigt  (7)  zunächst 

r(ßr  —  es  —  gi)  =  0, 
s(dr  —  es  —  gt)  =  0, 
,t(dr-\-es  —  gt)  =  0. 

Wären  nun  zwei  der  Grossen  r,  s,  t  gleich  Null,  etwa  die  beiden  ersten 
die  dritte  aber  nicht,  so  würde  daraus  ^  ==  0  folgen,  und 

^<i)  =  te,    ^<«)  =  2z{ex  +  dy) 

würde  wiederum  auf  das  obige  Resultat  führen. 

Wäre  dagegen  nur  eine  der  Grossen  r,  s,  t  gleich  Null,  etwa  r, 
so  folgte  c  =  0,  5^  =  0,  und  das  Resultat 

jw  ^sy  +  ta,    ^<«)  =  2dye 

schiene  in  diesem  Falle  ein  anderes  zu  sein. 

Hierbei  würde  sich  aber  aus  (4)  ergeben  müssen: 

«yi+  ^^1=0;     d'S^^  =  (n  —  l)s,     d  -  y^=  (w~l)<; 

(n  — 1)  [sy^+tz^^  =  2rf  •  y^e^  5 

es  wäre  also  y^  oder  z^  gleich  Null  und  daher  s  oder  t  gleichfalls, 
was  ausgeschlossen  war.     Dieser  Fall   kann  demnach  nicht  eintreten. 

Somit  erkennen  wir: 

Aus  /i  =  0,  H=0  folgt,  dass  entweder  r  =  0,  s==0,  ^  =  0 
ist,  oder  dass  z/(*>  ein  Factor  von  ^(*)  wird. 

Tritt  das  Letzte  ein,  dann  ist  (x^,  y^,  z^)  ein  Wendepunkt, 
und 

die  Wendetangente.  Denn  wenn  man  x^,  y^,  z^  auf  z/^^)  =  0  wählt, 
dann  wird  auch  ^(^)  zu  Null  gemacht  werden;  man  hat  demgemäss 
den  Schnitt  von  L^^  mit  f=0  dreifach  zu  zahlen. 

Die  Dimension  von  H  in  x^y  y^y  z^  beträgt  3(»  —  2),  so 
dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  von 

fip^y  Vj  ^)  =  0,    n(x,  y,z)  =  0 

3w(n  —  2)  wird.  Dies  ist  also  auch  die  Anzahl  der  Wende- 
punkte, falls  die  Curve  keine  Doppelpunkte  besitzt.  — 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunkte  besitzt 
neun  Wendepunkte. 
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§  629.  Wir  wollen  die  Schnittpunkte  von  /'=0,  H=0  noch 
genauer  untersuchen.  Aus  (4)  folgt,  wenn  wir  die  Subdeterminante 
von  H  nach  der  a*®"  Zeile  und  der  ß*^  Spalte  mit  Hafi  bezeichnen, 
so  dass  Haii  =  H^a  ist,  für  jeden  Punkt  {Xy  y,  z)  der  Curve  f 

xH^(n- 1)  (rH,,  +  sH,,  +  tH,,) , 

yH=(n-l)  {rH,,  +  sH„  +  tH^) , 

eH={n- 1)  (rfl-„  +  sfi,,  +  tH„) . 

Durdi  Differentiation  der  ersten  dieser  Eelationen  nach  y  und 
nach  z  findet  man 


X 


+  (n  - 1)  (ßH^  +  6fli,  +  dfli,) ; 


hier  verschwindet  die  letzte  Klammer  wegen  (4).     Also   erhält   man 

ay        ^  ''V     ^y     '       ^y     '       ?2/  /' 

und  ebenso  aus  den  weiteren  Gleichungen 


(8-) 


y-äj  =  (»»-i)('*-ä," +«-äf  +  <-äf)> 

^rc         ^  ^  \     ^a:     '        dx      ^        ox  / ' 

Für  die  folgende  Differentiation  benutzen  wir  die  aus 
fliessenden  Beziehungen 

Differentiiren  wir  nunmehr  die  erste  der  Gleichungen  (8)  nach  x, 
so  entsteht 

Netto,  Algebra.  U.  30 
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a^ff      £Ä  _ .        .  /  a^       a'jr„       dm,,\ 

und  also 

-  («-l)(|j-S"u+  If  ^«  +  |jJ3..)  +  (n-2)F. 
Ebenso  erhalten  wir 

(9*)  ^^^'  ^    ^^'  ^^  dy'  ^     dy'  ) 

und  die  entsprechenden  weiteren  Gleichungen. 

Jetzt  setzen  wir  r  =  0^  s  =  0,  t  =  0  voraus  und  betrachten  den 
Doppelpunkt  (x^,  y^,  jp^).    Für  diesen  ergiebt  sich  dann  aus  (8)  und  (8'), 

dass  y-,  -ö— ,  -g—  Null  sind;  folglich  ist  (x^^  y^y  e^  auch  ein  Doppel- 
punkt fttr  jEr=0.     Ferner  ergiebt  sich  aus  (4) 

iPi :  yi :  ^1  =  Hai :  J3a2  -Saz        (a  =  1,  2,  3) 

und  deswegen,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichheit  von  Haß  und  H^a^ 

(10)         ^u  =  JV.a^    ,     H„^N-y\    ,     H,,  =  N.z\     ; 

Bn'=^-yi«i,     Sti^N-e^x^,     Hi^^N-x^yi. 

Geht  man  mit  diesen  Resultaten  in  die  Gleichung  (9),  dann  eigiebt  sich 

— (.-.)^...({I9,^+(I3_^+(|€)_^) 

-  -  (« -!)(,_  2)  Jf.«,(55^)_ (n-l)(«-2)Jf.«,!, 

und  so  entsteht  endlich 

(S|), («-1)(— 2)^-G-^), (»-l)(«-2)i^.,. 

Man  erhält  auf  demselben  Wege  in  gleicher  Weise  auch  die  ent- 
sprechenden Gleichungen  und  aus  ihnen 

(^^)     \d^)i'  (ä^V  \d^^h'  ""^  fevi*  (äSä^Ji"  (w^^Ji'  '"' 

Nun  sind  die  Glieder  der  rechten  Seite  die  Coefficienten  in  J^^^(x^]  /i); 
und  z/^*)  bedeutet,  wie  wir  sahen,  das  Product  der  linearen  Functionen, 
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t 

die  gleich  Null  gesetzt  die  Tangenten  im  Doppelpunkte  liefert.  Es 
zeigt  daher  (11),  dass  jeder  Doppelpunkt  von  f^^O  zugleich 
ein  Doppelpunkt  von  H=0  ist,  und  dass  in  ihm  die  Tan- 
genten von  f=0  mit  denen  von  H=0  zusammenfallen. 

Legt  man  den  Doppelpunkt  in  den  Nullpunkt  a;  =  0,  y  =  0,  so 
wird  mithin 

eliminirt  man  nun  etwa  y  aus  den  beiden  Gleichungen 

f=0    und    H—€f=0, 

so  erkennt  man  (§  403)^  dass  jeder  Doppelpunkt  als  sechs- 
facher Punkt  unter  den  Schnittpunkten  von  f=0  und  ^"=0 
zu  zählen  ist*). 

Eine  Gurve  dritter  Ordnung  hat  somit  entweder  einen 
Doppelpunkt  und  drei  Wendepunkte,  oder  sie  hat  neun 
Wendepunkte. 

§  630.  Wir  gehen  jetzt  genauer  auf  diejenigen  Curven  dritter 
Ordnung  ein,  welche  keinen  Doppelpunkt  und  also  neun  Wendepunkte 
besitzen. 

Legen  wir  das  Coordinatendreieck  so,  dass  der  Punkt  a?  =  0,  y  =  0 
einer  der  Wendepunkte  und  y  =  0  seine  Wendetangente  ist,  so  muss 
f=0  für  y  =  0  die  dreifache  Wurzel  x  =  0  liefern.  Folglich  nimmt 
die  Gleichung  f=0  die  Gestalt  an 

(12)  /•=aar»  +  y(3/Ja:^  +  3ya;y  +  6da;iEf  +  €y^  +  3gy^  +  3iy^«)  =  0. 

Legt  man  nun  das  bisher  noch  nicht  weiter  bestimmte  Coordinaten- 
dreieck so,  dass  der  Eckpunkt  a;  =  0,  is  ==  0  gleichfaUs  ein  Wende- 
punkt und  0  =  0  seine  Wendetangente  wird,  dann  muss  g  =  0  aus 
der  Gleichung  f==0  wieder  die  dreifache  Wurzel  a?  =  0  heraustreten 
lassen.     Demnach  besitzt  f  die  Form 

(13)  f=  ax'  +  iy0(2dx  +  ty  +  V^y 

Aus  dieser  entnehmen  wir  sofort,  dass  auf  x  =  0  noch  ein  dritter 
Wendepunkt  liegt,  in  welchem  die  Wendetangente  durch 

gy  +  1?^  =  0 
geliefert  wird. 

Wir  wollen  dieses  Resultat  durch  unsere  Betrachtungen  über  die 


♦)  Hesse;   vgl.  Jacobi's  Werke  3,  p.  645  ff. 

30 


^R(0,y,g)  = 
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Schnitte  von  f=0  und  JT  =  0  bestätigen.  Dabei  gehen  wir  von 
(12)  aus.    Wenn  dann  ^ 

ausser  y  =  0  noch  eine  zweite  Wurzel  y  =:  y^  haben^  dann  müssen 
sie  noch  eine  dritte  Wurzel  y  =  y^  besitzen.    Nun  ist 

ßy  yy  +  de    dy 

yy  +  80    By  +  Iz    iy  +  riz 

*y  iy  +  n^  vv 

eine  einfache  Rechnung  liefert 

4 -ff  +  (^ij -**)/■==  (4^«fl  +  6y*e  -  3/Jg»  -  4«<J*  -  3ijy»)y»; 

ist  also 

-ff(0,S^i,«i)  =  0,    f(0,y„z,)  =  0        (y^+O), 

dann  muss  die  rechte  Seite  der  vorhergehenden  Gleichung  identisch 
verschwinden,  und  daher  stimmen  dann,  wie  behauptet  war,  S(P,  y,  z) 
und  /*(0,  y,  z)  bis  auf  einen  constanten  Factor  mit  einander  überein. 
Hierdurch  ist  ein  rein  algebraischer  Beweis  des  Satzes  geliefert,  dass 
die  neun  Wendepunkte  der  Curven  dritter  Ordnung  zu  je 
drei  auf  je  einer  Geraden  liegen,  derart,  dass  vier  solcher 
Geraden  durch  jeden  der  neun  Wendepunkte  gehen. 

Wir  wollen  uns  nun  mit  den  Realitatsverhältnissen  dieser   neun 
Wendepunkte  für  reelle  Curven  beschäftigen.    Ist 

(^,  Vf  ^)  =  (61  +  ^h  Vi  +  %»,  5i  +  t»i) 

eine  Wurzel  des  Systems  /*  =  0,  J?  ==  0  mit  reellen  Goefficienten,  dann 
ist  (x,  y,  z)  =  (Si  —  Iji,  7^1  —  1^2  i,  gj  —  Jgi)  eine  Wurzel  desselben 
Systems;  die  complexen  Wurzeln  vertheilen  sich  demnach  in  Paare 
conjugirter  Wurzeln.  Unter  den  neun  Wendepunkten  giebt  es  deshalb 
mindestens  einen  reellen.  Es  sei  dies  der  Punkt  a;  =  0,  y  =  0  und 
y  SS  0  sei  in  ihm  Wendetangente.  Dann  ninmit  die  Gleichung  f=0 
die  durch  (12)  gegebene  Gestalt  an.  Hierbei  ist  die  Richtung  der 
Aze  o;  =  0  noch  willkürlich.  Wir  legen  sie  so,  dass  sie  durch  einen 
zweiten  und  also  auch  durch  einen  dritten  reellen  oder  imaginären 
Wendepunkt  geht.    Ist  dabei  für  diesen  die  Wendetangente  durch 

(14)  ^a;  +  By  +  C^  =  0 

mit  reellen  oder  complexen  CoefGcienten  gegeben,  dann  muss  die  Ein- 
tragung von  (14)  in  (12)  die  dreifache  Wurzel  rc  =  0  liefern.  Folglich 
ist  die  Klammergrösse  rechts  in  (12)  durch  das  Polynom  von  (14) 
theilbar. 
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Somit  erkennt  man^  dass,  wenn  auf  x  =»  0  drei  Wendepunkte 
mit  den  Wendetangenten 

y  —  0,    Ax  +  By  +  Cz^O,    Ä^x  +  B^y  +  C^z  =  Q 

liegen,   dann  f  die  Gestalt  annimmt 

(15)  f=aa^  +  y{Ax  +  By  +  Cz){A,x  +  B,y+C,z), 

Nun  wollen  wir  annehmen,  dass  der  zweite  und  der  dritte  dieser 
Wendepunkte  imaginär  sind.  Dann  zeigt  die  letzte  Gleichung,  dass 
die  beiden  letzten  Factoren  conjugirt  complez  werden,  also  etwa,  nach 
Division  durch  A  und  A^, 

x-^-  (w  +  ni)y +  (|)  +  g«>,    x  +  {m  —  ni)y  +  {p  —  qi)ss\ 

ihr  Product  ergiebt  dann 

{x  +  my  +pzy  +  (ny  +  q»)^, 

und  wenn  man  statt  my  -|-  p^  eine  neue  ;er-Ooordinate  einführt, 

/  =  ax^  +  y[{ny  +  qzy  +  (x  +  q^zy]. 

Dies  ist  das  Polynom  der  Curvengleichung,  falls  auf  o;  =  0  neben 
einem  reellen  zwei  imaginäre  Wendepunkte  liegen. 

Hat  /*  =  0  mehr  als  einen  reellen  Wendepunkt,  so  giebt  es  deren 
mindestens  drei.  Dass  dies  eintritt,  ist  auf  rein  algebraischem  Wege 
ohne  Verwendung  der  Invariantentheorie  nur  durch  umständliche  Rech- 
nungen zu  zeigen. 

Wir  übergehen  diese  und  weisen  hier  auf  die  geometrischen  Ueber- 
legungen  hin,  wie  sie  sich  z.  B,  in  den  Vorlesungen  über  Geometrie 
von  Glebsch  (herausgegeben  Yon  Lindemann)  I,  p.  499  befinden. 

Hiemach  haben  die  reellen  Curven  dritter  Ordnung  ohne  Doppel- 
punkt mindestens  drei  reelle  Wendepunkte. 

Legen  wir  diese  drei  nun  auf  die  x  =  0  Axe,  so  können  wir  die 
Gestalt  (13)  für  f  zu  Grunde  legen,  oder  indem  wir  neue,  den  alten 
proportionale  Goordinaten  einführen, 

fEE3aar^  +  yz(X'\-y'\-z). 
Hierfür  wird 

y  Jff  =  {z  —  12ax)y^  +  (z^  +  (1  —  12«)^;;^  —  I2axz)y 

—  (3aa^+12ax^z  +  12axz^), 
(24ax  — 2z)' f+zH==^Sax(3aixy^  —  zx^  —  Sz^x  —  3z^), 

Der  letzte  Ausdruck  zeigt,  dass  die  Eliminante  von  f  und  H  nur  die 
Factoren  rechts  enthalten  kann,  von  denen  der  zweite  irreductibel  ist. 
Da  der  erste  bereits  als  dreifache  Wurzel  bekannt  ist,  so  folgt 

Bf^s  =  x\3ac(^  —  zx^  —  3z^x  —  3z^y. 
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Der   zweite   Factor   verschwindet    für    eine   und   nur   eine   reelle 
Wurzel  X  =^  x^y  da  ja  die  Gleichung  dritten  Grades 

^aar"  —  zx^  —  ^z^x  —  3^«  =  0 

vorliegt,  für  welche  die  Discriminante 


(l  +  27a)>Ä« 


negativ  ist  (§  216,  Bd.  I). 

Aber  flir  diese  reelle  Wurzel  x^  liefert 

nur  complexe  Wurzeln  y.     Denn  ihre  Discriminante  können  wir 
—  4axlz  +  (x^  +  zyz^  =  —  *^  (za^,  +  Sz^x,+  3z^)  +  (x,  +  zfz' 

l.{x,z  +  'dzy 

* 

setzen;  sie  ist  also  negativ. 

Daraus  entnehmen  wir  auf  algebraischem  Wege,  dass  von  den 
neun  Wendepunkten  einer  Curve  dritter  Ordnung  stets  drei 
und  nur  drei  reell  sind. 

Jede  Gerade,  auf  welcher  drei  der  neun  Wendepunkte  liegen,  heisst 
eine  Wendepunkts  gerade.  Auf  jeder  reellen  Wendepunktsgeraden 
liegen  ein  oder  drei  reelle  Wendepunkte.  Die  beiden  conjugirt  complexen 
Wendepunkte 

{x,  y,  z)  =  (w  +  ni,jp  +  3r,  ^);     {x,  y,  z)  =  {m  —  ni,p  —  qi,  z) 

liegen  auf  der  reellen  Wendepunktsgeraden 

qx  —  »y  +  {np  —  qm)z  =  0 ; 

diese  geht  also  durch  einen  der  drei  reellen  Wendepunkte  hindurch. 
Für  jeden  reellen  Wendepunkt  werden  demnach  von  den  vier  in  ihm 
sich  schneidenden  Wendepunktsgeraden  mindestens  2wei  reell  sein. 
Wir  wollen  nachweisen,  dass  die  beiden  übrigen  imaginär  sind.  Zu 
dem  Zwecke  legen  wir  das  Coordinatendreieck  so,  wie  es  durch 

(13)  fz:^ax^  +  ^yz{28x  +  ty  +  riz) 

festgesetzt  war.  Ist  nun  noch  eine  zweite  durch  a;  =  0,  y  =  0  gehende 
Gerade  x  —  Qy  =  0  eine  Wendepunktsgerade,  so  muss  auch 

f^  (^{x  —  Qyy  +  g^ix,  y,  z)  - g^{x,  y,  z)  •  g^{x,  y,  z) 

sein,  wobei  die  ^^  =  0  lineare  homogene  Gleichimgen  sind,  welche 
die  Wendepunktstangenten  liefern.  Diejenige,  welche  zu  a:  =  0,  y==0 
gehört,  wird  aber  zu  y  =  0;  also  können  wir  schreiben 

/•--  cc^(x  —  Qyy  +  y-g^ix,  y,  z)-g^{x,  y,  z)] 
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es  folgt  dies  übrigens  auch  rein  algebraisch  ans  der  Vergleichung  der 
Coefficienten  in  den  beiden  letzten  Formen  für  f.  Auf  demselben  Wege 
erkennt  man^  dass  o^  =  a  ist. 

Es  wird  folglich  x  —  py  =  0  eine  Wendepunktsgera'de,  wenn 

\aa?  —  a(x  —  Qyf  +  3y£f(3*a;  +  Sy +  17^)]  :  y 

in  zwei  lineare  Factoren  g^  und  g^  zerlegbar  ist.  Nach  §  341  ist  die 
Bedingung  dafür 

2aQ    —3a(f^    28 

—  ap*         2aQ^      t      =0 

2d         H         2fi 

oder  nach  Unterdrückung  des  Factors  2aQy  der  nur  x  =  0  giebt, 
(16)  ccriQ^  +  4<JV'  +  6*g(>  +  36»  =  0. 

Die  Discriminante  dieser  Gleichung  lautet 

es  gi^bt  also  nur  eine  reelle  Wurzel  für  (16),  d.  h.  ausser  x  =  0  nur 
noch  eine  reelle  Wendepunktsgerade  durch  (0,  0,  z). 

Durch  jeden  reellen  Wendepunkt  gehen  also  zwei  reelle 
und  zwei  imaginäre  Wendepunktsgerade.  Auf  der  einen 
reellen  liegen  die  drei  reellen  Wendepunkte;  auf  der 
anderen  liegt  ein  Paar  conjugirt-complexer  Wendepunkte. 
Es  giebt  also  vier  reelle  Wendepunktsgerade;  eine,  welche 
die  drei  reellen  Wendepunkte  enthält;  und  drei,  von  denen 
jede  zwei  conjugirt-complexe  und  einen  der  reellen  Wende- 
punkte verbindet.  Ausser  diesen  giebt  es  keine  reellen 
Wendepunktsgeraden.  Denn  ^be  es  noch  eine  reelle,  so  müsste 
diese  in  ihrem  Schnitte  mit  f==0  einen  reellen  Wendepunkt  liefern, 
was  nach  dem  eben  Dargelegten  nicht  möglich  ist. 

Die  drei  Wendepunktsgeraden,  welche  je  zwei  conjugirt- 
complexe  Wendepunkte  verbinden,  bilden  ein  reelles  Drei- 
eck, auf  dessen  Seiten  sämmtliche  neun  Wendepunkte  liegen. 

§  631.  Wir  woUen  nun  die  Wendepunkte  mit  1,  2,  3,  •  •  •  8,  9 
bezeichnen  und  die  durch  sie  gebildete  Gonfiguration  untersuchen. 

Auf  der  Geraden  Lj^^  ^^S^  noch  ein  Wendepunkt,  den  wir  mit  3 
bezeichnen  wollen;  dann  sagen  wii*,  dass  die  Punkte  1,  2,  3  ein  Tripel 
(1,  2,  3)  bilden.  Auf  L^^  liegt  ein  weiterer  Punkt;  er  heisse  5;  so 
entsteht  das  Tripel  (1,  4,  5).  Auf  L^^  kann  nun  weder  1  noch  3 
noch   5   liegen;   wir  nennen   den   auf  L^   befindlichen   Punkt  6   und 
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haben  somit  das  Tripel  (2^  4,  6).  Ebenso  kann  wegen  der  drei  schon 
vorhandenen  Tripel  die  Gerade  L^^  keinen  der  Punkte  2,  3,  4,  5  ent- 
halten; den  auf  ihr  liegenden  neuen  nennen  wir  7  und  haben  das  Tripel 
(1,  6,  7).   Daraus  folgt  sofort  das  Tripel  (1,  8,  9).   Aus  der  Existenz  von 

(1,2,3),    (1,4,5),    (1,6,7),    (1,8,9),    (2,4,6) 

ergiebt  sich^  dass  L^^  nur  einen  der  Punkte  7^  8^  9  enthalten  kann; 
käme  aber  7  darauf  vor,  so  würde  zu  dem  Tripel  (2,  5,  7)  noch 
(2,  8,  9)  treten.  Dann  lägen  aber  wegen  (1,  8,  9)  auf  L^  die  beiden 
Punkte  1  und  2,  was  unmöglich  ist.  Somit  liegt  auf  L^  entweder 
8  oder  9.  Da  man  aber  in  den  vorhandenen  Tripeln  8  mit  9  ver- 
tauschen kann,  so  ist  es  keine  Einschränkung,  (2,  5,  8)  anzunehmen, 
woraus  dann  (2,  7,  9)  folgt.  Für  L„  ergiebt  sich  dann  eine  der 
beiden  Möglichkeiten  ftlr  die  Tripelbildung:  (4,  7,  3)  und  (4,  7,  8). 
Da  die  erste  derselben  (4,  8,  9)  im  Gefolge  haben  würde,  weil  för  4 
nur  noch  die  beiden  freien  Punkte  8  und  9  übrig  blieben,  und  weil 
dieses  Tripel  gegen  (1,  8,  9)  verstiesse,  so  bleibt  (4,  7,  8),  dem  sich 
dann  als  Ergänzungen  (3,  4,  9)  und  (3,  5,  7)  anschliessen.  Dadurch 
ergeben  sich  sofort  und  unzweideutig  die  übrigen  Tripel. 

Man  erhält  also  die  bis  auf  ihre  Bezeichnung  eindeutige  Vertheilung 

,17.  (1,  2,  3),  (4,  7,  8),  (5,  6,  9);  (1,  4,  5),  (2,  7,  9),  (3,  6,  8); 
^    ^    (1,6,  7),  (2,5,8),  (3,4,9);    (1,  8,  9),  (2,  4,  6),  (3,  5,  7). 

Die  Anordnung  in  je  drei  Tripel  ist  hier  so  getroffen,  dass  jedes- 
mal alle  neun  Wendepunkte  vorkommen.  Da  nun  ein  jedes  Tripel 
(a,  b,  c)  einer  Wendepunktsgeraden  Lato  entspricht,  so  sehen  wir,  dass 
vier  Wendepunktsdreiecke  bestehen,  die  von 

{-^imt  -^478;  ^69)5     (AiSJ  A79?  -^868)5 

(Abt;  -^258;  -^849)5     {-^189  9  -^4«;  -^86?) 
gebildet  werden. 

Die   Darstellung   (17)   ist   nicht  übersichtlich.     Man   erhält   eine 

klarere  Vertheilung,  wenn  man  jeden  der  Punkte  durch  zwei  Indices 

bezeichnet,  etwa 

1  =  00;     2  =  11;     3  =  22;     4  =  01;     5  =  02;     6  =  21; 

7  =  12;     8  =  20;     9  =  10; 

dann  entstehen  die  1?ripel 

(00,11,22),  (01,12,20),  (02,10,21); 

(00,01,02),  (10,11,12),  (20,21,22); 

^      ^  (00,12,21),  (02,11,20),  (01,10,22); 

(00,10,20),  (01,11,21),  (02,12,22). 
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Diese  sind  dadurch  gekennzeiclmet,  dass  (aih^y  a^b^y  ^^s)  dann 
und  nur  dann  ein  Tripel  ist^  falls 

(18)  a,  + 0^  +  03 -2  0,    61 +6, +  63  =  0    (mod.3) 

wird.  Jedem  Paare  a^bijO^h^  entspricht  dabei  durch  die  Bedingung  (18) 
ein  Yon  jenen  beiden  verschiedenes  System  a^h^,  falls  nur  die  beiden 
ersten  unter  sich  verschieden  sind. 

§  632.  Sind  die  beiden  in  §  627  betrachteten  Punkte  P^  und  P, 
Wendepunkte  der  Curve  f(xy  y,  jsr)  =  0  von  dritter  Ordnung,  so  findet 
man  den  dritten  auf  L^^  liegenden  Wendepunkt  durch  die  Bestimmung 
des  Quotienten  X  :  ft  aus  der  Gleichung  (3),  welche  im  vorliegenden 
Falle,  in  dem  P^  und  P^  auf  /'=0  liegen,  die  besonders  einfache 
Gestalt  annimmt 

Es  wird  daher 

Führen  wir  demnach  in  die  beiden  Gleichungen 
durch  die  lineare  Substitution 

an  Stelle  von  y  die  Grosse  u  ein  und  eliminiren  aus  den  Resultaten 

die  Unbekannte  x,  so  wird  die  Eliminante,  abgesehen  von  einer  Potenz 
von  iP,  als  Wurzelstellen  die  neun  Werthe  von  u  haben,  welche  diese 
Grösse  ftlr  die  neun  Wendepunkte  von  /*  =  0  annimmt.  Diese  Wurzeln 
bezeichnen  wir  gemäss  unseren  Festsetzungen  mit  Uqq  ,  Uq^,  u^^'^  -  •  - 
ttjo,  ti^j,  Wgg.  Durch  (17*)  wird  die  Zugehörigkeit  von  je  dreien  zu 
je  einer  Wendepunktsgeraden  festgelegt,  und  aus  (19)  entnehmen  wir, 
dass  jedes  Mo^j,  eines  Tripels  durch  die  Ua^b^  und  Ua^t^  des  gleichen 
Tripels  rational  darstellbar  ist.  Die  Form  von  (19)  zeigt  zugleich,  dass 
durch  dieselbe  rationale  Function  B 

(20)  Ua,b^  =  B(Ua,b^,  Ua^f^)  =  ü  (Mo,*,,  Ua,b,) 

jedes  u  jedes  einzelnen  Tripels  durch  die  beiden  anderen  u  desselben 
Tripels  dargestellt  werden  kann. 
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§  633.  Wir  sind  durch  diese  Betrachtungen  auf  algebraische 
Gleichungen  besonderen  Charakters  gelanget*):  Wir  nennen  eine 
Gleichung  ohne  gleiche  Wurzeln  eine  Tripelgleichung,  wenn 
ihre  Wurzeln  in  Tripel  zu  je  drei  derart  eingetheilt  werden 
können^  dass  zwei  Wurzeln  ^«^6^  und  Ua^b^  jeden  Tripels  be- 
liebig wählbar  sind,  und  die  dritte  Ua^b^  a*us  diesen  beiden 
durch  eine  rationale  Function 

eindeutig  bestimmt  wird.  In  (20)  sind  dabei  also  die 
Wurzeln  eines  Tripels  beliebig  mit  einander  yer- 
tauschbar. 

Tripelgleichungen  giebt  es  nur  von  einem  Grade 
n  =  6m  +  1   oder  w  =  6w  +  3.     Denn  mit  n  Wurzeln  kann  man 

überhaupt  -^ —    Gombinationen   von  je   zwei   Wurzeln   bilden.     Zu 

jeder  dieser  Gombinationen  gehört  eine  dritte,  welche  das  Tripel  yer- 
vollständigt.    Je  drei  der  so  erhaltenen  Tripel  enthalten  dabei  dieselben 

Elemente;  folglich  kommen  -^ — -  verschiedene  Tripel  vor;  und  daraus 

folgt,  dass  n  =  6m  -\-  1  oder  6m  +  3  sein  muss.  Denn  die  Möglich- 
keit n  =  6m  ist  auszuschliessen,  da  n  ungerade  sein  muss,  wie  man 
erkennt,  wenn  man  ein  Element  mit  allen  übrigen  verbindet 

Die  Aufgabe  der  Bildung  von  Tripelsystemen  stammt  von  T.  P.  Kirk- 
mann**)  und  von  J.  Steiner***).  Den  Nachweis  dafür,  dass  es  für 
jedes  w  =  6m  +  1  und  n  =  6m  +  3  Tripelsysteme  gäbe,  sowie  eine 
Gonstruction,  welche  für  alle  Fälle  ausreicht,  lieferte  M.  Reissf). 

Abgesehen  von  n  =  3  liefert  n  =  1  das  einfachste  Tripelsystem. 
Es  ist  dies 

(1,2,3),     (1,4,5),    (1,6,7),    (2,4,6),    (2,5,7), 

^    ^  (3,4,7),    (3,5,6); 

und  dies  ist,  wie  man  bei  der  Gonstruction  leicht  erkennt,  abgesehen 
von  der  Bezeichnung  auch  das  einzig  mögliche. 

Für  n==13  giebt  es  zwei  ff)  und  auch  nur  zwei  Tripelsysteme  fff), 
welche  wesentlich  von  einander  verschieden  sind. 


•)  0.  Hease,  Joum.  f.  Math.  34  (1847),  p.  193. 

*♦)  Cambr.  and  Dublin  math.  Joum.  7  (1862),  p.  527  und  8  (1863),  p.  38. 
••♦)  Joum.  f.  Math.  46  (1863),  p.  181  =  Werke  2,  p.  436. 

t)  Joum.  f.  Math.  66  (1859),  p.  326. 

ff)  E.  Zulauf,  „lieber  Tripelsysteme  von  13  Elementen",  Dissert.  Giessen  1897. 
fff)  V.  de  Pasquale,  Rendic.  B.  Istit.  Lombardo  1899. 
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§  634.  Wir  wollen  uns  zunächst  mit  der  Gruppe  der  Tripel- 
gleichungen  siebenten  Grades  beschäftigen. 

Eine  Substitution  zwischen  den  sieben  Wurzeln  der  Gleichung, 
welche  wir  kurz  durch  die  Zahlen  1,  2,  •  •  6,  7  bezeichnen  wollen, 
kann  nur  dann  zur  Gruppe  gehören,  wenn  sie  die  Tripel  (21)  lediglich 
unter  einander  umstellt;  denn  die  rationale  Beziehung  (20)  darf  durch 
Substitutionen  der  Galois'schen  Gruppe  nicht  gestört  werden. 

Lässt  eine  Substitution  der  Gruppe  demnach  zwei  Elemente  un- 
geandert,  so  lässt  sie  auch  das  dritte,  jene  zwei  zu  einem  Tripel 
er^nzende  ungeändert. 

Lässt  sie  ausser  den  drei  eines  Tripels  noch  eine  weitere  Wurzel 
an  ihrer  Stelle,  so  ändert  sie  überhaupt  keine  Wurzel;  das  erkennt 
man  sofort  aus  der  Gonfiguration  von  (21). 

Folglich  giebt  es  nur  Substitutionen,  die  kein  Element  ungeändert 
lassen;  solche,  die  ein  Element  nicht  umstellen;  solche,  die  drei  Ele- 
mente ungeändert  lassen  und  endlich  noch  die  Einheit. 

Wir  suchen  zunächst  diejenigen  Substitutionen,  welche  1,  2,  3 
nicht  umstellen.    Diese  können  nur 

(1,4,5)    und     (1,6,7);      (2,4,6)     und    (2,5,7); 

(3,  4,  7)    und    (3,  5,  6) 

in  einander  umwandeln.  Alle  hierbei  überhaupt  Torhandenen  Möglich- 
keiten genflgen  den  Anforderungen: 

Si  =  (45)(67),    s,  =  (46)(57),    &,  =  (47)(56). 

Derartige  drei  Substitutionen  entsprechen  jedem  Tripel  aus  (21). 
Neun  unter  diesen  21  enthalten  das  Element  1  nicht. 

Wir  suchen  femer  alle  Substitutionen,  die  1  nicht  bewegen,  dagegen 
alle  anderen  Wurzeln  unter  einander  vertauschen.    Diese  können  nur 

(22)  (1,2,3),    (1,4,5),    (1,6,7) 
unter  sich,  und  ebenso 

(23)  (2,4,6),    (2,5,7),    (3,4,7),    (3,5,6) 

unter  sich  umstellen.  Alle  hierbei  überhaupt .  vorhandenen  Möglich- 
keiten genügen  den  Anforderungen.  Zuerst  ergeben  sich  diejenigen, 
welche  eins  der  Tripel  (22)  in  sich  verwandeln: 

«,  =  (23)  (4657) ,    <j  =  (45)  (2736) ,    /;,  =  (67)  (2435) ; 

^  =  (23)  (4756),    ^  =  (45)  (2637) ,    ^  =  (67)  (2534) ; 

dann  diejenigen,  welche  die  Tripel  (22)  cjklisch  unter  einander  vertauschen: 
«1  =  (246)  (357),  «,  =  (247)  (356),  Mj  =  (256)(347),  «^=(257)  (346); 
Mj  =  (264)(375),  ««=(274)  (365),  m|  =  (265)(374),  m|=(275)(364). 
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Die  Anzahl  der  Substitutionen,  welche  alle  Elemente  umstellen^ 
können  wir  mit  Hülfe  der  in  §  572  aufgestellten  Formel 

»»(|[«-2]  +  |[n-3]  +  . . .  +  »^[0]) 

berechnen.  Hier  ist  [w  —  3],  wie  eben  gezeigt  wurde,  gleich  9; 
[0]  ist  gleich  1;  die  übrigen  eckigen  Klammem  sind  sämmtlich  gleich 
Null.     Danach  erhalten  wir 

7(1. 9+;. 1)^48 

Substitutionen,  welche  kein  Element  an  seiner  Stelle  lassen.  Jede 
dieser  Substitutionen  muss  cyklisch  sein,  weil  sonst  eine  geeignete 
Potenz  entweder  nur  fünf  oder  drei  oder  zwei  Elemente  umsetzen 
würde.  Aus  der  Combination  der  s  und  der  t  oder  der  u  findet  man 
leicht  solche  Substitutionen.     Wir  wählen 

t?i  =  (1243675) ,    vg  =  (1245736). 

Transformirt  man  v^  durch  Vj,  t;|,  •  •  t?*,  so  erhält  man  noch  sechs 
andere  cyklische  Substitutionen  von  sieben  Elementen  v^,  v^,  •  •  •  Vß? 
und  die  6-8  verschiedenen  Potenzen  der  v^^-'-Vg  liefern  die  noth- 
wendigen  noch  fehlenden  Substitutionen  der  Gruppe. 

Die  Ordnung  der  Gruppe  beträgt  nach  §  572 

7{[6]  +  [5]  +  . .  •  +  [0])  =.  7  .  (14  +  9  +  1)  =  168. 

Diese  Gruppe  hat  Eronecker  angegeben.     Sie  ist  zweifach  transitiv. 
Die  Galois'sche  Gruppe  jeder  Tripelgleichung  siebenten 
Grades   ist   mit   der   gefundenen   Gruppe   identisch   oder   ein 
Theiler  derselben. 

%  635.  Nach  diesem  Excurs  kehren  wir  zu  den  Tripelgleichungen 
neunten  Grades  zurück  und  suchen  ihre  Galois'sche  Gruppe  zu  be- 
stimmen. Für  die  Bezeichnung  der  Wurzeln  legen  wir,  genau  wie  in 
(17*),  zwei  Indices  zu  Grunde.  Eine  Substitution  kann  nur  dann  zur 
Galois'schen  Gruppe  der  Gleichung  gehören,  wenn  sie  die  Tripel  (17*) 
nur  unter  einander  vertauscht. 

Wir  betrachten  nun  alle  Substitutionen  von  der  Form 

(24)  s  =  I  Ä,  fc    ah  -^  bk  -\~  a,  aji  +  ^i^  +  <^i  i  • 

Wendet  man  sie  auf  das  Tripel 

{Kh,  Kh,  hh)      {\-\-\+K^-K+h-\-K-=Q) 

an,  so  wird  erstens 

aHh  +  hSh  +  3a  .    a^Sh  +  \2:Tc  +  Soj  ^  0     (mod.  3) 

sein;  d.  hu  jedes  s  führt  die  Tripel  in  einander  über. 
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Umgekehrt  muss  jede  Substitution^  welche  die  Tripel  in  einander 
überführt,  die  Form  (24)  besitzen,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Zunächst  entnehmen  wir  aus  (17),  dass,  wenn  die  Elemente  1^  2,  4 
fest  bleiben,  der  Reihe  nach  wegen 

(1,  2,  3)  auch  3;  wegen  (1,  4,  5)  auch  5;  wegen  (2,  4,  6)  auch  6,  •  •  • 

u.  s.  f.  ungeandert  bleiben.     Eine  Substitution  also,  die  1;  2,  4  nicht 

ändert,  ist  die  identische  Substitution;  übertragen  wir  dies  auf  (17*), 

so  folgt,   dass  wenn  eine  Substitution   der  Galois'schen  Gruppe   die 

Elemente  00,  11,  Ol  nicht  ändert,  sie  gleich  der  Einheit  wird. 

Nun   sei  t  eine   beliebige  Substitution  der  Galois 'sehen  Gruppe. 

Sie  lasse  auf 

00,    11,   Ol     folgen    pq,  p^q^,  p^q^. 

Wir  bilden  das  zur  Gruppe  gehörige 

Sa=\h,Jc    (p^—p^)h  +  (Pi—p)Jc  +  p,  {qi  —  qi)h  +  (ft—  g)*  +  q\\ 

dann  wird  t-s^  die  drei  Elemente  00,  11,  Ol  nicht  ändern  und 
folglich  gleich  der  Einheit  sein,  d.  h.  es  ist  das  beliebige  t  gleich 
einem  5«  von  der  Form  (24). 

Damit  ist  gezeigt,  dass  alle  Substitutionen,  welche  die 
Tripel  (17*)  in  einander  umwandeln  und  nur  sie  durch  die 
linearen  Substitutionen  (24)  gegeben  sind. 

In  (24)  können  die  a,  fe,  a^,  i^  auf  (3*  —  1)  (3»  —  3)  =  48  ver- 
schiedene  Arten  so  gewählt  werden,  dass  (24)  eine  yon  0  verschiedene 
Determinante  hat  (§  531);  a  und  a^  können  gleich  0,  1,  2  ange- 
nommen werden.     Folglich  hat  die  Gruppe  die  Ordnung  9-48. 

Eine  Gleichung  mit  dieser  Gruppe  ist  algebraisch  auflösbar.  Man 
könnte  dies  durch  unsere  früheren  Resultate  über  auflösbare  Glei- 
chungen der  Grade  p*  hier  ableiten,  doch  wir  ziehen  einen  direkten 
Nachweis  vor,  weil  bei  diesem  die  Bedeutung  der  einzelnen  Schritte, 
welche  zur  Lösung  führen,  deutlicher  heraustritt. 

Es  handelt  sich  natürlich  um  die  Frage  nach  der  Composition 
der  durch  die  Substitutionen  (24)  bestimmten  Gruppe,  die  wir  G 
nennen  wollen. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Substitutionen 

lediglich  jede  der  Wendepunktsgeraden  (17*)  in  eine  solche  des  Dreiecks 


I  =  [(00,  11,  22) 

n  =  [(00,  Ol,  02) 

m  =  [(00,  12,  21) 
IV  =  [(00,  10,  20) 


(Ol,  12,20);  (02,  10,  21)], 

(10,11,12);  (20,21,22;], 

(02,11,20);  (01,10,22)], 

(01,11,21);  (02,12,22;] 
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umwandelt,  dem  sie  selbst  angehört.  Zu  jeder  Substitution  von  G 
ordnen  sieb  also  je  nach  den  Wertben  von  a  und  cc^  nocb  acbt  andere 
zu,  denen  dieselbe  Umstellung  der  Dreiecke  I,  II,  III,  IV  entspricht. 
Es  reicht  daher  aus,  nur  die  Substitutionen  mit  a  =  «^  =  0  zu  be- 
trachten; diese  bilden  eine  Gruppe  Gi,  zu  welcher  G  neimstufig  iso- 
morph ist.     G^i  hat  die  Ordnung  48. 

Jede  Substitution  aus  G^  kann  man  als  Umsetzung  der  Dreiecke 
I,  n,  in,  IV"  deuten.  Es  ist  also  Gj^  der  dadurch  hervoi^erufenen 
Gruppe  r  unter  den  Elementen  I,  II,  III,  IV  isomorph.  Man  über- 
zeugt sich  leicht,  dass 

s=\h,k     2h,2k\     (mod.  3) 

nebst  der  Einheit  die  einzigen  Substitutionen  von  6^  werden,  welche 
alle  Dreiecke  ungeändert  lassen.  Denn  jede  Substitution  von  G^  läset 
00  ungeändert;  soll  sie  nun  I  und  II  nicht  ändern,  so  muss  sie  11  in 
sich  oder  in  22,  und  Ol  in  sich  oder  in  02  umwandeln.  Durch  (25) 
kommt  man  dann  auf  das  angegebene  Resultat,  da  von  den  vier  mög- 
lichen Combinationen  nur  jene  befriedigt. 

Somit  ist  Gl  zu  F  zweistufig  isomorph;  F  hat  die  Ordnung  24 
und  ist  deshalb  die  symmetrische  Gruppe  der  vier  Elemente  I,  U, 
III,  IV. 

In  F  ist  die  alternirende  Gruppe  A  ein  autojuger  Maximaltheiler 
mit  dem  Compositionsfactor  2.  Der  Gruppe  A  entspricht  in  G^  die 
Gruppe  Ä  von  24  Substitutionen,  welche  sämmtlich  die  Dreiecke  so 
unter  einander  vertauschen,  dass  gerade  Permutationen  entstehen,  d.  h. 
solche,  die  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Transpositionen  bewirkt 
werden  können. 

In  A  bildet  die  Gruppe 

(III)(miV),     (I  III)  (II  IV) ,     (I  IV)  (II  III),     1 

einen  autojugen  Maximaltheiler  K.  Ihr  entspricht  in  A  eine  Gruppe  K 
der  Ordnung  8,  da  der  Compositionsfactor  gleich  3  wird.  Ihre  Sub- 
stitutionen sind 

1,     \h,k    k,2h\,     \h,k    2Ä,  2fc|,      \h,k    2k,  h\', 

\h,k    h-\-2k,2h  +  2k\,     \h,k    h  +  k,h  +  2k\, 

\h,k    2Ä-f*,  Ä  +  Ä-l,     \h,k    2h  +  2k,2h  +  k\. 

Von  ihr   aus  geht   man  mit   dem  Compositionsfactor  2   zu   dem   aus 

den  vier  ersten  Substitutionen  gebildeten  autojugen  Theiler  über  und 

von  da  zu 

1,     \h,k    2A,  2fc|, 

d.  h.  zu  den  einzigen  Substitutionen  aus  6?^,  welche  alle  Dreiecke  I, 
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n,  Uly  lY  Dicht  ändern.     In  G  haben  diese  Eigenschaft  die  18  Sub- 
stitutionen 

\hy  Je    A  +  «,  *  +  «1  I ,      I  *;  *     2A  +  «,  2i •  +  a^  I . 

Durch  Vermittelung  von  Gompositionsfactoren  2,  3,  2,  2,  2  gelangt 
man  also  von  G  zu  der  arithmetischen  Gruppe 


Folglich  ist  die  Tripelgleichung^  wie  behauptet  worden  war, 
algebraisch  auflösbar. 

§  636.  Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  im  Falle  von  13  Ele- 
menten zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  Tripelsystemen  existiren. 
Das  erste  wurde  von  Reiss  (1.  c.)  aufgestellt;  bezeichnen  wir  die  Ele- 
mente mit  0,  ly'  • '  9,  a,b,  c,  so  kann  es  durch 

(0,1,  a),  (0,2,4),  (0,3,9),  (0,5,6),  (0,  6,  c) ,  (0,7,8), 

(1,2,3),  (1,4,5),  (1,6,8),  (1,  7,c),  (1,9,6),  (2,5,6), 

(2,  7,  9),  (2,  8,  o),  (2,  6,  c),  (3,  4,  a),  (3,  5,  7),  (3,  6,  6), 

(3,  8,  c),  (4,  6,  7),  (4,  8,  h),  (4,  9,  c),  (5,  8,  9),  (5,  o,  c), 

(6,9,6),  (7,a,  6) 

dargestellt   werden.     Seine  Gruppe,   d.  h.   die  Gesammtheit   der   Sub- 
stitutionen, welche  diese  Tripel  nur  unter  einander  umwandeln,  wird 

1,  (0,l,2)(3,4,o)(5,8,9)(6,7,6),  (0,  2, 1)(3,  a,4)(5,  9,  8)(6,6,7); 
(0,7)(l,6)(2,6)(4,o)(5,9),    (0,  6) (1,6) (2,7) (3,  o) (5,  8), 

(0,6)  (1,7)  (2, 6)  (3, 4)  (8,  9); 

hier  bilden  die  ersten  drei  einen  aatojugen  Theiler;   folglich  ist  die 
Grappe  auflösbar.  — 

Das  zweite  Tripelsystem  von  13  Elementen  habe  ich  in  den  Math. 
Apn,  42  (1892),  p.  143  sowie  in  meiner  Substitutionentheorie  (1882) 
§  220  behandelt.     Es  wird  durch  die  Tripel 


(0,  1,  o) 
(1,  2,  6) 
(2,  4,  9) 
(4,  6,  6) 
(7,  «,  6) 


(0,2,7),  (0,3,4),  (0,5,6),  (0,6,8),  (0,  9,  c), 

(1,3,8),  (1,4,5),  (1,6,  c),  (1,7,9),  (2,  3,  c), 

(2,5,6),  (2,8,a),  (3, 5,  o),  (3,6,7),  (3,9,6), 

(4,  7,  8),  (4,  a,  c),  (5,  7,  c),  (5,  8,  9),  (6,  9,  a), 
(8,  6,  c) 


und  seine  Gruppe  G  durch  die  3-13  Gombinationen  der  beiden  Sub- 
stitutionen 
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s  =  (0,  1,2,  3,. -.9,0,6,0), 

<  =  (l,3,9)(2,6,5)(4,c,a)(7,8,6) 

gebildet.    Die  Potenzen  von  s  sind  autojug  in  G-  G  ist  also  auflösbar. 
So  zeigt  es  sich:   Die  Tripelgleichungen   13*®"  Orades   sind 
auflösbar. 


Siebenundsechzigste  Vorlesung. 
Die  aufl6sbaren  Gleichungen  fKnften  Grades. 

§  637.  Wir  haben  gesehen^  dass  es  für  eine  auflösbare  irreduc- 
tible  Gleichung  fünften  Grades  charakteristisch  ist^  eine  und  damit 
alle  metacyklischen  Functionen  im  Rationalitatsbereiche  zu  besitzen. 
Eine  solche  metacyklische  Function  hängt  nun,  da  bei  p  =  5  die 
Gruppe   von   der   Ordnung  20   ist,   von   einer   Gleichung   des   Grades 

rationale  Wurzel  besitzt,  und  dass  die  Gleichung  fOnften  Grades  irre- 
ductibel  sei.  Welche  metacyklische  Function  dabei  zu  Grunde  gelegt 
wird,  ist  theoretisch  ganz  gleichgültig;  praktisch  dagegen  kann  durch 
geschickte  Wahl  die  Rechnung,  welche  auf  die  Gleichung  der  gewählten 
metacyklischen  Function  führt,  erheblich  abgekürzt  werden*). 

Es  seien  Zq,  z^j  z^y  hy  ^4?  ^^^^  '^^  ö;  1>  2,  3,  4  die  fünf  Wurzeln 
einer  Gleichung  fünften  Grades.  Wir  betrachten  die  Function  der  Wurzeln 

(1)  y^  =  0.1  +  1. 2  +  2. 3  +  3. 4  +  4-0. 

Um  die  zugehörige  Gruppe  G  zu  finden,  suchen  wir  zunächst  alle 
Substitutionen,  die  0  in  a  umwandeln,  wobei  a  ^  1,  2,  3,  4  sein  kann. 
Es  folgt  zunächst,  dass  1  in  a  —  1  oder  in  a  + 1  übergeht.  Im 
zweiten  Falle  hat  man  sofort  die  Substitution 

Sa  =  (0,  a,  2a,  3a,  4a)    (mod.  5), 

d.  h.  alle  Potenzen  von 

*,  =  (0,  1,  2,  3,  4). 

Im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  die  Substitution 

\a,a  — l,a  — 2,a  +  2,a  +  l/      ^  ^^ 

bei  welcher  für  jedes  a  ein  Element  ungeändert  bleibt,  nämlich  das 
durch  3  a  charakterisirte. 

•)  Vgl.  hierzu  C.  Runge,  Acta  matb.  7  (1885),  p.  173  und  D.  S^livanoff, 
Bull.  soc.  math.  21  (1898),  p.  97. 
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Hieraus  folgt  schon  ^  da  alleiii  die  Potenzen  von  s^  sammtliche 
Elemente  umsetzen^  dass  G  nur  noch  Substitutionen  enthält,  welche 
ein  Element  oder  alle  Elemente  in  Ruhe  lassen  (§  572).  Diejenigen, 
welche  0  nicht  umsetzen,  sind,  wie  (1)  zeigt, 

«0=1     und     ^o  =  (14)(23). 

G  hat  also  die  Ordnung  10;  es  ist  die  halbmetacyklische  Gruppe 
§  536;  sie  ist  ein  Theiler  der  altemirenden  Gruppe.  Die  Function  y^ 
hat  zwölf  Werthe,  die  wir  folgendermassen  schreiben  wollen 


j^j  =  0.1  +  l. 2  +  23  +  3.4+4.0,  3/7=0 

^,  =  0.2+2.4+4.3  +  31  +  10,  y,=0 

^5  =  0-2  +  2. 1  +  14+4. 3+30,  y^  =0 

^^  =  01  +  1.4+42+2. 3  +  30,  yio=0 

y5  =  0.1  +  1.3  +  3.4+4.2+2.0,  ^,^  =  0 

ye  =  0.2  +  2.3  +  3.1  +  1.4+4.0,  y,,=  0 


2+2. 4+4.1  +  1. 3+30; 

1  +  1.2  +  2.4  +  4. 3  +  3-0; 

1+1.3+3.2+2.4+4.0; 
2+2.3+3.4+4.1+10; 

2  +  2-1  +  1. 3  +  3.4+4.O; 
1  +  1.4+4.3+3. 2  +  20. 


Die  zugehörigen  Gruppen  für  diese  einzelnen  Functionen  wollen  wir  mit 

Gl  =  G,    ©2;  •     •    ^6»    ^ly    ^8}  "  '    ^12 

bezeichnen;  sie  werden  gefunden,  wenn  man  G  =^  G^  durch  passende 
Substitutionen  6^  =  1,  cfg,  0^,-  •  -  0^]  t,  ö^r^  tfjT, .  •  •  0qX  transformirt. 
Dabei  sei 

tf,  =  l  ;     tf,  =  (l,2,4);     tf,  =  (1,  2)(3,  4); 

tf,  =  (2,4,3);     ff,  =  (2,  3,  4);     ff,  =  (1,  2,  3)       5 

r  =  |Ä    2Ä|  =  (1,2,4,3); 

es  gehören  also  ^i,  <f2} ' '  '  ^b  ^®^  altemirenden  Gruppe  an,  während  die 
Substitution  t  keine  gerade  Substitution  ist.    Hierbei  zeigt  sich  ferner 

G^^t-^G^t^G^,    G8  =  T-iG,r=Gj,  ...  Gij  =  r-i(?^ir  =  G«; 

es  gehören  also  alle  (r^  und  Gf^^^  zur  gleichen  Gruppe. 

Da  T*  =s  ^Q  ist,  so  wandelt  jede  Substitution,  die  ein  j/^  in  y^^+c 
überführt,  auch  umgekehrt  y^^+e  in  y^  um.  Demgemäss  hat  y^  —  y^ 
gleichfalls  zwölf  Werthe 

-yi  — »7;  Vi  —  ysy  '"  ye— yi2; 
yi  —  yi7  ys  —  y%7  •••  yi^  —  ys ; 

die  wir  mit  y^,  y^,  •  •  •  9>e5  —  V19  —  Vi}  ' ' '  —  96  bezeichnen.  Das 
Quadrat  von  y^  —  y^  hat  sechs  Werthe,  nämlich 

1/         9i  =  Cyi— y?)',   9?^=(y2— ys)';  •••   y6  =  (y6— yi«)^- 

'  Die  zu  (pi  gehörige  Gruppe  wird  durch  die  Substitutionen  s^,  z  und 
ihre  Gombinationen  gebildet;  ihre  Ordnung  ist  20;  es  ist  die  meta- 
cyklische  Gruppe  und  tp^  ist  eine  metacyklische  Function. 

Netto,  Algebra.  IL  31 
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Es  handelt  sich  nun  um  die  Berechnung  der  Gleichung 

6 

(2)  TJ(9>  —  9>i)  ~    9>^  +  (h9^  +  «89*  H f-  «59  +  «6  =  0, 

welche  9i7  -  *  *  9«  ^  Wurzeln  hat.  Hierin  sind  «i^  o^;  o^,  •  *  -  a^ 
symmetrische  Functionen  von  9i;  9s7  *  * '  96-  -^^^  Substitutionen  der 
altemirenden  Gruppe  vertauschen  diese  Werthe  nur  unter  sich;  folglich 
sind  di^  0^,' ' '  altemirend  oder  symmetrisch.  Femer  gehen  die  homo- 
genen Functionen  ungeraden  Grades  ct^^,  c^,  a^  in  den  (p  bei  einer  Sub- 
stitution^ die  nicht  zur  altemirenden  Gruppe  gehört,  in  —  a^,  —  Oj, 
—  a^  über,  während  die  homogenen  Functionen  geraden  Grades  a^y 
a^y  a^  dabei  ungeändert  bleiben.  Also  sind  01,05,05  altemirend; 
O2,  O4,  Og  symmetrisch. 

Demnach  haben  01,0^,05  die  Form  m^y^d,  Wj]/^,  mj)/^,  wobei 
^  die  Discriminante  der  Gleichung  ftlnften  Grades,  und  m^,  ni^^  ^5 
symmetrische  ganze  Functionen  bedeuten.  In  z^j  z^y  z^,  z^,  z^  sind 
«1;  «8;  «5?  V^  ^^^  ^^^  Dimensionen  2,  6,  10,  10;  es  müssen  somit 
Wi  =  Wj  =  0  sein,  und  m^  wird  eine  Constante,  die  wir  mit  m  be- 
zeichnen.    (2)  geht  daher  in 

(3)  9*  -|-  0^9*  -|-  «49*  +  «6  +  mY^fp  =  0 

über. 

§  638.  Die  Berechnung  der  noch  unbekannten  Grossen  gestaltet 
sich  besonders  einfach,  falls  man  der  Gleichung  fünften  Grades  die  Form 

(4)  f(z)  -     z^  +  uZ'\'V  =  0 

ertheilt.  In  dieser  sind  u  und  v  homogene  Functionen  der  Za  von  den 
Dimensionen  4  und  5,  und  da  (i%y  a^,  a^  ^^^  Dimensionen  4,  8,  12 
besitzen,  so  muss 

sein,  wo  m^y  m^y  m^  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Diese,  sowie  m  kann  man  durch  ein  numerisches  Beispiel  finden. 
Runge,  Yon  dem  diese  Betrachtungen  stammen,  \^hlt  als  solche« 
t*  =  —  1^  t;  =  0  und  findet  ^  =  —  4*, 

9>u  9>2,  9«>  94;  96;  96  =  — 2»,  —  2i,  —  2i,  —  2i,  2  +  4i,  —  2  +  4i; 
9?® — W29*+^49* — me+16im9==(9?  +  2i)*(9)*  —  819?  —  20) 

=  98+209*  +  2409«— 320  +  512i>; 

(9«  —  ^29*  +  m^<p^  —  m,y  +  le^mV'  =  (9'  +  4)*  (9*  +  24^«  +  400). 
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Mithin  wird  die  Gleichung  für  g>,  nachdem  man  durch  Quadrirung 
die  Wurzel  Y^  fortgeschafft  hat, 

(5)  (^6  _  20m9>*  +  240mV*  +  320u»)«  =  4^^g)\      J  =  4^u^  +  5  V, 

oder 

(6)  ((p«  _  4u)*  (9>*  —  24m9«  +  400u«)  =  4^.55.  v^(p\ 

'Setzen  wir  9*  =  4^,  so  ist  auch  ^  eine  metacyklische  Function. 
Sie  genügt  der  Gleichung 

(5»)  (^8  _  5t^^2  +  15t^2^  +  5ti8)2  =  ^^  ^ 

der  man  auch  die  Form  geben  kann 

(6»)  (^  _  u)*  (^*  —  6ut  +  25  w*)  =  5^t?V  • 

§  689.  Nur  wenn  (5*)  bezw.  (6*)  eine  rationale  Wurzel 
besitzt;  ist 

(4)  f(0)EEIS^  +  UZ  +  V  =  O 

auflösbar,  und  stets  dann.  Denn  wenn  f  reductibel  ist,  versteht 
sich  dies  von  selbst;  und  wenn  f  irreductibel  ist,  dann  ist  ihre  Gruppe 
metacyklisch  oder  steht  unter  der  metacyklischen  Gruppe,  so  dass  also 
jedenfalls  eine  metacyklische  Function  der  Wurzeln  dem  Bationalitäts- 
bereiche  angehört. 

Dividirt  man  beide  Seiten  von  (6*)  durch  u^  und  setzt  '^  =  w^\ 
f)  SS  uv'y  so  ergiebt  sich 

oder 

^'^  **  —  (^'_  1)4  (^'J  _  61^'+  26)  ' 

Sind  nun  ^;  w,  v  rationale  Grössen,  die  (6*)  befriedigen,  so  sind 
^';  Uj  v'  rationale  Grössen,  die  (7)  befriedigen  und  umgekehrt;  wählt 
man  daher  v',  ^'  beliebig  und  u  gemäss  (7),  dann  liefern  w,  v  eine 
auflösbare  Gleichung  (4);  und  umgekehrt,  wenn  (4)  auflösbar  ist,  dann 
gehört  zu  rationalen  Werthen  von  ^';  v'  das  durch  (7)  bestimmte  u. 

Der  Ausdruck  (7)  vereinfacht  sich  noch  etwas,  wenn  man   eine 

Substitution 

.  __  tp'—  8  bv' 

oder  auch 

.  Jlf — 3u  bv 

4w~'      ^  ~  2(1/;  — M) 

vornimmt.     Dadurch  wird 

31* 
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Wir  haben  also  bewiesen:   Giebt   man  A  und  ^   irgend   zwei 
Werthe  irgend  eines  Rationalitätsbereiches^  so  ist  die  Form 

charakteristisch  für  auflösbare  Gleichungen  der  Form 

£!^  -\-  Ug  -\-  V  =  0. 

Von  Glashan  und  P.  Young*)  stammt  eine  andere  Form,  nämlich 

(10)  ^^'J^l^^.^M^^^o 

und  von  Bougaieff  und  Lachtine**)  die  folgende 

^^^^  ^    +  4(X2+4)  ^^^  "2(12 +4)     —  ^- 

Es  gehen,  wie  bemerkt  werden  mag,  (10)  und  (11)  aus  (9)  hervor 
durch  die  Annahmen 

'4 — 41  +  3'  ^^  — ^5 

bezw. 

^  —    2X+  1  '  '*'*  —         ^' 

§  640.     An  die  Form 

(6»)  (^  _t^)4(^2  _  6w^  4-  25w^)  —  ö^t;^  =  0 

der  Resolvente  knüpft  S^livanoff  folgende  Bemerkung  (1.  c). 
Ist  w  =  +  1,  so  entsteht 

(12)  (^  + 1)*  ((^  +  3)»  +  16)  -  5 V^  =  0 , 

woraus  man  ersieht,  dass  eine  etwa  vorhandene  rationale  Wurzel  ^  posi- 
tiv sein  muss.  Ist  femer  v  eine  ganze  Zahl,  so  kann  nach  §  241  ein 
solches  rationales  iff  auch  nur  ganz  sein;  da  endlich  in  (6*)  das  absolute 
Glied  fär  u  =  +  1  gleich  25  wird,  so  kann  ein  rationales  ^  nur  ein 
Theiler  von  25,  d.  h.  gleich  1,  5  oder  25  werden.  In  keinem  dieser 
drei  Fälle  tritt  aber  für  v*  eine  vollständige  vierte  Potenz  heraus. 
Sonach  giebt  es  keine  rationale  Lösung  für  (6*)  bei  w  =  +  1?  ^*  ^• 
die  auflösbaren  Gleichungen 

in  denen  v  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  sind  reductibel. 


•)  Amer.  Joum.  of  math.  7  (1886),  p.  178,  p.  170. 
**)  Moskau.  Math.  Samml.  16  (1890),  p.  83. 
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Diese  Selivanoff'sche  Methode  lasst  sich  leicht  YeraUgemeinem. 
Zuerst  sehen  wir  aus  (6*)  direct^  dass  ^  auch  im  allgemeinen  Falle 
eine  positive,  ganze  Zahl  sein  musS;  wenn  u,  v  ganz  sind,  und  dass  ^ 
ein  Theiler  von  25  u^  wird.    Weiter  folgt  aus  derselben  Gleichung,  dass 

6^;^^ ^ 

eine  vollständige  vierte  Potenz  ist. 

Ist  u  nicht  durch  5  theilbar^  so  wird  ^  als  Theiler  von  26  u^ 
gleich  5^t  (a==0,  1,2),  wobei  r  nicht  mehr  durch  5  theilbar  ist;  in 

m  = ^;p^ (r  nicht  ^  0  mod.  5) 

muss  die  5  des  Nenners  sich  wegheben,  wenn  W  eine  vierte  Potenz 
sein  soll;  und  dies  ist  nur  für  a  =»  0  oder  a  =  2  möglich.  Man  hat 
dafiir  in  diesen  beiden  Fallen 

m  =  -^^ — -^ oder    m  = r-^- — ^^ • 

6t  ot 

Es  ist  also  in  beiden  Fällen  r  ein  Theiler  von  u^,  der  mod.  5  zu  ti 
congruent  ist.  Ist  nun  u  eine  von  5  verschiedene  Primzahl,  so  hat 
w*  als  Theiler  1,  w,  •  •  •,  ti®.  Man  erkennt  sofort,  dass  nur  för  ein 
w  IE=E  +  1  (mod.  5)  ein  solcher  Theiler  m"  congruent  u  werden  kann, 
ausser  wenn  r  =  m  ist.  In  diesem  Falle  wird  ^  =  25w  und  t5  =  4ti; 
das  ist  aber  bei  unserer  Annahme  keine  vierte  Potenz.  Also  folgt,  dass 
(6*)  keine  rationale  Wurzel  liefert,  wenn  ti  f^  +  2  (mod.  5)  ist. 

Ist  ferner  w  =  5,  so  kann  nur  ^  ^  5"  mit  a  =  0,  1,  2,  •  •  •  8  sein. 
Dafür  wird  aber 

dies  liefert,  wenn  der  Bruch  auf  seine  kleinste  Benennung  gebracht 
ist,  für  keins  der  a  einen  Nenner,  welcher  eine  vierte  Potenz  wäre, 
folglich  ist  auch  hier  eine  rationale  Lösung  von  (6^)  unmöglich. 

So  haben  wir  gezeigt:  Alle  auflösbaren  Gleichungen  der 
Form 

in  denen  u  eine  Primzahl  und  v  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
sind  reductibel,  falls  u  nicht  ^  +  1  (mod.  5)  ist. 

§  641.  Mc.  Glintock*)  behandelt  eine  andere  metacyklische 
Resolvente  und  berechnet  ihre  Gleichung.  Er  setzt  die  halbmetacyk- 
lischen  Functionen  an: 


*)  Amer.  Joum.  of  math.  8  (1886),  p.  45;  ib.  20  (1898),  p.  167. 
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Y,  =  0.1-2  +  l-2-3  +  2-3-4  +  3-40  +  40.1, 
F7  =  0.2-4  +  2. 4. 1  +  4. 13  +  1. 3. 0  +  3. 02, 

Von  diesen  I^,  Y^y  -  -  •  F^  gilt  Aehnliches,  wie  von  den  Jfi,  jfi,  -  •  -  y^^ 
Weiter  sei 

dann  ist 

Y  Y 

(13)  t  =  -» — ^ 

seine  metacyklische  Resolvente. 

Für  diese  findet  er  unter  der  Voraussetzung  der  Gleichung  fQnften 
Grades 

\^'^-^^^'  (14)  m-     ^  +  lOc^i^  +  lOc^z*  +  bc^z  +  c,  =  0 

ril  die  Resolventengleichung  sechsten  Grades  & 

(15)  m  ■  (l,t  +  /J  -  25 (y,fi  +  y,<»  +  y,<  +  y,)  =  0, 

wobei  die  Gonstanten  folgende  Bedeutung  haben 

yo  =  — 4  +  C2C4  — c|, 

Y%- ^^  +  cjc^  +  ^^  —  cj, 

Zo  =  -  löcjc,  +  lOcJcJ  -  2CIC3C5  +  14c|cJ  -  22c,(^3C,  +  c,c»  +  9cJ 

2C5C4C5  +  cj, 

^1  =      9^C5  —  20c|c8C^  +  lOcfcJ  +  8(^c^C5  —  12c8a,cJ  —  2c^(?^Cf^ 

+  6cjc4  +  a,(^  —  cjcg. 

Hat  (15)  eine  rationale  Wurzel^  dann  ist  (14)  auflösbar. 
Mc.  Clintock  giebt  nun  in  der  citirten  Arbeit  mit  Hülfe  yon  drei 
Parametern  und  von  t  die  Ausdrücke  für  c^,  (^,  c^,  c^y  f&r  welche 
eine  irreductible  Gleichung  (14)  lösbar  wird. 


^ 
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Achtundsechzigste  Vorlesung. 
Die  allgememen  Gleiehungen  fünften  Grades. 

§  642.  Bei  Gelegenheit  der  Transformation  von  Gleichungen  haben 
wir  die  allgemeinen  Gleichungen  fünften  Grades  auf  eine  beliebige  der 
vier  Bring-Jerrard'schen  Formen  (§116;  Bd,  I)  reducirt*) 

0^+0  —D  =  0,     O^—O^  —  D  =  0, 
^  -*  05+a>»— D  =  0,     0^-0^  — D=^0. 

Wir  betrachten  jetzt  noch  einnud  eingebender  die  Transformations- 
theorie für  die  Gleichung 

(2)  f(x)-^-x^  +  Äa^  +  Ba^-{-Cx'  +  Dx  +  E=0, 

indem  wir  zunächst  den  Untersuchungen  von  L.  Kiepert**)  folgen. 

Setzen  wir  die  Tschirnhausen-Transformation  an,  in  welcher 
u  und  V  noch  unbestimmte  Grössen  bedeuten, 

(3)  y  =  x^  —  ux  -\-  V, 

so  können  wir  in  der  Gleichung  für  y  durch  passende  Wahl  von  u 
und  V  die  Glieder  mit  y*  und  y*  zum  Verschwinden  bringen.  Dazu 
ist  es  nöthig,  die  beiden  Gleichungen  zweiten  und  ersten  Grades 

(2Ä^—  5B)u^  +  {4A^—  ISÄB  +  15C)u 
^  ^  -{-(2Ä^—8Ä^B  +  10ÄC  +  SE'—10I))  =  0, 

(5)  bv  =  —  Au  —  A^  +  2B 

zu  befriedigen. 

Bezeichnet  man  dann 

bl  =  —  C{u^  +  Äu^  4-  ^ti+  C)  +  D(4u^  +  SÄu  +  2B) 

—  E{5u-{-2Ä)  —  10v^, 

(6)  5m=  — I)(w*+J.M»+JBw2+(7w+2))  +E(5w«+4^w«+3Bm+2C) 

+  5t;*  +  10Zt?, 
n  =  —  E(u^  +  Äu^'-{'Bu^.-i-Cu^  +  Du-^E)  —  v^  —  5lv^-i'bmv, 

so  ergiebt  sich  die  transformirte  Gleichung  in  y 

(7)  .       f  +  5ly^  —  5my  -f  w  =  0. 

*)  E.  S.  Bring  hat  diese  Porm  zuersfc  aufgesteUi;  vgl.  Harley,  Quart. 
Jonm.  of  math.  6  (1S64);  weiter  Arch.  f.  Math.  41  (1864),  p.  105;  Klein, 
Ikosaeder,  p.  143. 

••)  L.  Kiepert,  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades.    Joum.  f.  Math. 
87  (1879),  p.  114. 
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Hierbei  ist  aber  zu  bemerken,  dass  y  keine  Resolvente  in  dem 
bisher  von  uns  gebrauchten  Sinne  ist.  Denn  als  Besolvente  bezeichneten 
wir  eine  rationale  Function  der  Wurzehi  der  vorgelegten  Gleichung 
mit  Coefficienten,  die  dem  ursprünglichen  oder  einem  erweiterten 
Rationalitatsgebiete  angehören.  Hier  aber  sind  u  und  v  nur  dann 
rational,  wenn  die  Discriminante  der  quadratischen  Gleichung  (4), 
nämlich  der  Ausdruck 

ein    vollständiges    Quadrat    wird.     Dies    findet    also    bei    allgemeinen 
Gleichungen  (2)  nicht  statt. 

Zur  weiteren  Umformung  von  (7)  setzt  Kiepert 

und  sucht  a  und  ß  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung  für  z  die  Form 

(9)  ^+10;^8-^  45^  —  ^7  =  0 

annimmt  und   also   nur   einen   einzigen  Parameter  g  enthält.     Bildet 
man  die  Eliminante  von  (9)  und  von  (8) 

y;^2  +  /J;?  +  (3y  +  a)  =  0 

nach  z  in  der  Gestalt  einer  Determinante  siebenter  Ordnung,  so  erhalt 
man  als  Gleichung  für  y  ohne  grosse  Mühe 

(1728  +  (7«)y'^  +  5(8a«-72a^^  +  (7(a»/J-^»))y2 
(7*)  —  5(a*+18a»/J*  — 27/J*  +  ^a^«)y 

+  (a^+10a»/J«  +  45a^  +  ^/J«)  =  0; 

diese  wird  mit  (7)  identisch,  wenn  man  die  drei  Grössen  a,  /),  g  den 
drei  Gleichungen  entsprechend  wählt: 

8a»  — 72a/J^  +  Äf-(a*/J  — /S*)      =(1728+^0?   , 

(10)  a^  +  18a«/J«  —  27 /S*  +  g  -  (aß^)  =  (1728  +^«) w, 
«•^  +  10a» /J*  +  45a/J*  +  g  •  (ß^)  =  (1728  +  j«)n  . 

Aus  diesen  erhält  man  sofort  durch  lineare  Gombinationen  die 
beiden  einfachen  Relationen  ^ 

(11)  lß^  =  ma  —  n'j 

(12)  (a*  +  3j8^)»  =  (1728  +  (/«)(na  — W/S«). 

Eliminirt  man  jetzt  aus  den  beiden,  in  g  quadratischen  ersten 
Gleichungen  von  (10)  diese  Grösse  g  und  führt  durch  (11)  noch  für 
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ß  die  Unbekannte  a  ein^  so  entsteht  eine  Eliminante  zehnten  Grades^ 
welche  sich  folgendermassen  in  Factoren  zerlegen  lässt: 

+  (UPm  +  In^  —  2w*w)  a  +  (—  2Wn  +  64?«w*  +  mw^)]. 
Der  erste  Factor  liefert  zunächst  die  Resultate 

und  dann  durch  Einsetzung  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  von  (10) 

folglich  ist  dieser  Fall  bei  der  Behandlung  allgemeiner  Gleichungen 
(7)  auszuschliessen  und  ebenso  wegen  der  Relationen  (6)  bei  all- 
gemeinen Gleichungen  (2). 

Der  zweite  Factor  der  Eliminante  liefert  zunächst  die  Resultate 

?a*  +  3ma  — 3n  =  0, 


ß'  = 


wa  —  n  a 


s 


l  3 

Hierdurch  gehen  die  drei  Gleichungen  (10)  über  in 

8«» +  1^««^  =  1(1728 +  e/^)«    , 
8a*  +  ^ga^ß  =  -  {1128 +g^m, 

8a*  +  y5ra*/5  =  3(1728+5f>)w    . 

Da  aber  aus  diesen  eine  Relation  zwischen  l,  m,  n,  nämlich 

3?w  =  4m* 

folgt^  so  kann  auch  dies  im  allgemeinen  Falle  nicht  eintreten. 
Es  bleibt  also  nur  übrig*);  zu  setzen 

(Z*  —  ?wn  +  m»)  «2  +  (llZ'^m  +  iw«  —  2m*w)  a 
^     ^  +  (— 27?3w  + 64?%«  + mn»)  =  0. 

Durch  (11)  und  (12)  gelangt  man  dann  zu  den  Werthen  für  ß  und  g. 
Die  Formel  (13)  ergiebt 

^iV"  — lmn-{-w^  a  =  —  {111^1 +  ln^  —  2m^n)±lY2\ 

i(7obei*) 

^'=  108f*n  —  135?*w*  —  90J»wn2  +  320?w»m  —  256^5  +  n* 


*)  In  der  Kiep  er  tischen  Formel  findet  sich  ein  Druckfehler. 
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die  Discriminante  der  Gleichuog  (7)  ist.  Demnach  ist  (8)  in  unserem 
Sinne  eine  eigentliche  Resolvente  von  (7),  indem  die  Goefficienten  von 

(8)  rational  bekannt  sind.  Dass  nämlich  auch  durch  ß  keine  neue 
IrrationaUtät  eingeführt  wird,  zeigt  Kiepert  folgendermassen:  Er  er- 
weitert (8)  durch  xr*  +  10;8r*  -|-  45  und  erhält  dann  för  den  Zähler 
wegen  (9)  den  Ausdruck 

€c{a^+10a^  +  4b)  +  ß(sfi-{.10z^-\-45z)  =  « (^  + 10;?«  +  45)  +  ßg-, 

aus  (10)  und  (11)  folgt  dann,  dass  ßg  eine  rationale  Function  von  a  ist. 

§  643.   Auf  eine  andere,  höchst  elegante  Art  liefert  P.  Gordan*) 
die  Transformation  von 

(2)  f(x)  ~af>-]-Äa^+  Bx'+Cx^  +  Dx  +  E 

auf  die  Form  mit  einem  Parameter 

(9)  £fi-{-lO£r'  +  4:5z  —  g  =  0. 

Gordan  sucht  zunächst  eine  Function  der  Wurzeln  x^  x^y-  -  -  x^ 
von  (2),  nämlich 

(14)  (p(x)  =  x^  +  ^^  +  ^1  ? 

welche  den  Bedingungen 

(14»)       2g>(a;.)  =  0,     ^q,*(x.)  =  0       («  =  1,2,... 5) 

unterworfen  sein  soll.  Bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  die  Summen  der 
Wurzelpotenzen  mit  s^^  $2,  •  -  -,  so  werden  diese  beiden  Bedingungen  zu 

«2  +  ^«1+ 5^^1  =  0, 
s^  +  2ks^  +  (A«  +  2Ai)52  +  2Xl^s^  +  5X\  =  0; 

aus  diesen  beiden  numerischen  Gleichungen  lassen  sich  l  und  X^ 
bestimmen. 

Weiter  werden  zwei  Functionen 

0{x)  =  ar*  +  fta;  +  f^i  ? 
H(x)  =  ai^  -^  vx  -}-  Vi 

bestimmt,  welche  die  Forderungen 


2®(^„)  =  0,        ^e(Xa)g>(Xa)=='0, 


(«  =  1,2,. ..5) 


oder  auch,  durch  die  s  ausgedrückt, 

^6  +  ^«4  +  ßi+Pdh  +  (^/*  +  l«i)52  +  (^f*  +  ^f*i)«i  +  5Ai(ti  =  0; 
•)  Math.  Ann.  28  (1887),  p.  162. 
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h  +  ^%  +  ^h  +  ^«3  +  {^v  +  i/jsg  +  (Aji/  +  Ai/j)«!  +  5^1  Vi  =  0 

befriedigen.     Aus  diesen  vier  linearen  Gleichungen  bestimmen  sich  die 
vier  Grössen  ^y  ^'^  Vy  v^  eindeutig. 

Endlich  setzen  wir  eine  Function  linear  aus  H  und  0  zusammen 

wobei  Q  durch  die  Bedingung  bestimmt  werden  soll;  dass 

2^'* W  =  9'2e\xa)  +  2q^&(x.)H(x.)  -\-2h\x.)  =  0 

(a==l,---5) 
sei.     Die  Function  ^  hat  alsdann  die  Form 

(15)  tix)  =  a^  +  QX^  +  Q^X  +  Q^, 

und  sie  erfüllt  die  drei  Bedingungen 

(16)     ^f{xa)  =  0,     2^V«)  =  0,      ^ip{x.)tixc)^0 

(«  =  1,2,... 5). 

Zwischen  den  beiden  Functionen  g)  und  ^  besteht  eine  für  jedes 
Xa  gültige  quadratische  Relation.     Denn  die  neun  Ausdrücke 

g)(Xa),     i^(Xa)y     <P^(Xa),     ^W^W»     **(^a);     fM, 

Xaf  \Xa)  f     ^af  \Xa)  )     X!a/{Xa) 

steigen  in  Xa  höchstens  bis  zum  achten  Grade.    Eliminirt  man  die  acht 
Grössen  Xay  oii,  -  -  -  x^  aus  den  neun  in  ihnen  linearen  Gleichungen 

xl  +  kXa  +  Ai  —  g)(Xa)  =  0,  •  •  • ;     4  +  Axi  -\ =  0,  •  •  • 

so  wird  die  Resultante^  welche  man  sofort  in  Determinantenform  erhält, 

die  quadratische  Relation  liefern. 

Summirt  man  nach  a  =  1,  2,  •  •  •  5,  so  erkennt  man  wegen  (16), 
dass  Cq=^0  ist. 

Setzen  wir  nun  an 

.jgx  *  =  %9>  +  (ci2+yc?2  — ^lO*, 

\  =  Cll9  +  (^12  —V^—  <h^)^1 
KCJ2  "~  ^11^22  r  <^2         ^11^22 

dann  geht  (17)  in  die  kurze  Form 


1 
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2khi  =  hdi  —  dÄj 
über,  und  wir  können  eine  Grösse  y  vermöge 

(19)  y=4  +  l  =  |_l 

als  neue  Variable  einfahren^  f&r  welche  dann 

(^^^  d"  =  ^z:i^     ^  =  ^471 

wird. 

Die  transformirte  Gleichung  für  y  möge 

(21)  y6  +  o^y*  +  «,y»  +  «,y«  +  a,y  +  «6  =  F(y) 

sein;   es  müssen  zwischen   ihren  Goefficienten   nothwendig  Relationen 
stattfinden.     Aus  (18),  (14*)  und  (16)  ergiebt  sich 

(«=1,2,... 5), 
und  daher  wegen  (19) 

■^,7^-»'    Sii^)'-"-    I^^-"' 


Daraus  folgt  weiter,  dass  in  den  Gleichungen 

ir(y  +  l)  =  0    und     F(y  —  1)  =  0 

die  Goefficienten  des  vorletzten  und  des  drittletzten  Gliedes  verschwinden 
müssen.     Das  liefert  mit  Hülfe  von  (21)  die  Relationen 

10 +  6«!+ 308  + «5  =0, 

5  +  4«!  +  Soj  +  2«5  +  «4  =  0, 

— 10  +  6«!  +  3aj  +  «j  =0, 

5  —  4«!  +  Sog  —  2a8  +  «4  =  0, 
welche  sich  leicht  zu 

10  +  3aj  =  0,     6«!+    «5  =  0, 
5  +  3ag+    «4  =  0,    4«i+2aj  =  0 

vereinfachen  lassen  und  die  Resultate 

ai  =  «3  =  0,     «4  =  5,     ag  =  — y, 

(22)  F(y)  =  j^-^y»  +  5y  +  «,  =  0 

ergeben.     Setzt  man  endlich 
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SO  entsteht  als  definitive  Form 

(9')  z^  —  \W  +  45^  —  ^  =  0. 


Diese  ist  von  (9)  nur  unwesentlich  verschieden,  da  z  =  %y—  1  die 
eine  der  beiden  Formen  in  die  andere  überfährt.  (9)  oder  (9*)  heisst 
nach  Brioschi*)  die  Brioschi'sche  Besolvente. 

Ist  die  Gleichung  (22)  aufgelöst,  dann  kann  man  aus  ihren 
Wurzeln  y«  diejenigen  von  (2)  auf  folgendem  Wege  herleiten. 

Die  Gleichungen  (18)  und  (20)  ergeben 


2qy^2  -  <^ii<^22(y«  -  0         ^Ciil/cJ,  -  CiiCgg(y^  +  1) 

(«  =  1,2,... 5), 

wobei  q>a  den  Werth  von  q>(x)  bedeuten  soll,  den  diese  Function  an- 
nimmt, wenn  man  y  =  tfa  setzt.    Nun  ist  nach  (14) 

x^  -\-  Xx  -{-  Xj^  —  9  =  0; 
l 
setzt  man  | —  fttr  x  und  führt  die  Werthe  Ij,  Sg,  •  •  •  Ss  entsprechend 

den  Werthen  tfi,  y^f ' ' '  Vs  ^^7  dann  folgt 

fö  =  9«  +    4-  —  ^1- 

Dieselbe  Substitution  wandelt  (2)  um  in 

Ersetzt  man  die  geraden  Potenzen  |^,  S^  der  letzten  Zeile  durch  ihre 

Ausdrücke  in  den  9?,  so  entsteht^  wenn  man  von  |a  aiif  a^o  =  Sa 0- 

zurückgeht, 

^       A(9<.+4-i'-^)+A(9.+|x'-^)  +  A 
(^  J4;    Ä?«  =  —  -5-  — 


2 


(9>a+|i'-^)+^(9«+|^*-^)+^ 


Vermöge  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  zu  jeder  Wurzel  von  (22) 
oder  von  (9*)  eindeutig  eine  Wurzel  der  Gleichung  (2)  f(x)  =  0. 

*)  Math.  Ann.  18,  p.  109—160. 
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§  644.    Wenn  man^  um  eine  neue  Besolyente  zu  erlangen^  in  (9*) 

setzt  und  aus  der  hiermit  identischen  Gleichung  e^ ^^  =  0  und 

(9^)  die  Grösse  z  eliminirt^  dann  ergiebt  sich  durch  einfache  Determi- 
nantenausrechnung ohne  Schwierigkeit 

*(25)  {g^—12^)v^  +  40t;«  —  5r  +  1  =  0, 

also  eine  Gleichung  ftinffcen  Grades  ohne  vierte  und  ohne  dritte  Potenz 
der  Unbekannten.  F.  Klein  bezeichnet  solche  Gleichungen,  bei  denen 
die  Summe  der  Wurzeln  sowie  die  Summe  der  Wurzelquadrate  Null 
ist,  als  Hauptgleichungen. 

Eine  andere  derartige  Hauptgleichung  erhalten  wir,  wenn  wir  in  (9*) 

u 
tv  = 


substituiren  und  also  aus  (9*)  und  aus 

w»  +  — M  — 3  =  0 
'   gw 

die  Unbekannte  u  eliminiren.     Man  erhalt  dabei 

(26)  (<^_1728)«;''-5^m;»-135^«;-^  =  0. 

Die  bisher  betrachteten  Gleichungen 

(1)  9)' -f- 9»  — -D  =  0 ;  (Bring- Jerrard), 
(9»)                              «»— 10«»  +  45£r  — ^  =  0;      (Brioschi), 

(25)  (<)r»—  12»)f;'>  -f-  40»«  —  5»  +  1  =  0;      (Klein-Gordan), 

(26)  (^«-12»)«;*-5.1«;«-135.1«;-^,=0        „ 

haben  die  wichtige  Eigenthümlichkeit,  je  von  nur  einem  einzigen  Para- 
meter abhängig  zu  sein.  Wir  haben  bereits  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  die  Grössen  9,  jer,  t;  nicht  in  unserem  eigentlichen  Sinne  als  Be- 
solventen bezeichnet  werden  dürfen,  da  sie  keine  rationalen  Functionen 
der  Wurzeln  von  der  vorgelegten  Gleichung 

(2)  a^  +  Aa^  +  Bx^  +  Ca^  +  Bx-^-E^O 

sind.  Die  Grössen  z  und  v  fordern  die  Einführung  einer  Quadrat- 
wurzel, die  Grösse  97  überdies  diejenige  einer  dritten  Wurzel  aus 
Functionen  von  x.  Klein  bezeichnet  diese  Irrationalitäten  als  acces- 
sorische. 
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Unsere  früheren  Untersnchungen  haben  uns  gezeigt^  dass  eine 
Auflösung  von  (2)  durch  Radicalzahlen  unmöglich  sei.  Es  fragt  sich 
nun,  in  welcher  Weise  der  Kreis  der  gestatteten  Hülfsmittel  erweitert 
werden  muss,  um  von  einer  Lösung  der  Gleichungen  fünften  Orades 
reden  zu  dürfen.  Ch.  Hermite  spricht  sich  hierüber  (Paris,  C.  R. 
46  (1858))  folgendermassen  aus:  „Diese  Unmöglichkeit  der  Auflösung 
von  Gleichungen  fünften  Grades  weist  auf  die  Nothwendigkeit  hin,  ein 
neues  analytisches  Element  einzuführen^'  (also  z.  B.  die  Wurzeln  von 
(1)  als  bekannt  anzunehmen).  „Dabei  muss  man  aber  zusehen,  ob  die 
Einfachheit  in  der  Form  irgend  welche  Schlüsse  über  die  Natur  der 
Wurzeln  zulässt.     Für 

;ef^  —  3;?  +  2a  =  0 

genügt  es  z.  B.  a  =  sin  a  zu  setzen,  um  als  die  drei  Wurzeln 

sm  Y ,     2  sm  — -z — ,     2  sm  — *- — 

zu  finden." 

Der  Hermite^schen  Forderung  wird,  wie  sich  dann  zeigt,  durch 
Benutzung  der  elliptischen  Functionen  genüge  geleistet.  Wir  wollen 
die  nothwendigsten  Formeln  hierfür  kurz  zusammenstellen. 

§  645.  Jacobi  zeigt  in  d^m  Werke:  „fundamenta  nova  theoriae 
fanctionum  ellipticarum^  dass  man  den  Differentialausdruck 

(27)  --==J^==, 

^     ^  1/(1  — a;«)(l  — x«a;*)' 

in  welchem  x  der  Modul  heisst,  durch  passend  gewählte  Substitutionen 
^  ^,  F^i^.  U,  V  i.  eine.  A.d™^  ^e.»  F„™ 

(27a)  1  äy 


in  dem  M  constant  ist  und  Multiplicator  genannt  wird,  trans- 
formiren  kann. 

Die  Transformation  heisst  von  n**'  Ordnung,  wenn  U{x)  und 
V(x)  in  (28)  bis  zum  n*®^  Grade  in  x  aufsteigen.  Für  jedes  n  giebt 
es  Transformationsformeln;  wir  beschränken  uns  auf  ungerade  Prim- 
zahlen n, 

k  heisst  der  transformirte  Modul.     Zwischen 

u  =  j/x     und     V  =  j/X 
besteht  eine  Gleichung  vom  Grade  (n-|-l)   in  u  und  v.     Das  ist  die 
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sogenannte   Modulargleichung.      Diese   lautet   z.  B.   för  n  =  3 

t«*  —  t?*  +  2uv  (1  —  uH^)  =  0 
und  für  w  ==  5 

(29)  u^  —  v^  +  bu^v^  (u^  —  v^)  +  4uv{l  —  u^v^)  =  0. 
Setzt  man,  wie  gewöhnlich, 

(30)  « 


g  =  e      *"  =  e*''*», 


dann  wird  u.  A. 

(31)     u  =  ip{ai)=Yx  =  y2q^-^^ 


2i 


(m  =  —  <x>,  •  •  •  +  oo) , 


1 


und  man  erhalt  alle  Werthe  von  v,  wenn  man  in  (31)  statt  q^  der 
Reihe  nach 

«^        J_  1  1  /  2»;r\ 

(32)  3%  ^",  ag«^,  ...  a"-i^«         1^«  =  ^«  j 

eintragt;  oder  auch,  wenn  man  statt  o  substituirt,  wie  man  hieraus 
sofort  unter  Berücksichtigung  von  (30)  erkennt, 

/oo*\                                    «      ö>  + 16            (D  +  16  (n  —  1) 
(32*)  noy'  —  ,  —^ — ,  ...  —^ — ^^ -' 

Diese  Werthe  von  v  bezeichnen  wir,  den  gemachten  Substitutionen 
entsprechend,  der  Reihe  nach  durch 

(33)  v«,   vo,   Vi,  ...  Vn-l. 

Benutzen  wir  also  die  in  (31)  eingeführte  Functionalbezeichnung  q>, 
so  folgt,  dass  för  Yx  =  9(0)  die  (w  +  1)  Werthe  von  v  durch 

n'  —  l  l.1<5\ 

_      /cj  4- 16  (n  - 1)\ 
«^«-i  =  9( ;i j  

gegeben  sind.  -.  y         i^r" 

E.  Galois  hat  die  Gruppe  der  Modulargleichungen,  denen  r  (—  1)  *  w 

adjungirt  worden  ist,  bestimmt  (Oeuvres,  6d.  Picard  1897,  p.  27).    Jedes 

Va  wird  durch  sie  in  ein  Vj^  übergeführt,  wobei 

^  =  f^Td        i<^d  —  bc  =  l  (mod.j))) 

ist,  und  a,  6,  c,  d  alle  möglichen  mit  der  in  der  Klammer  angegebenen 
Beschränkung  vertraglichen  Werthe  annehmen  können.  Nach  früheren 
Festsetzungen  lassen  sich  diese  Substitutionen  in  der  Form 
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(34) 


s  = 


{ad  —  6c  ^  1  (mod.  p)) 


schreiben.  Die  Ordnung  der  Gruppe  G  der  Modulargleichungen  ist 
r  =  ~n(vi?  —  1).  Galois  bemerkte;  dass  für  m  =  5:7;11  die 
Gruppe  G  einen  Theiler  G^  der  Ordnung  r^=  —  (n*  —  1)  hat,  so  dass 
man  also  hierfQr  Resolventen  mit  n  Werthen  construiren  kann. 

Betti*)  war  der  Erste,  der  einen  Beweis  dieser  Galois'schen 
Sätze  yeröffentlichte.  Hermite**)  veryollständigte  die  Theorie  durch 
die  Angabe,  wie  jene  n-werthige  Besolvente  gebildet  werden  könnte. 

Der  Theiler  G^  der  Gruppe  hat  för  n  =  5  die  Ordnung 

er  entsteht  durch  die  Combination  der  drei  Substitutionen 


Sj  =  I  Ä      4Ä 


s,  = 


1 


S«  = 


h 


Ä--2 

Ä  +  2 


«1,  5jj  liefern  eine  Gruppe  der  Ordnung  4;  53  ist  von   der  Ordnung  3; 
und  da 


^s    ^1  ^s  —  ^2  5 


öo        öo  ölt     •        9i  ö( 


»2  «'S 


1«^2 


wird,  so  geben  s^,  s^,  Sj  die  Gruppe  G^  der  Ordnung  12.  Aus  ihr 
entsteht  G  durch  Hinzunahme  der  cyklischen  Substitution 

S^=\h       Ä  +  l|. 

Jede  zu  G^  gehörige  Function  der  vx  hängt  von  einer  Gleichung 
fünften  Grades  ab.     Hermite  benutzt  die  Resolvente 

(36)    »,_[,(6»)  +  ,(f)][,(4i5)_„(^)][»(45)-,(l±ü)] 

=  ®(cd)  =  (t;^  —  v«)  (Vi  —  i;J  (vj,  —  V3) , 

wobei  fibereinstimmend  mit  den  obigen  Einführungen  9(60})  =  — v^ 
gesetzt  ist.  Man  sieht  sofort,  dass  (35)  durch  s^j  ^,  s^  nicht  geändert 
wird.    Durch  s^,  sj,  •  •  •  erhält  man  der  Reihe  nach 

=  (»1 — »,)  (w, — »0)  K — »4) , 


6      /  J  L^  \      6 
—  («^2  — «^-o)K  — Vl)(^4  — Vo), 


*)  Annali  di  scienze  matematiche  (Tortolini),  4  (1853). 
♦•)  Paris,  C.  R.  46  (1858),  p.  508;  vgl.  auch  ibid.  p.  612  Anmerkg. 

Netto,  Algebra.  IL  32 
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Herrn ite   zeigt   weiter,   dass   die   fünf  Grössen  Xq,  x^,  x^,  x^,  x^ 

einer  Gleichung  fünften  Grades  mit  y\x^  =  0,  ^x^  =  0,  ^ix^  =  0 
genügen 

(36)     a^  —  2^b^'  u^{l  —  u^y  -  x  —  2«)/Pw»(l  — w«)«(l  +  w«)  =  0. 

Diese  besitzt  demnach  die  fünf  Wurzeln 

*((ö),     ^(cö  +  16),     *((ö  +  32),     <^((ö  +  48),     *((D  +  64). 

§  646.    An  die  Theorie  der  Transformation  des  Ausdruckes  (27) 

in  (27'),  nämUch 

dx  dy 

knüpfen  sich  noch  andere  Gleichungen  an. 

Man  kann  den  Multiplicator  M  rational  durch  x  und  X  vermittels 

der  Formel  ^ %*  dX 

X  —  Z'  ax 

ausdrücken.  Eliminirt  man  hieraus  und  aus  der  Modulargleichung 
zwischen  x  und  A  diese  lej;zte  Grösse,  so  erhalt  man  zwischen  M  und 
X  eine  in  beiden  Grössen  bis  zum  Grade  (n  -|-  1)  aufsteigende  alge- 
braische Gleichung.  Es  ist  dies  eine  Multiplicatorgleichung.  Für 
die  Beziehung  zwischen  x  und  Auf;  }!M\  u.  s.  w.  gilt  Aehnliches;  auch 
die  hierbei  entstehenden  Gleichungen  heissen  Multiplicatorgleichungen. 
Den  verschiedenen  Werthen  v«,  r^,  v^,  •  •  •  der  Modulargleichung 
entsprechen  die  Wurzeln  M^y  M^y  M^y  •  •  •  der  Multiplicatorgleichung. 
Jacobi*)  hat  hinsichtlich  des  Zusammenhanges  dieser  M  unter  ein- 
ander ein  Theorem  entdeckt,  welches  er  mit  Recht  als  „un  des  plus 
importants  dans  la  th^orie  algebrique  de  la  transformation  et  de  la 
division  des  fonctions  elliptiques^^  erklärt.    Er  findet  nämlich,  dass  man 

♦i  -4-  1 

mit  Hülfe  von      7"     Grössen  JL,  A^,  Ä^,  •  •  •  An-^x  die  M  folgender- 
massen  darstellen  kann: 


-V, 


/«— 1 


(37)  yWo  =A  +  a»Ai  -\-ci*<iAi-\ \-  0^"*!  "  An-i ; 


(«  =  0,l,-n-l), 


%7ti 


wobei  a  =  e  ^  zu  setzen  ist.  Daraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  man 
die  Hälfte  der  Werthe  von  yM  durch  die  andere  Hälfte  linear  dar- 
stellen kann. 


•)  Werke  I,  p.  261. 
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Allgemein  heissen  Gleichungen  (w  +  1)**°  Grades  mit  y  =  "[/-Jf«, , 
|/JlfQ,  •••,  für  welche  Beziehungen  (37)  bestehen,  für  die  also  die 
Galois'schen  Gruppen  übereinstimmen,  Jacobi'sche  Gleichungen. 

Berechnet  man  die  Gleichung  mit  den  Wurzeln  y  =  yM^ , 
YMq,  •  •  •  für  w  =  5,  so  ergiebt  sich 

(38)  (y_a)«-4a(y-a)ö  +  10&(y-a)3-4c(y-a)  +  5fe2_4ac  =  0; 
a  =  ^^  +  ^i^;    h  =  iA'^A^A^—2A^A\A\+A\Al  —  A{A\-[-AX):, 

c  =  %OA^A\A\  —  AOA^'AIAI  +  bA^A\A\ 

—  A  (32^^  —  20A^A,A^  +  bA\AX)  {A\  +  A^) 

+  {{A\  +  AX)\ 

Für  y  =  M  erhält  man  die  zugehörige  Multiplicatorgleichung  durch 

a=l,    6  =  0,    c  =  — 64x*(l  — x^) 
in  der  Form 

(39)  (y_l)6_4(y— 1)^  +  256x^(1  — x«)(y  —  l)  + 256x2(1— x^)  =  0 
oder,  falls  y  =  1  +  jst  gesetzt  wird, 

(39»)  ^6  _  4^5  ^  256x«(l  —  x^);^  +  256x^(1  — x«)  =  0. 

Substituirt  man  hier  an  Stelle  von  0  eine  Grösse  v  vermittels 

i;  =  ;^  —  4;^»  =  (M—iy{M—5), 

dann  findet  man  die  Gleichung  sechsten  Grades 

t?«  +  lOdV  +  {16d^  —  d^)v  +  5d*  =  0, 

wobei  d  =  266 x^x'*  zu  setzen  ist.     Trägt  man  jetzt  noch 

V  =  d^  w,      w  = -^ 

(16  xx')^ 

ein,   so   ergiebt   sich  die  Form   einer  Hauptgleichung   fünften   Grades 

(40)  w^  +  lOw^  +  ^^  w;  +  5  =  0 ;         (d  =  256x2x'2) . 

Es  wurde  oben  bereits  erwähnt,  dass  im  allgemeinen  Falle      ~^ 

lineare  Relationen  unter  den  Wurzeln  bestehen.    Diese  sind  bei  n  =  5 
für  (38) 

Ym,+  ym\+  ]/¥,+  y^3+  vm,  =  Y5m:, 

(41)  V^  +  ayi/i  +  ayj/g  +  a  ]/j/3  +  ayiil==0,  \a  =  e7^) 

82* 
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Brioschi  hat  nun  f&r  n  =  5  eine  Erniedrigung  der  Jacobi'schen 
Oleichungen  um  eine  Einheit  durchgeführt*),  genau  wie  Hermite  für 
die  Modulargleichungen.     Er  berechnet  aus  den  sechs  Gleichungen 

(37»)  YM^  =  ybA,    YMx^Ä  +  c^A^+fX^^A^ 

die  Grössen 

t,  =  ^\_{M^-M,){M,-M,){M,-M,)-\^ , 

(42)  t,  =  ^  [(Jlf,  -  M,)  (M,  -  Jf J  {M,  -  Jf,)]^ , 

1/6 


und  findet  für 

Co  =  -  A^{AA^-A,Ä^),     C,  =       2AAI  -  ^|, 
C,  =       A^{4A'-A,A,),     C,  =  -  i2AAl-Af) 

die  Relationen 

t,  =  a^C^  +  a^-C,  +  «»^Ca  +  «^''Q;         (v  =  0,  1,  •••  4). 

Die  ^Q,  ^1,  •  •  •  ^4  sind  daher  die  Wurzeln  einer  Gleichung  fünften 
Grades,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  der  Coefficienten  der 
Jacob i 'sehen  Gleichung  und  der  vierten  Wurzel  aus  ihrer  Discri- 
minante  sind: 

(43)  ^  +  106^^  +  5(96«  — 4ac)^  —  8  V^l  =  0, 

h  =  276^  —  c»  —  25a^b^  +  AOa^b^c  +  20a«6c«  —  4öab^c  —  16a*c^ 

Unter  der  Voraussetzung  der  durch  die  elliptischen  Functionen 
gelieferten  Gleichungen  (39»)  und  (40)  entstehen  hieraus  die  beson- 
deren Formen 

(43»)      fi  +  1280x«(l  —  X«)  t  +  2048x^(1  —  X«)  (1  —  2x*)  =  0, 
und  für  den  zweiten  Fall 

(43^)  ^  +  10^  +  45t  —  8 [---4*^^T- '  —  27]*=  0. 

§  647.  Jetzt  gehen  wir  zu  der  Hermite'schen  Auflösung  der 
Gleichungen  fünften  Grades  über.  Hermite  vergleicht  seine  Resol- 
ventenform  (§  645) 

(36)     or^  —  2*  .  5» .  u^(l  —  u^yx  —  2«]/5"^w»(l  — w8)*(l  +  u«)  =  0 

{u  =  9(0)) 

•)  Math.  Ann.  18  (1878),  p.  139  ff. 
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mit    der    Bring- Jerrar duschen   Form    einer    allgemeinen    Gleichung 

ftinften  Grades 

(1»)  **  — *  — D  =  0. 

Um  zn  dieser  von  der  allgemeinen  Gleichung  aus  zu  gelangen ,  ist  die 
Auflösung  einer  Gleichung  dritten   und  einer  solchen  vierten  Grades 
nothwendig  (vgl.  §  116,  Bd.  I). 
Setzt  man  nun 


so  stimmt  (36)  mit  (1*)  überein.  Aus  der  letzten  Gleichung  für  D 
folgt  die  Bestimmung  von  m*  =  x  durch  eine  Gleichung  vierten  Grades. 
Zur  Vereinfachung  bezeichnen  wir 

dann  wird  jene  Gleichung  vierten  Grades 

X*  +  ^x»  +  2x^  —  ^x  +  1  =  0. 

Diese  Gleichung  lässt  eine  analytische  Lösung  in  dem  oben  §  644  an- 
geführten Hermite'schen  Sinne  zu.     Für 

1 
-r—^  =  sm  a 

erhält  man  nämlich  die  Werthe 

x  =  tang-,      tang— Y— ,     tang— ^,      tang— ^ 

Wählen  wir  einen  dieser  vier  Werthe  und  benutzen  denselben  zur 
Bestimmung  von  o,  dann  ergeben  sich  als  Wurzeln  von  (1*)  unter 
Benutzung  der  Bezeichnung  (35) 

1  __*(«) .        ^  ^(fl)  +  16)  1  ^((0  +  32) 

2)/ö*  9(a)|/i  —  g)«(cö)      sj/ö»  ^(a))}/!  —  9*(ä) '    2 )/ö «  g) (cö) yT— "y«^) ' 

1  <g(a>  +  48)  1  0(0) +  64) 

2>/6«  (p((o)yi--(p^(a)y     2-{/ö»  (p(a>)yi  —  q>^(4D) 

Es  ist  leicht  zu  sehen  ^  dass  an  die  Resolvente  (43^)  der 
Multiplicatorgleichung  dieselben  Betrachtungen  angeknüpft  werden 
können. 
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§  648.  Während  so  Hermite  seine  Auflösung  der  Gleichung 
fünften  Grades  dadurch  bewirkt,  dass  er  die  Modulargleichung  reducirt, 
knüpft  Kronecker  und  nach  ihm  noch  allgemeiner  Brioschi  die 
Lösung  direct  an  die  Jacobi'sche  Multiplicatorgleichung,  indem  er 
eine  Besolvente  sechsten  Orades  der  vorgelegten  Gleichung  fünften 
Grades  mit  jener  identificirt. 

Statt  der  symmetrischen  Gruppe  der  fünf  Wurzeln  x^y  x^y  x^y  x^,  x^ 
der  Gleichungen  fünftes  Grades  können  wir  die  alternirende  Gruppe  zu 
Grunde  legen,  da  die  Adjungirung  der  Quadratwurzel  aus  der  Discri- 
minante  ausreicht,  um  vom  ersten  auf  den  zweiten  Fall  zu  kommen. 

Die  Substitutionen  der  altemirenden  Gruppe  der  fünf  Xk  lassen 
sich  durch  folgende  drei  Substitutionen  erzeugen 

(44)  I  A    A  +  1  I ;      I  *     4A  I ;      |  A     3A»  |         (mod.  5) 

(A  =  0,1,2,3,4). 

Die  beiden  ersten  geben  eine  Gruppe  von  der  Ordnung  10.  Stellt 
man  alle  60  Substitutionen  der  altemirenden  Gruppe  in  bekannter  Weise 
in  einer  Tabelle  derart  zusammen,  dass  die  erste  Zeile  aus  jenen  zehn 
Substitutionen  besteht,  dann  können  die  anderen  fünf  Zeilen  durch 
Hinzunahme  je  einer  der  fünf  Substitutionen 

hergeleitet  werden.     Diese  sind  nun  identisch  mit 

A     3A»|;      |Ä     3A»+1|;      |A     3A»  +  2  | ;      |A     3Ä»  +  3h 


^^^^  |A    3A«  +  4  1, 

d.  h.  es  sind  Combinationen  des  ersten  und  des  dritten  Typus  in  (44). 
Wir  bilden  jetzt  eine  allgemeine  cyklische  Function  der  Xhy  welche 
durch  t;  =  (0  1  2  3  4) 

bezeichnet  werden  mag;  diese  bleibt  für  |  A   A  + 1  |  und  die  Potenzen 
dieser  Substitution  und  auch  nur  dafür  ungeändert.     Es  sei  weiter 

v'=  (04321) 
das  Resultat  der  Anwendung  von  |  A    4A  |   auf  v,  und  wir  bezeichnen 

«»  =  t?  —  t''.  • 

Dann  hat  ul,  sechs  Werthe.  Die  einzelnen  Substitutionen  (45) 
mögen  aus  w«  Werthe  hervorrufen,  die  wir  der  Reihe  nach  bezeichnen 

Uq,     Wi,     Uj,     W3,     w^. 

Die  Gleichung,  deren  Wurzeln  wj,  wj,  •  •  •  wj,  wi  sind,  hat  dem- 
nach Coefficienten,  die  rational  aus  -den  Coefficienten  von  (2)  und  aus 
der  Quadratwurzel  der  Discriminante  zusammengesetzt  sind. 
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Es  lassen  sich  noch  andere  Gleichungen  von  interessanteren 
Eigenschaften  construiren^  wenn  man  die  u  passend  mit  einander 
verbindet. 

Es  gehen  nämUch 


durch 

die  Werthe       «<„, 

«0, 

h    7i  +  l 

M«, 

«1, 

h    4h 

in 

««, 

«0> 

h    3Ä» 

«0, 

««, 

u 


1) 


u. 


8; 


ti. 


8> 


U 


4 


U. 


2; 


U 


3; 


U 


Ä7 


W, 


0) 


U 


4  7 


1^3  ,  M-g  ^  W 


1  ; 


U 


1? 


W., 


W, 


2; 


Uj 


über.     Versteht  man  unter  t  eine  willkürliche  Gonstante^  so  überzeugt 
man  sich  sofort  davon^  dass  die  sechs  Resolventen  isx  der  x 


S}r^  = 


'GD 


(46) 


SSi^  = 


jer.  = 


;8r«  = 


Z. 


Z.  = 


<'Wao+  «0  +  %  +  «^2  +  ««3  +  *<4? 
tU^  +  W«,—  Wi  +  «3  +  Wg  —  II4, 

tU^  +  tf«—  Wg  +  ^4  +  ^8  —  Wo, 
tU^  +  «00—  «3  +  Wo  +  W4  —  «^1  , 
<%  +  M»—  ti4  +  Wi  +  Wo  —  ^2  , 
^^4  +  M«—  Wo  +  ^2  +  Wi  —  Mj 


unter  dem  Einflüsse  von  (44)  dieselben  Substitutionen  der  Indices  er- 
leiden^ wie  diejenigen  der  u  in  der  vorigen  Tabelle  sind. 

Die  altemirende  Oruppe  der  x  führt  daher  die  Resolventen 


^00?    ^Qj    ^1?    ^j;    ^s;    ^4 


lediglich  in  einander  über;  sie  sind  demnach  Wurzeln  einer  Gleichung 
sechsten  Grades,  deren  Goefßcienten  rational  aus  denen  der  o:- Gleichung 
und  aus  der  Quadratwurzel  aus  deren  Discriminante  gebildet  sind. 


tni 


Aus  (46)  folgt;  wenn  a  =  e  ^    bedeutet, 

^0  +  ^1  +  ^2  +  ^s  +  ^4  =  5w«  +  ^K  +  Wi  +  Wj  +  e(3  +  W4), 

=  (uo  +  aS+aX  +  «W3  +  a^W4)(^  +  9  —  ()2  — 9» +  ()*), 

^0  +  a'^i  +  «^2  +  «^-s^s  +  «*^4 

=  (^0  +  a*Wi+  «W2  +  a^Ms  +  «X)  (<  +  (>  — P*  — P^+  (>*)• 

Da  nun  aus  der  Annahme 

t — 9  +  p»  +  9._p* 

durch  Quadriren  folgt  ^^  =  5,  so  zeigt  sich,  dass  bei  t  =  Yb 
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^0+        ^1+        ^2+        ^8+        ^4=/5^oo, 
(47)  ^0  +  ^^^1  +  «*^2  +  «  ^8  +  «'^4  =  0, 

wird.     Die  Gleichung  in  z 

(48)  (;sr-;eri)  (^^ - ^J) (;, - ^J)  •  •  •  (z-z^)  =  0 

ist  also  eine  Jacobi'sche  Gleichung  (vgl.  Formel  (41));  sie  hat  dem- 
nach die  Gestalt  (38). 

Bisher  war  die  Wahl  der  cyklischen  Function  v,  aus  welcher  u^^, 
gebildet  wurde,  noch  keiner  Beschränkung  unterworfen.  Wir  wollen 
die  hierin  liegende  Freiheit  zur  Vereinfachung  der  Gleichung  (38) 
benutzen. 

Ist  neben  v  auch  noch  w  eine  cyklische  Function  der  Grossen  g, 
die  nur  von  t;  verschieden  sein  soll,  so  werden  auch  för  sie  g«,  g^,,  •  •  • 
den  z»fZQy'''  entsprechend  gebildet  werden  können,  und  bei  will- 
kürlichem p  wird 

(49)  Zx  =  zx  +Ptx         (A  =  0,  1,  •••  4;  oo) 

als  lineare  Function  der  Zi  und  der  ^  den  Gleichungen  genügen,  die 
(47)  entsprechen.     Es  wird  demgemäss 

(49»)  (Z-  ZI)  (Z-  ZI)  (Z-  ZI)  . . .  (Z-  ZD  =  0 

gleichfalls  eine  Jacob  i 'sehe  Gleichung  sein. 

In  ihr  können  wir  die  dem  a  in  (38)  entsprechende  Grösse  zu 
Null  machen,  wenn  wir  p  durch  die  numerische  quadratische  Gleichung 

(50)  i>«2  g|  -f  2p'2oxix  +^»\  =  ^ 

bestimmen.     Dadurch  geht  (49*)  gemäss  (38)  in 

Z«  +  10-B  •  Z«  —  4  (7 .  Z  +  5J?*  =  0 
\_ 
über  und  für  Z  =  B^  U  in 

rr«  +  lOCT»  —  4-^  J7+ 5  =  0. 

Vergleicht  man  diese  Form  mit  der  aus  der  Multiplicatorgleichimg 
entspringenden  Gleichung  (40),  so  folgt,  dass,  wenn  man  x^  aus 

^-^  =  -  64  ^-, ;         d  =  256  kW 

berechnet,  indem  man  zuerst  d  von  der  Lösung  einer  Gleichung  dritten 
Grades  abhängig  macht,  durch 
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m 

4 

(16xx')* 

die  Gleichung  sechsten  Grades  in  Z  mit  Hülfe  von  elliptischen  Func- 
tionen aufgelöst  wird. 

Kennt  man  die  sechs  Werthe  (49),  so  werden  die  Wurzeln  x  der 
vorgelegten  Gleichung  fünften  Grades  rational  darstellbar,  da  ja  die 
einzelnen  Gruppen  der  Functionen  (49)  keine  Substitutionen  gemeinsam 
haben  (§  543  und  §  579). 

§  649.  Kronecker  machte,  wie  schon  oben  ei-wähnt  wurde, 
zuerst  darauf  aufmerksam,  dass  bei  Gleichungen  fünften  Grades  Besol- 
yenten  mit  Einem  Parameter  nicht  bestehen.  Den  ersten  Beweis  dieses 
Satzes  gab  F.  Klein  auf  Grund  seiner  Untersuchungen  über  das  Iko- 
saeder*);  einen  einfacheren  und  directen  lieferte  später  P.  Gordan**). 
Der  nun  folgende  Beweis  schliesst  sich  dem  Gordan'schen  Gedanken- 
gange eng  an. 

Wir  beginnen  mit  einem  von  J.  Lüroth  stammenden  Satze***). 

Es  sei  die  Function 

(51)  G{z,  e')  =  g{z)g,{z')  -  9,{g)9iz') 

gegeben;  g(u)  und  g^{u)  seien  hierin  ganze  Functionen  ohne  gemein- 
samen Theiler.     G{Zj  e')  sei  in  z  vom  Grade  n.     Die  Gleichung 

(52)  G{z,  z')  =  0 

in  z  hat  keine  vielfachen  Wurzeln  z  =  i;  denn  sonst  hätten  die  beiden 
Functionen 

9{^)  9i{^l  —  91(^)9(^1  =  rii^y  ^') 

einen  gemeinsamen  Theiler;  den  gleichen  hätte  dann  ebenfalls 

fl'iW  •  y(^7  ^1  —  9i{^)  '  yi(^,  ^1  =  9i(^l  •  [j9{^)9i(j^)—9\^)9i(^)] 
und  also  auch 

d.  h.   G(Zy  z')  wäre   durch  eine  Function  von  z  allein  theilbar,   und 
g{z)  hätte  gegen  die  Annahme  mit  gi{z)  einen  Factor  gemein. 
Es  ist  femer 

(53)  G{z;z)=^-G{z,z') 

und  deshalb  ist  z  =i  z'  eine  Wurzel  von  (52). 


♦)  Vorlesungen  üb.  d.  Ikoßaeder  (1884),  p.  258. 
♦*)  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  318. 
♦•^  Math.  Ann.  9  (1876),  p.  163. 
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Sind  nun  ;?'=  0o,  z[j  zi,  •  •  •  Zn—i  sammtliche  Wurzeln  von  (52), 
dann  sind  dieselben  Grössen  auch  sammtliche  Wurzeln  von 

(52*)  G(z,  K)  =  0        (a  =  0,  1, ...  n  -1), 

wie  sich  aus  (51)  ergiebt.  Die  gleichen  Wurzeln  hat  jede  Gleichung 
(52»')  a(ei,e)'=0. 

Nun  möge  eine  ganze  Function 

vom  »**"  Grade  in  js  gegeben  sein,  deren  Nullwerthe  z  =  z\  zi,  •  •  •  Zn-i 
sind,  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Gleichungen  in  z 

r{z,Za)  =  0        (a  =  0,  l,...n  — 1) 

dieselben  Wurzeln  aufweisen.  Wir  wollen  die  Natur  dieser  Function  F 
untersuchen.     Es  sei 

dann  folgt  aus  den  Annahmen  fär  jeden  Index  x  =  1,  2,  •  •  •  n 

?4!?)  =  ?4f?)         («,^  =  0,1,. ..n-l), 

so  dass  jede  der  Gleichungen 

(54)  (fo (z)  9>x(^')  —  9x(^)  9o('^')  =  0         (x  =  1 ,  2,  • . .  n) 

dieselben  Wurzeln   hat  wie  r(z,  z)  ==  0.     Dabei   können   nicht   alle 
Gleichungen  (54)  identisch  erfüllt  sein;  die  hingeschriebene  möge  zu 
den  nicht  identisch  erfüllten  gehören. 
Gilt  weiter 

r{z,  z)  =  const.  r{z\  z), 

woraus  durch  Iteration  der  Vertauschung  sofort  const.  =  +  1  folgt, 
dann  muss  einer  der  Ausdrücke  (54)  zum  w*®"*  Grade  aufsteigen.  Sind 
femer  die  z\  zi,  •  -  -  Zn—i  unter  einander  verschieden,  dann  stimmt 
r(z,  z')  bis  auf  eine  unwesentliche  Constante  mit  (54)  überein. 

Die   für  r{z,  z')   aufgestellten  Bedingungen   führen   also   darauf, 
dass  diese  Function  die  Gestalt  von  G{Zy  z')  in  (51)  besitzt. 

§  650.     Nun  betrachten  wir  den  grössten   gemeinsamen  Theiler 
K{z,  z')  der  beiden  ähnlich  geformten  Ausdrücke 

G(0,  z')  =  9{z)9,{z')-g,{z)g{/), 
^     ^  R{z,  z)  =  h{z) \ iz")  —  \ {z)h{z'). 
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Es  folgt  sofort  aus  dieser  Gestalt,  dass 

K(js,  z')  =  const.  K(0',  z) 
sein  muss.     Da  femer 

G{z,z)  =  0,    H(z,/)  =  0 

nur  verschiedene  Wurzeln  haben,  so  hat  auch 

K(z,  z')  =  0 

nur  unter  einander  verschiedene  Wurzeln  z  =  z\z\y"'  Zy^\,    Da  endlich 

K(Z,  Za) 

der  grösste  gemeinsame  Theiler  von 

G(z,Za)y      H{z,Za) 

ist,  so  folgt,  dass  die  Wurzeln  von 

K{z,Za)  =  0 
sowohl  zu  denen  von 

G  (Zy  Za)  =  0     als  auch  von     -ff  (js^,  Za)  =  0 

gehören,  d.  h.  dass  es  wieder  z\  zi,  -  -  •  z'y^i  sind.  Es  sind  also  sämmt- 
liche  im  vorigen  Paragraphen  für  r{z,  z)  aufgestellten  Bedingungen 
erfüllt,  so  dass  gesetzt  werden  kann 

(55)  K{z,  z')  =  k(z) \{z')  —  k,(z) h{z'). 

Da  z\  z'ij  '  •  '  z'v—i  zu  den  Wurzeln  jeder  der  Gleichungen  (51*) 
gehören,  so  ist 

9.  {^')  ~    V  Zi  H{^'a)  \  ^^')  ~    ^  2j  K{'a)  ' 

a=0  a=0 

d.  h.  beide  Brüche  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  sind  rational 
durch  die  Coefficienten  von  (55),  d.  h.  durch  'k{z'):\{z')  darstellbar. 
Es  wird  demnach,  wenn  das  willkürliche  z'  durch  z  ersetzt  wird, 

« 

Umgekehrt  lässt  sich  auch 

7-Vt    rational  durch    ^-^    und    j^A 

darstellen.     Denn  setzt  man 

schreibt  die  beiden  Functionen  aus  (51")  in  der  Form 
(51")  9{o)  -  9,{z)  •  l ,    hie)  —  h,isi)  ■  (i. 
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und  sucht  dann  zu  diesen  Functionen  den  gi'össten  gemeinsamen  Theiler, 
indem  man  A  und  fi  als  willkürliche  Parameter  betrachtet^  so  wird  der 
Euklidische  Algorithmus  auf  (öP)  eine  Reihe  von  Functionen  folgen 
lassen^  die  im  Allgemeinen  mit  einer  von  0  unabhängigen  Function 
abschliessen  werden.  Setzt  man  in  ihnen,  von  der  letzten  anfangend 
und  rückwärts  gehend,  für  X  und  fi  die  Werthe  (57)  ein,  so  wird  die 
erste  dabei  nicht  verschwindende  Function  den  grössten  gemeinsamen 
Theiler,  also  (55)  geben.  Und  hierbei  erscheint  dieser,  abgesehen  von 
einem  von  e  unabhängigen  Factor,  als  Function  von  A  und  fi.  Damit 
ist  also  bewiesen,  dass  man  setzen  kann 

So  sind  wir  auf  den  Lüroth'schen  Satz  gekommen:  Ist 

dann  giebt  es  eine  rationale  Function 
derart,   dass  man  umgekehrt  auch 

bei  rationalen  R^  und  R^  setzen  kann. 
§  651.     Es  seien  nun  weiter 

zwei  rationale   gebrochene  Functionen   mehrerer  Variablen  z^y^^,"- 
von  der  Eigenschaft,  dass  bei  der  Elimination  von  z^  aus 

g  —  g^.G  =  0    und    h  —  \'H=0 

alle  B  aus  g,  Qi,  h,  \  verschwinden,  so  dass  die  Eliminante 

von  den  z  frei  wird,  oder  auch,  dass  zwischen  G  und  H  eine  von  den 
z  unabhängige  Gleichung  besteht. 

Unter  a,  b,-  •  •  verstehen  wir  jetzt  willkürliche  Constante,  unter  J 
eine  Unbekannte,  setzen 

^""  Pitt,«,  ^    ■■)'      ^        Ä,(t,a,6,  ...) 
und  fragen  nach  den  Werthepaaren  von  g  und  1^,  für  welche  die  Gleichungen 

ffity  a,  6,  ••.)--  9  •  9i{t,  «,  &,  •  •  0  =  0, 
Ä(g,a,t,...)-^/^(S,a,&,...)  =  0 
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eine  gemeinsame  Wurzel  ^  haben.  Dafür  ist  es  charakteristisch^  dass 
die  Resultante  der  beiden  Gleichungen  verschwinde.  Dies  ist  nun  die 
oben  aufgestellte  Function  0(q,  f)),  und  diese  wird  für 

wirklich  Null.     Man  kann  also  einen  Werth  g  finden^  für  den 

9iPiy«%.  •••)  ^  ^(£i  «.-••) .    Mfi , _^8_i. •_■_:).  ^  Ht^O'^  •") 

wird.  Wendet  man  nun  den  Lüroth 'sehen  Satz  auf  die  beiden  Func- 
tionen von  l  an,  dann  folgt:  Wenn  die  Functionen 

einer  von  z^y  ^S7  '  ' '  unabhängigen   Gleichung 

genügen,  dann  kann  man  eine  rationale  Function  finden 

durch  welche  sich  rational  ergiebt 

Nun  seien   drei  rationale  Functionen  G^  H^  K  von  ^u  z^,  ^z,  *  -  - 
gegeben,  zwischen  denen  zwei  von  den  z  unabhängige  Relationen 

bestehen.  Eliminirt  man  G,  so  gilt  der  vorige  Satz  für  H  und  K, 
d.  h.  man  kann  setzen 

v  =  R{H,K)',    H=R,{v),    K=R^{v) 

und  demnach  auch  (a  =  1,  2) 

W„{G,B,(y),R,{v))  =  0. 
Deshalb  folgt  ebenso 

n  =  S{G,  v)  =  T{G,  H,  K)^, 

v  =  T,{n),     G  =  T,{n), 

Auf  diesem  Wege  kommt  man  zu  dem  Gor  dänischen  Satze*):  Be- 
stehen zwischen  m  rationalen  Functionen  von  n  Variablen 
(m  —  1)  von  diesen  Variablen  unabhängige  Relationen,  so 
lässt  sich  eine  rationale  Function  jener  m  Functionen  her- 
stellen, durch  die  sich  umgekehrt  eine  jede  der  gegebenen 
m  Functionen  rational  darstellen  lässt. 


•)  Math.  Ann.  29  (1887),  p.  318. 
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§  662.     Wir    gehen   nnn    unserem   eigentlichen    Ziele    entgegen, 

indem   wir   die   Resolventengleichung   für   alle    conjugen   Werthe   der 

Function  g)^ 

Fi<p)  =  0 

mit  den  Wurzeln  9?i,  ^a?  * ' '  9^?  untersuchen,  deren  Goefficienten  nur 
Yon  einem  einzigen  Parameter  ®  abhängen.  Dabei  bedeuten  also 
9^1}  9%)  '  '  '  9q  ^^^  sämmtlichen  conjugen  Werthe  von  tp^  im  Bereiche 
der  symmetrischen  Gruppe;  sie  selbst  sowie  &  sind  rationale  Func- 
tionen   von    n    willkürlichen    Grössen    j?i  ,  ^2 ,  •  •  •  if« .      Ausführlicher 

können  wir  also 

F(q>,  0)  =  0 

schreiben,  wo  dann  in  F  ausser  <p  und  &  nur  noch  Gonstante  vor- 
kommen.    Es  ist 

F(ipa,S)  =  0,    F(q>^,®)=^0 

für  alle  a,  /3=1,  2, •••(».  Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  0, 
so  folgt  eine  Gleichung  mit  constanten  Goefficienten 

und  nun  führt  uns  der  obige  Gor  dänische  Satz  sofort  zu  der  Ein- 
sicht, dass  jedes  der  qp«  sich  rational  durch  eine  Grösse  ^  ausdrücken 
lässt,  welche  umgekehrt  aus  ihnen  rational  gebildet  werden  kann. 
Wir  schreiben  dies 

Ist  n>4,  dann  muss  ^  zur  Gruppe  1  gehören,  da  sonst  gegen 
§  543  die  Gruppen  der  Functionen  qp^ ,  9>g ;  •  •  •  (Pq  sämmtlich  eine 
Substitution  gemeinsam  hätten,  die  von  der  Einheit  verschieden  ist. 
^  wird  also  eine  Galois'sche  Function  von  n\  Werthen,  und  alle 

welche  durch  Einwirkung  irgend  einer  Substitution  Si  der  g  aus  ^ 
hervorgehen,  sind  unter  einander  verschieden. 

Nun  stimmt   die  Reihe   der  Argumente  9,^,  9)*^,  •  •  •  9,-    mit   der 

Reihe  SPi}  9%}  ' ' '  9^  ^^^  *^^  ^^®  Folge  überein,  und  die  9?i,  9>2,  •  •  • 
sind  Functionen  von  ^.     Folglich  muss  sein 

Da  auch  die  umgekehrten   Schlüsse  gelten,   wie  die  Betrachtung  von 
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zeigt^  80  ergiebt  sich:  Jeder  der  conjugen  Werthe  ^^^  ^2;  * ' '  i^m 
ist  eine  rationale  Function  jedes  anderen. 

Daraus    folgt;    dass    ein    jeder    eine    lineare    gebrochene 
Function  jedes  anderen  ist.     Denn  setzen  wir 

so  folgt  bei  Substitution  des  zweiten  Werthes  von  ifß  in  die  erste 
Gleichung;  weil  dadurch  eine  Identität  entstehen  müsste^  und  also 
rechts  gekürzt  werden  könnte  ^  der  ausgesprochene  Satz  nach  §  273, 
Bd.  I.    Folglich  ist;  immer  mit  constanten  CoefficienteU; 

a^v  +  h  dtjf^  —  b 

§  653.    Wir  wählen  nun  einen  beliebigen  Werth  ^  aus  und  setzen 


t  = 


*(^i»^.i---^„)' 


wobei  h  und  h  ganze  Functionen  der  Argumente  0  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sein  sollen.     Ebenso  schreiben  wir 

~  *  (^»t»  \' "  )~  ^»  (^1 » *^i » •  •  0  ' 
Es  ist  nun  nach  der  letzten  Gleichung  des  vorigen  Paragraphen 

k.         c.h  -\-  d.k^ 

und  da  h  mit  h  keinen  gemeinsamen  Theiler  hat;  so  hat  einen  solchen 
auch  hi  nicht  mit  ki  und  ebenso  wenig  (a,A  +  ^«*)  ™i*  (^'^  +  ^i^)- 
Folglich  sind  bis  auf  constante  Factoren  die  beiden  Zähler  der  letzten 
Gleichung  einander  gleich  und  auch  die  beiden  Nenner.  Diese  con- 
stanten Factoren   können  wir  mit   a«;  hi  bezw.  Ct,  di   vereint   denken 

und  dürfen 

hi  =  a,Ä  +  hiky    ki  =  Cih  +  dik 

schreiben.     Dies  gilt  für  beliebige  Indices  i^  so  dass  wir 

hj  ==  ajh  +  hjk 

setzen  können.  Ist  a,-6/  —  O/fc,-  von  Null  verschieden;  so  liefert  die 
Elimination  von  k  eine  lineare  Beziehung  zwischen  h,  hi  und  hj.  Ist 
dagegen  aibj  =  biaj,   so   gilt   schon  eine  lineare  Beziehung  zwischen 
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hi  und  hj.  In  beiden  Fällen  also  giebt  es  zwischen  drei  willkürlichen 
conjugen  Functionen  h,  hi,  hj  eine  Relation 

a'h'\-ß'hi'\-y'hj^=Oy 

in  welcher  mindestens  zwei  der  Coefficienten  von  0  verschieden  sind. 
Man  kann  daher  jede  der  conjugen  Functionen  \y  \y^7  '  ' ' 
durch  zwei  willkürlich  gewählte  hi,  ht  in  der  Form 

(64)  ha  =  üahi  +  &a Ajt  («  =  1 ,  2,  3,  •  •  •) 

darstellen. 

§  654.  Um  hieraus  weitere  Schlüsse  ziehen  zu  können,  wollen 
wir  ein  allgemeines  Theorem  über  die  conjugen  Gruppen  (§  541)  einer 
Gruppe  Gl 

ö^i;    (^if    ^s;      ••    ^9 

ableiten.  Der  Satz  gehört  zu  dem  in  §  543  behandelten  und  lautet: 
Jede  Gruppe  G^  von  Substitutionen  aus  n  Elementen  hat 
mit  einer  ihrer  conjugen  Gruppen  noch  von  der  Einheit 
verschiedene  Substitutionen  gemeinsam,  wenn  n>4  ist. 

Gesetzt  G^  besässe  mit  jeder  der  Gruppen  G^,  G^,  •  •  ■  G^  der 
n  Elemente  ^i,  ^2?  '  '  ^«  immer  nur  die  Einheitssubstitution  gemein- 
sam, dann  sei  s  eine  Substitution  aus  (r^,  welche  möglichst  wenige, 
nämlich  nur  (n  —  v)  Elemente  umsetzt,  wobei  v  <  w  sei. 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall  v^2.  Dann  giebt  es  eine 
Transposition  t  ==  (0a  ^(i)  aus  zwei  in  s  nicht  vorkommenden  Elementen. 
Nun  wird  wegen  der  Form  von  s  die  Transformirte 

und  wenn  t  nicht  zu  G^  gehörte,  dann  hätte  G^  mit  Gt==t~^G^^t 
die  Substitution  s  gegen  die  Voraussetzung  gemeinsam.  Folglich  muss 
t  =  {eaeß)  in  ©1  vorkommen.  Ist  jetzt  w  >  4,  nimmt  man  für  die 
eben  betrachtete  Substitution  s  das  t,  dessen  Vorkommen  in  G^  soeben 
nachgewiesen  worden  ist,  dann  zeigen  dieselben  Schlüsse,  dass  G^  alle 
Transpositionen  und  also  die  symmetrische  Gruppe  umfasst.  Hierfür 
wird  das  Theorem  gegenstandslos. 

Ist  dagegen  n  ^  4,  dann  zeigt  sich  leicht,  dass  der  Satz  nicht 
mehr  gültig  bleibt. 

Wir  betrachten  nun  den  Fall  1/5CI.  Die  Gruppe  G^  enthält 
dabei  nur  reguläre  Substitutionen,  d.  h.  solche,  die  aus  Cyklen  von 
derselben  Ordnung  bestehen.  Ist  zuerst  t^  =»  1,  dann  ist  entweder  n 
oder  n  —  1  keine  Primzahl;  daher  giebt  es  eine  reguläre  Substitution 
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in  G,  die  nicht  Ton  Primzahlordnung  ist^  und  sie  oder  eine  ihrer 
Potenzen  enthält  mehrere  Gyklen^  z.  B. 

Transformirt  man  nun  in  diesem  Falle  durch  einen  der  Cyklen,  z.  B. 
hier  durch  (^i^a^s);  so  reproducirt  sich  die  Substitution.  Also  müsste 
nach  den  obigen  Schlüssen  gegen  die  Voraussetzung  der  Cyklus  selbst 
als  Substitution  zur  Gruppe  G^  gehören.  Es  kann  demnach  nicht 
V  =  1  sein. 

Ist  endlich  v  =  0^  so  besteht  G^  aus  Substitutionen^  die  alle 
oder  kein  Element  umstellen;  hier  reichen  dieselben  Ueberlegungen 
aus,  auch  wenn  die  Substitutionen  nur  aus  einem  Cyklus  bestehen, 
indem  man  z.  B.,  wenn  n  eine  Primzahl  ist, 

durch 

transformirt.     Unser  Satz  ist  also  in  allen  Fällen  bewiesen. 

§  666.  Wählen  wir  nun  in  den  Betrachtungen  des  §  653  über 
die  Resolventen  mit  einem  Parameter  für  die  Formel  (64)  A,-  und  ä* 
so,  dass  ihre  Gruppen  ausser  der  Einheit  noch  andere  Substitutionen 
gemeinsam  haben,  dann  würden  gemäss  dieser  Formel  alle  Gruppen 
der  \,  h^,  h^f' ' '  dieselben  Substitutionen  gemein  haben.  Das  wider- 
spricht dem  Satze  §543.  Folglich  giebt  es,  wenn  n>4  ist, 
keine  Gleichungen  für  Resolventen,  die  nur  Ton  einem  ein- 
zigen Parameter  abhängen. 

Bei  n  =  4  treten  Functionen  auf,  deren  Gleichung  nur  einen 
Parameter  aufweist.     Nehmen  wir  die  Functionen 

^  ^  (^1  —  h)  (^«  —  ^4) 
so  werden  ihre  conjugen  Werthe  die  folgenden 

^*  (^1  -  ^s)  (.««  —  ^4)  9l  ' 

„      _   fa  -  ^t)  (^8  -  ^4)   _  1  ^    . 

^^         («4-^8^*1  —  ^1)         1  — 9i' 

^(«4  — *8)(gi-gi)^  3^  —  91 

^*  («1  —  «s)  («4  —  *.)  9l 

Netto,  Algebra.   II.  33 
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Diese     sechs     Grössen    9^ ,  tp^,  •  •  •  q>^     sind     die    Wurzeln    der 
Gleichung 

^6  _  3^6  ^  j^ .  ^4  _  (2 J._5)9»  +  Ä^^  —  39  +  1  =  0, 

in   welcher   Ä    eine   symmetrische   Grösse   in   ^i^  ^s?  ^3?  ^4    bedeutet, 
die  durch 

2^  =  (2'9«)*-^95 


=  9  -^q>l 


berechnet  werden  kann.    Die  obige  Gleidiung  zeigt  auch,  dasB 


<Pl-»'Pa  +  ^9l-»9a  +  ^ 


(«=1,2,. ..6) 


eine  symmetrische  Function  der  tpa  oder  auch  der  ea  ist. 
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Vorbemerkung. 

Die  zunächst  erscheinende  erste  Abtheilung  des  zweiten  Bandes 
der  Vorlesungen  über  Algebra  ist  der  Theorie  der  Functionen  und  der 
Gleichungen  mehrerer  Variablen  und  Unbekannten  gewidmet.  Auf  die 
Definition  der  Function  folgen  zunächst  Erörterungen  über  die  Glieder- 
zahl und  daran  sich  anknüpfende  Probleme^  dann  die  Fragen  nach  der 
Interpolation,  nach  der  Reductibilität,  nach  gemeinsamen  Theilem.  Beim 
Begriflfe  von  Wurzeln  muss  der  neue  Umstand  der  unendlich  grossen 
Wurzeln  in  Erwägung  gezogen  werden.  Daran  schliesst  sich  durch 
Uebergang  zu  mehreren  öleichungen  naturgemäss  die  Behandlung  der 
Elimination.  Hier  hat  der  Verfasser  es  für  nützlich  gehalten,  die 
bisher  unterschiedlos  benutzten  Ausdrücke  „Eliminante"  und  „Resultante" 
begrifflich  zu  trennen.  Die  drei  Hauptmethoden  der  Elimination  werden 
eingehend  besprochen:  die  Bezout'sche,  die  Cramer-Poisson'sche, 
die  Kronecker^sche;  einer  kritischen  Besprechung  wird  auch  die 
Cayley'sche  unterzogen.  Zur  Darstellung  der  Poisson' sehen  Methode 
war  eine  Besprechung  der  symmetrischen  Functionen  mehrerer  Grössen- 
reihen  nothwendig.  Auch  bei  Gleichungssystemen  muss  der  Begriff  der 
vielfachen  und  der  unendlichen  Wurzeln  erläutert  werden;  dies  geschieht 
im  Anschluss  an  die  Resultante  und  die  Eliminante,  welche  in  das 
Centrum  der  Untersuchung  gerückt  werden.  Der  Versuch  einer  Er- 
weiterung des  Discrimantenbegriffes  führt  zu  zwei  Ergebnissen,  einmal 
hinsichtlich  vielfacher  Wurzeln  eines  Systems,  dann  hinsichtlich  singulärer 
Punkte  eines  einzelnen  Gebildes.  Die  Irreductibilität  und  Reductibilität, 
die  Stufenzahl,  die  Abhängigkeit  und  Unabhängigkeit  von  Gleichungs- 
systemen wird  besprochen  und  das  Jacobi^sche  Theorem,  welches  als 
Erweiterung  Eul  er 'scher  Formeln  auftritt,  auf  verschiedene  Weise 
abgeleitet.  Den  Schluss  bildet  eine  Darstellung  der  Krön ecker' sehen 
Charakteristiken -Theorie  sowie*  der  Hermite'schen  Untersuchungen 
über  die  quadratischen  Formen. 

So  bald  als  möglich  soll  die  zweite  Abtheilung,  welche  die  all- 
gemeine Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  einer  Unbekannten 
bringt,  dieser  ersten  Abtheilung  folgen. 

Giessen. 

E.  Netto. 


Inhalt  der  ersten  Lieferung  des  z^w^eiten  Bandes. 


YorleBUBg  30.  Ganze  Functionen  mehrerer  Variablen.  S.  1.  —  §  327. 
Definitionen.    §  330.    Gliederzahl  und  Kelationen. 

Yarlesililg  31.  Fundamentaleigenschaften  ganzer  Functionen.  S.  10.  — 
§  887.  Identisches  Verschwinden.  §  339.  Verschwinden  eines  Products. 
§  842.  Irreductible  Factoren.  §  845.  Gemeinsamer  Theiler.  §  846. 
Zerf3Jlung  in  irreductible  Factoren. 

Vorlesung  32,  Wurzeln  einer  Gleichung  und  eines  Gleichungssystems. 
S.  26.  —  §  349.  Wurzeln.  §  861.  Multiplicität.  §  862.  Interpolation. 
§  864.    Stetigkeit  der  Wurzeln. 

Vorlesniig  33.  Elimination  bei  zwei  Gleichungen  mit  zwei  unbekannten. 
S.  88.  —  §  356.  Berechnung  der  Wurzeln.  Eliminante.  §  360.  Anzahl 
der  Wurzeln. 

Vorlesimg  34.  Übergang  vom  Allgemeinen  zu  besonderen  Fällen.  S.  42. — 
§  363.  Unendliche  Wurzeln.  §  866.  Vielfache  Wurzeln.  §  868.  Un- 
endlich viele  Wurzeln. 

Vorlesnilg  35.  Die  Minding'sche  Kegel.  Das  Labatie'sche  Theorem. 
S.  49.  —  §  370.  Newton  s  Polygon.  §  371.  Reihenentwickelungen.  §  874. 
Regel  über  die  Wurzelanzahl.    §  876.    Labatie's  Theorem. 

Vorlesnng  36.  Symmetrische  Functionen  mehrerer  Grössenr eihen. 
S.  63.  —  §  877.  Potenzsummen.  Elementare  symmetrische  Functionen. 
§  879.  Darstellung  durch  elementare  Functionen.  §  883.  Relationen 
zwischen  diesen.     §  886.    DifTerentialgleichungen. 

Vorlesung  37.  Resultante  und  Eliminante.  Poisson'sche  Methode. 
S.  76.  —  §  888.  Resultante  als  Product.  §  890.  Irreductibilität. 
§  894.    Eliminante.     §  896.    Eigenschaften. 

Vorlesnng  38.  Unendlich  grosse  Wurzeln.  Vielfache  Wurzeln.  Unend- 
lich viele  Wurzeln.  S.  86.  —  §  399.  Functionaldeterminante. 
§  403.  Vielfache  Wurzeln  einzelner  Gleichungen  des  Systems.  §  406. 
Stufenzahl.    Rang  des  Systems. 

Vorlesnng  39.  Elimination.  Bezout'sche  Methode.  S.  97.  —  §408.  Gleich- 
zeitige Elimination  der  Unbekannten.  §  416.  Wurzelberechnung  aus 
der  Eliminante.     §  420.    Reducirte  Form  nach  einem  Modulsysteme. 

Vorlesnng  40.  Eigenschaften  der  Eliminanten  und  der  Resultanten. 
S.  116.  —  §  421.  Differentialgleichungen.  §  424.  Lineare  Trans- 
formation.    §  425.    Liouville'scher  Satz.     §  428.    Noether  scher  Satz. 

Vorlesnng  41.  Eronecker's  Eliminationsmethode.  Reductibilität  und 
Irreductibilität.  S.  127.  —  §  438.  Einschränkung  der  Variablen- 
Mannigfaltigkeit  durch  Gleichungen.  §  434.  Gesammt-  und  Theil- 
Eliminanten.  §  486.  Reductibilität.  §  436.  Theiler  eines  Gleichungs- 
systems. 


Inhalt  der  ersten  Lieferung  des  zweiten  Bandes. 

Yorlesung  42.  Abhängigkeit  von  Functionen.  Functionaldeterminante. 
S.  135.  —  §.440.  Bestimmung  des  Abhängigkeits>  Charakters.  §  441. 
Jacobi'sche  Methode.  §  443.  Eigenschaften  der  Functionaldeterminante. 
§  445.    Lineare  Relationen  zwischen  Functionen. 

Vorlesnng  43.  Die  Cayley'sche  und  die  SylTester'sche  Eliminations- 
methode.    S.  146. 

Vorlesnng  44.  Discriminanten.  S.  154.  —  §  452.  Bedingung  für.  mehrfache 
Wurzeln  eines  Systems.  §  455.  Singulare  Punkte.  §  458.  Eigenschaften 
der  Discriminante. 

Vorlesnilg  45.  Jacobi's  Erweiterung  eines  Euler'schen  Satzes.  S.  165.  — 
§  461.  Jacobi's  Beweis.  §  463.  Eronecker's  Beweis.  §  464.  Inter- 
polationsformel.    §  466.    Liouville's  Beweis. 

Yorlesnng  46.  Die  Kronecker*sche  Charakteristiken-Theorie.  Die 
quadratischen  Formen  Hermite's.  8.  173.  —  §  467.  Definitionen, 
Fortschrittsrichtung.  §  469.  Charakteristik  als  Invariante.  §  471. 
Geometrischer  Beweis.  §  472.  Anwendungen.  §  474.  Bözout'scher  Satz. 
§  475.    Quadratische  Formen  Hermite's.    §  476.    Anwendungen. 

Vorlesung  47.  Die  Auflösung  linearer  Gleichungen.  S.  187.  —  §  478.  Rang 
des  Coefficientensystems.  §  479.  Auflösung  der  Gleichungen.  §  480. 
Homogene  Gleichungen. 


'Wla^  0.  o"S- %- .  ?■  4 


VOELESUNGEN 


ÜBER 


ALGEBRA 


VON 


Db.  EUGEN  NETTO, 

O.  0.  FR0F1B80B  SSK  MATEEKATIK  AK  DBS  XnrXVXBSITlT  ZV  OIBSSKir. 


IN  ZWEI  BÄNDEN. 


ZWEITE  (SCHLUSS-)LIEFERUNG  DES  ZWEITEN  BANDES. 


LEIPZIG, 

DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.  TEÜBNER. 

1900. 


Neuester  Verlag  von  B.  ©•  Teubner  in  Leipzig. 

Enoyklopftdie  der  Mathematischen  Wissenschaften,  mit  Ein- 
schluss  ihrer  Anwendungen.  Mit  Unterstützung  der 
Akademieen  der  Wissenschaften  zu  München  und  Wien 
und  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  GOttingen, 
sowie  unter  Mitwirkung  zahlreicher  Fachgenossen.  In 
7  Bänden  zu  je  etwa  40  Druckbogen.  Jährlich  1  Band  in 
4 — 5  Heften,  er.  8. 
Band     I:   ArithneSk  nvd  AJgebra,  red.  yon  W.  Fr.  Meyer  in  Königsberg. 

—  IE:   Analyeis,  red.  von  H.  Barkhardt  in  Zorioh. 

—  in:  Oeemetriei  red.  von  W.  Fr.  Meyer  in  Königsberg. 

—  IV:  Meehaniky  red.  von  F.  Klefn  in  Göttingen. 

—  V:  Physik,  red.  von  A.  Semmerfeld  in  Clausthal. 

—  YI,  1:  Geedisie  nnd  Geophysik,  red.  von  B.  Wieehert  in  Göttingen. 

—  YI,  2:  Attroiiomie,  red.  von  U.  Barkhardt  in  Zttrich. 

—  YII:   Schlnssband,   histerisehef    philesophisehe    und  didaktische  Fragen    be- 

handelnd,   sowie   Generalregister    zu  Band  I — YL      Herausg.  von  W. 
Fr.  Meyer  in  Königsberg. 
Bisher  erschienen:    1,1.    1898.    n.  JC  9.40,  1,2.    1899.    n.  .^  8.40;  I,S.  1899. 

n.  JC  8.80;  1,4.   1899.  n.  JC  4.80;  11,1.   1899.  n.  JCA.  80, 

Bibllotheca  Mathematioa.  Zeitschrift  für  Geschichte  der 
Mathematischen  Wissenschaften.  Hrs^.  Ton  G.  Enbström. 
m.  Folge.  L  Band.  gr.  8.  1900.  geh.  Preis  für  den  Band  von 
4  Heften  n.  JC  20.—    [Heft  1  erscheint  im  März  1900.] 

Bianohi.  Ijuigi|  Professor  a.  d.  Universität  Pisa,  Vorlesungen  über 
Diiferentialgeometrie.  Autorisierte  deutsche  Übersetzung  von 
Max  Lukat,  Überlehrer  in  Hamburg.  [XII  u.  659  S.]  gr.  8. 
1899.    geh.  n.  JC  22.60. 

Bolyai  de  Bolya^  W.^  Tentamen  iuventütem  studiosam  in 
elementa  matheseos  purae  elementaris  ac  sublimioris 
methodo  intuitiva  evidentiaque  huic  propria  introdu- 
cendi,  cum  appendice  triplici.  Editio  secunda.  Tomus  I: 
Conspectus  arithmeticae  generalis.  Mandato  academiae 
scientiarum  hungaricae  suis  adnotationibus  adiectis  ediderunt  Iülics 
EöNiG  et  Mauritius  R^tht,  academiae  scientiarum  hungaricae  sodales. 
Mit  dem  Bildnis  des  Verf.  u.  11  lithogr.  Tafeln.  [XII  u.  679  S.] 
4.    1899.    In  Halbkalbleder  ^eb.  n.  JC  40.— 

von  Braunmühl^  Prof.  Dr.  A.^  München,  Yorlesungen  über  Ge- 
schichte der  Trigonometrie.  2  Teile.  I.Teil:  von  den  ältesten 
Zeiten  bis  zur  Erfindung  der  Logarithmen.  Mit  62  Figuren  im  Text. 
[Vn  u.  260  S.;i     gr.  8.     1899.     geh.  n.  ^  9.— 

BriefWeohsel  zwischen  Carl  Friedrich  Gauss  und  Wolfgang 
Bolyai  Mit  Unterstützung  der  Eönigl.  ungar.  Akademie  d.  Wissen- 
schaften herausg.  von  F.  Schmidt  u.  P.  Stäckel.  [XVI  u.  208  S.] 
4.    1899.     Geschmackvoll  geb.  n.  JC  16. — 

Cajitor.  Hofrat  Prof.  Dr.  MorltB;  Heidelberg,  Yorlesungen  über  Ge- 
schichte der  Mathematik.  In  8  Bänden.  U.  Band.  Von 
1200—1668.  2.  Aufl.  Mit  190  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
[Xn  u.  943  S.]     gr.  8.    1900.    geh.  n.  ^  26.— 

CBiiber^  E.y  Vorlesungen  über  Differential-  und  Integral- 
Rechnung.    2  Bde.    gr.  8.    1898.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  22. — 

I.  Band:  [Xin  n.  526  S.]  n.  Ji  12. IL  Band:  [X  u.  428  8.]    n.  JC  10.— 

BudenBing.  W.^  Dr.  phil.  und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Zwickau 
in  Sacnsen,  über  die  durch  eine  allgemeine  dreigliedrige 
algebraische  Gleichung  definierte  Funktion  und  ihre  Be- 
deutung für  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  von 
höherem  als  viertem  Grade,  [vniu.  56  S.]  gr.8.  1900.  geh.  n.  JC^AO. 

Engel,  Dr.  Friedrich.  Prof.  a.  d.  Universität  Leipzig,  und  Dr.  Faul 
Stäokel.  Prof.  a.  d.  Universität  Kiel,  Urkunden  zur  Geschichte 
der  nicnteuklidischen  Geometrie.    In  2  Bänden,    gr.  8.    geh. 

I.Band.  NikolaJ  Iwanowitsob  LobatsohefskiJ,  zwei  geometrische  Abhand- 
lungen, ans  dem  Bassischen  übersetzt,  mit  Anmerkungen  und  mit  einer 
Biographie  des  Verfassers  ron  Fb.  Ehoxi«.  L  Teil :  Die  Überietzung.  Mit 
einem  Bildnisse  Lobatsohefskijs  und  mit  194  Figuren  im  Text.  n.  Teil: 
Anmerkungen.  Lobatschefsk^s  Leben  und  Schriften.  Begister.  Mit  67 
Figuren  im  Text.  [XVI,  IV  u.  476  8.]  1899.  n.  .Ä  14.— 
n.  Band.  Wolfgang  und  Johann  Bolyai,  geometrische  Untersuchungen, 
herausgegeben  von  Favii  Stäckxl.  Mit  einem  Bildnisse  Wolfgang 
Bolyais.     [In  Vorbereitung.] 


IPestsohrift  zu  Moritz  Cantors  70.  Gebnrtstage.    Zugleich  S.Heft 

d.  Abhaudl.  z.  Gesch.  d.  Mathem.  u.  Supplement  z.  44.  Jahrg.  d. 

Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phydk.    [Vm   u.  657   S.]    gr.  8.    1899. 

geh,  n.  JL  20. — 
zur  Feier  der  Enthüllung  des  Gauss-Weber-Denk- 

mals  in  Göttingen.   Heraus^,  vom  Fest-Comitee.  Lex.-8.   1899. 

f:eh.  n.  Jt  6. — .  Enthaltend:  Hil1)ert,  D.,  Grundlagen  der  Geometrie 
92  S.];  Wi€chert,  E.,  Grundlagen  d.  Elektrodynamik  [112  S.]. 

Föpi>I.  Dr.  A.y  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  München, 
Vorlesungen  über  technische  Mechanik.  4  Bde.  gr.  8.  In 
Leinwand  geb. 

1.  Band :  ElnfObrung in  d.  Mechanik.  M.  78  Fig.  i.  T.  [XY  a.  419  S.]  1898.  n.  Jt\^.— 
IL  Band:  Graphisohe  Statik.    [In  Yorbereitnng.] 

III.  Band:  Festigkeitslehre.  Mit  70  Figuren  im  Text  [XYI  a.478  S.]  1897.  n.  «AI  19.^ 
lY.  Band:  Dynamik.    Hit  69  Figuren  im  Text.    [XIY  u.  456  S.]    1899.    n.  »tt  IS.-y- 

Genocohly  Angelo.  Differentialrechnung  und  Grundzüge 
der  Integralrechnung,  herausgegeben  von  Giuseppe  Pbano. 
Autorisierte  deutsche  Uebersetzung  Ton  G.  Bohlicanm  und  A.  Schepp. 
Mit  einem  Vorwort  von  A,  Mayeb.  [VIII  u.  399  S.]  gr.  8.  1899. 
In  Leinw.  geb.  n.  JL  12. — 

Holnnüller^  Prof.  Dr.  Gustav,  Direktor  der  Kgl.  Maschinenbauschule 
zu  Hagen,  Mitglied  der  Leopoldinisch-Earolinischen  Akademie, 
die  Ingenieur-Mathematik  in  elementarer  Behandlung. 
2  Teile.  iL  Teil,  enthaltend  das  Potential  und  seine  Anwendung 
auf  die  Theorien  der  Gravitation,  des  Magnetismus,  der  Elektricität, 
der  Wärme  und  der  Hydrodynamik.  Mit  237  Figuren,  zahlreichen 
Obungsbeispielen  und  einem  Anhange  über  die  Mafseinheiten. 
[XVn  u.  440  S.]    gr.  8.     1898.    In  Lnw.  geb.  n.  ^  6.— 

Sohlranschy  Professor  Dr.  F.,  Präsident  der  physikalisch- technischen 
Reichsanstalt  in  Charlottenburg,  kleiner  Leitfaden  der  prak- 
tischen Phjsik.  Für  den  Unterricht  in  den  physikahschen 
Übungen.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  [XIX  u.  260  S.] 
gr.  8.     1899.    In  Leinw.  geb.  n.  JL  4. — 

Krause,  Dr.  Martin,  Professor  an  der  Königl.  Sachs.  Technischen 
Hochschule  zu  Dresden,  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen  einer  veränderlichen  Grösse.  (In  2  Bänden.) 
Zweiter  Band.    [XH  u.  306  S.]    gr.  8.    1897.    geh.  n.  JL  12.— 

Eroneoker'e,  Leopold,  Werke.  Herausgegeben  auf  Veranlassung  der 
Königlich  Preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  von  E.  Hensel. 
(In  4  Bänden.)    Dritter  Band.    I.  Halbband.    [VHI  u.  474  S.]    gr.  4. 

1899.      geh.  n.  JL  36. —      [Der  zweite  Halbb&nd  befindet  sich  u.  d.  Pr.] 

Hansion,  Prof.  Dr.  P.,  Gent,  Einleitung  in  die  Theorie  der 
Determinanten.  Für  Gymnasien  und  Realschulen.  Aus  der 
3.  franz.  Aufl.  übersetzt.     [40  S.]     gr.  8.     1899.    geh.  n.  UK  1.— 

Muth,  Dr.F.,  Osthofen,  Theorie  und  Anwendung  der  Elementar- 
teiler.     [XVI  u.  236  S.]      gr.  8.      1899.    geh.  n.  JL  8.— 

Netto,  Dr.  Eugen,  o.  Ö.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu 
Giefsen,  Vorlesungen  über  Algebra.   In  zwei  Bänden.    U.Band. 

2.  (Schlufs-) Lieferung.    [XI  u.  S.  193—327.]    gr.  8.    1900.    geh.  n. 
JL  10.—. 

Neumanu,  Dr.  C,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu 
Leipzig,  die  elektrischen  Kräfte.  Darlegung  und  genauere  Be- 
trachtung der  von  hervorragenden  Physikern  entwickelten  mathe- 
matischen Theorieen.  Zweiter  Theil:  Ueber  die  von  Her- 
mann von  Helmholtz  in  seinen  älteren  und  in  seinen 
neueren  Arbeiten  angestellten  Untersuchungen.  [XXXVHI 
u.  462  S.]    gr.  8.     1898.    geh.  n.  JL  14.— 

Pascal,  Ernst,  o.  Prof  a.  d.  Univ.  zu  Pavia,  die  Variationsrech- 
nung. Autorisierte  deutsche  Ausgabe  von  Adolf  Schepp,  Ingenieur 
und  Oberleutnant  a.  D.  zu  Wiesbaden.  [VI  u.  146  S.]  gr.  8.  1899. 
In  Leinwand  geb.  n.  JL  3.60. 

Biemann,  B.,  elliptische  Funktionen.  Vorlesungen  herausg.  von 
Prof.  Dr.  H.  Stahl,  Tübingen.  Mit  Figuren  im  Text.  [VIII  u. 
144  S.]     gr.  8.     1899.     geh.  n.  JL  6.60. 


Bonth,  John  Sdward,  Sc.  D.,  LI.  D.,  F.  B.  S.,  etc.;  Ehrenmitglied 
Ton  Peterhouse,  Cambridge;  Mitglied  des  Senats  der  UniTersität 
London,  die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper.  In  zwei 
Bänden  mit  zahlreichen  Beispielen.  Autorisierte  deutsche  Aasgabe 
von  Adolf  Schupp.  Mit  einem  Vorwort  von  Feux  Eumr.  2  Bfijide. 
gr.  8.    Li  Leinwand  geb.  n.  JL  24. — 

L  Band:  Dia  Elemente.    Mit  67  Fi«,  im  Text    [Xn  u.  47S  8.]    1897.    n.  UK  10.~ 
IL  Band:  Die  höhere  Dynadilk.    Mit  88  Fig.  im  Text.    [Z  a.  544  S.]  1898.  a.  UK  14.— 

BudiOy  Dr.  Ferd.,  Prof.  am  Polytechnikum  in  Zurieh,  die  Elemente 
der  analytischen  Geometrie.  Zum  Gebrauche  an  höheren 
Lehranstalten  sowie  zum  Selbststudium.  Mit  zahlreichen  Uebungs- 
beispielen.  Zweiter  Teil:  Die  analytische  Geometrie  des 
Baumes.  Mit  12  Fig.  im  Text  Zweite  yerbesserte  Auflage.  [X  u. 
184  S.]   gr.  8.    1899.   geh.  n.  w«:  2.40;  in  Leinwand  geb.  tl,  JLZ.— 

Balmozi^  Ctoorge,  analytische  Geometrie  des  Raumes.  Deutsch 
bearbeitet  Ton  Dr.  Wilhklm  Fiedler,  Professor  am  Eidgenössischen 
Polytechnikmn  zu  Zürich.  Zwei  Teile.  L  Teil:  Die  Elemente 
und  die  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades.  Vierte  yer- 
besserte Auflage.    [XXIV  u.  448  S.]    gr.  8.    1898.    geh.  n.  UK  8.— 

analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  mit  be- 
sonderer Berücksichtigung  der  neueren  Methoden.  Nach 
Gboeob  Salxok  frei  bearbeitet  von  Dr.  Wilheui  Fiedler,  Professor 
am  Eidgenössischen  Polytechnikum  zu  Zürich.  In  2  Teilen.  I.  Teil. 
Sechste  yerbess.  Aufl.  [XXV  u.  442  S.]   gr.  8.  1898.  geh.  n.  .4:  9.— 

Soheibner^  W.^  über  die  Differentialgleichungen  der  Mond- 
bewegung. (Abhandl.  d.  math.-phys.  Glasse  d.  ]^1.  Sachs.  Ges.  d. 
Wissensch.,  XXV.  Bd.  Nr.  II.)  [U  u.  26  S.]  Lex,-8. 1899.  geh.  n.  UK 1 .60. 

8ohell|  W.y  allgemeine  Theorie  der  Curyen  doppelter  Krüm- 
mung in  rein  geometrischer  Darstellung.  Zur  Einführung 
in  das  Studium  der  Curventheorie.  2.  erweiterte  Auflage. 
[Vm  u.  163  S.]    gr.  8.     1898.    geh.  n.  UK  6.— 

Serret,  J.-A.,  f  Membre  de  Tlnstitut  et  du  Bureau  des  Longitudes  ä 
Paris,  Lehrbuch  derDifferential-  u. Integral-Rechnung. 
Mit  Genehmigung  des  Verfassers  deatsch  bearbeitet  yon  Dr.  Axel 
Habnacx,  t  Prof.  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Dresden. 
Zweite,  durchgesehene  Auflage  mit  Unterstützung  der  Herren  H. 
LiEBMAHN  u.  E.  Zeemxlo  herausgegcbeu  yon  Dr.  G.  Bohlmann,  Privat- 
docent  an  der  Universität  zu  Göttingen.  In  drei  Bänden,   gr.  8.   geh. 

I.  Band:  DifferentUlraohnnng.    Mit  85  Fig.  Im  Toxi.    [X  u.  570  8.]    1897. 
XL  JL  10.— 
n.  Band:  Integralreohnung.    Mit  55  Fig.   im  Text    [XII   a.  428   8.]    1899. 
n.  JL  8.— 
m.  Band:  Differentialgleioliangen  and  Yariationireohnung.    [In  Yor- 
bereitnng.] 

Steiner'By  Jaoob^  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie. 
2  Teile.  E.  Teil:  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestützt 
auf  projektive  Eigenschaften.  Auf  Grund  von  ümversitäts- 
vortragen  und  mit  Benutzung  hinterlassener  Manuscripte  Jacob 
Steiner^s  bearb.  von  Hkinbich  SchbÖtbb.  3.  Aufl.  von  Rudolf  Stürm. 
Mit  103  Figuren  im  Text.  [XVII  u.  638  S.]  gr.  8.  1898.  geh.  n. .«;  14.  — 

8tol2y  Dr.  Otto^  ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Innsbruck,  Grund' 
Züge  der  Differential-  und  Integralrechnung.  In  8  Teilen, 
m.  Teil:  Die  Lehre  von  den  Doppelintegralen.  Eine  Er- 
gänzung zum  I.  Teile  des  Werkes.  Aut  41  Figuren  im  Text.  [VIII 
u.  296  §.]    gr.  8.     1899.    geh.  n.  ^  8.— 

Yolkmaim^  Dr.  P.^  o.  ö.  Professor  der  theoretischen  Physik  an  der  Uni- 
versität Königsberg  i.  Pr.,  Einführung  in  das  Studium  der 
theoretischen  Physik,  insbesondere  in  das  der  analyti- 
schen Mechanik.  Mit  einei^  Einlei tupg  in  die  Theorie  der 
physikalischen  Erkenntnis.  Vorlesungen.  [XVI  u.  370  S.]  gr.  8. 
1900.    geh.  n.  JL  14.— 

von  Weber,  Dr.  13. |  Privatdocent  an  der  Universität  Manchen,  Vor- 
lesungen über  das  Pfaff'sche  Problem  und  die  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
gr.  8.    geh.    [Erscheint  im  März  1900.] 
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